JATEKOS FELADATOK,
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az Ocsai Bolyai Janos Gimnazium tanara



Bevezetés

Az 57. Ratz Laszl6 Vandorgytilésen, Székesfehérvaron a szekciok eldadéasai kozott nehéz
volt vélasztani, hiszen azonos idOpontban t6bb olyan téma is szerepelt, ami felkeltette ér-
dekldédésemet. Szivesen meghallgattam volna mindegyiket.

Ezen el6adasok koziil szeretnék most kiemelni kettdt, amelyek kiilondsen nagy hatassal
voltak ram. Pdsa Lajos: Pillanatképek egy matektdabor életébdl, valamint Benko Katalin:
Egy matek tandr 6rémei és gondjai.

Mindkét eldadd személyis€égébol sugarzott a palya iranti elhivatottsag, és a gyerekek fel-
tétel nélkiili szeretete. Példaértékli személyiségek.

Dolgozatom témajat az ¢ el0adasaik motivaltak, ahol az algebra ¢s szamelmélet teriileté-
r6l valogattam jatékokat, illetve jatékos feladatokat.



1. feladat

frjuk fel a harom kilencesbél all6 lehetd legnagyobb szamot, anélkiil, hogy barmilyen ma-
tematikai miiveleti jelet alkalmaznank.

Megoldas:

99°

2. feladat

frjuk fel a harom kettesbél 4116 lehetd legnagyobb szamot, anélkiil, hogy barmilyen mate-
matikai miiveleti jelet alkalmaznank.

Megoldas:

A kilencesek ,,kétemeletes” hatvanyanak felirasa utan nagy valdsziniséggel a ketteseket is
igy helyeznénk el:

22?

Ezuttal azonban nem a vart eredményt kapjuk. Az igy felirt szdm nagyon kicsi — még kisebb,
mint a kdzonségesen felirt 222, hiszen csupan azt irtuk fel, hogy 2%, vagyis 16.
A hérom kettessel felirhat legnagyobb szam nem a 222, sem a 222 (azaz: 484), hanem:

222=4 194 304.

A példa nagyon tanulsagos. Ebbdl lathatjuk, hogy a matematikdban veszélyes csupan az
analdgiara épiteni, mert ez konnyen téves kovetkeztetésre vezet.

3. feladat

frjuk fel a harom harmasboél 4116 lehetd legnagyobb szamot, anélkiil, hogy barmilyen mate-
matikai miveleti jelet alkalmaznank.

Megoldas:
A szamjegyek ,.kétemeletes” elhelyezése itt sem adja a vart eredményt, minthogy
33°  azaz 327 kisebb, mint 333,

Ez utobbi felirds adja egyben a harom harmasbol 4ll6 legnagyobb szamot.

4. feladat

frjuk fel a harom négyesbél all6 lehetd legnagyobb szamot, anélkiil, hogy barmilyen mate-
matikai miiveleti jelet alkalmaznank.

Megoldas:

Ha az el6bbi két feladat mintajara most azt valaszoljuk, hogy



444
akkor ismét tévediink, mert ebben az esetben a
44

,kétemeletes” elhelyezés ismét nagyobb szamot ad, ugyanis 4* = 256, és 42°° nagyobb,
mint 4%,

Hogyan lehetséges az, hogy egyes szamjegyek ,, kétemeletes” hatvany formdajaban olyan el-
képeszto szamoriasokat adnak, masok pedig nem. Vizsgaljuk meg az dltalanos esetet:

5. feladat

frjuk fel a harom egyenl6 szamjegybdl allé lehetd legnagyobb szamot, anélkiil, hogy bar-
milyen matematikai miiveleti jelet alkalmaznank.

Megoldas:
Ha a szamjegyeket a-val jeldljiik, akkor a
222 333 444
hatvanymennyiségeket altalanos alakban igy irhatjuk fel:

qloata — g4lla

A ,kétemeletes” hatvdnymennyiségeket pedig igy irhatjuk fel altalanos alakban:

a
a”.

Hatarozzuk meg, hogy a-nak milyen értékénél ad az utobbi kifejezés nagyobb szdmot, mint
az elsé. Minthogy mindkét hatvanymennyiségnek az alapja: a, tehat a kettd koziil az lesz a
nagyobb, amelyiknek nagyobb a kitevdje. Vagyis ha:

a® > 11a.
Az egyenldtlenség mindkét oldalat a-val osztva, a kdvetkezd feltételt kapjuk:
a® 1 >11.

Konnyen belathato, hogy az a®~1 csak akkor nagyobb, mint 11, ha az a nagyobb, mint 3,
mivel

4471 > 11,
a 32 és 21 hatvanyok értéke pedig kisebb, mint 11.

fgy valnak érthetdvé azok a nem vart eredmények, amelyekkel az el6bbi példak megoldasa
folyaman talalkoztunk, azaz, hogy a ketteseket és harmasokat masképpen kellett elhelyez-
ni, mint a négyeseket vagy az ennél nagyobb szamjegyeket.



Megjegyzés:

Az el6z0 feladatokat tovabb vihetjiik, ha most négy egyes vagy négy kettes szamjegyre fo-
galmazzuk meg.

frjuk fel a négy egyesbél a1l lehetd legnagyobb szamot, anélkiil, hogy barmilyen matema-
tikai miiveleti jelet alkalmaznank.

frjuk fel a négy kettesbdl allé lehetd legnagyobb szamot, anélkiil, hogy barmilyen matema-
tikai muveleti jelet alkalmaznank.

L, Vissza az elejére”

Vilasszatok egy haromjegyii szamot! Irjatok le még egyszer ugyanazt a szamot mellé. igy
egy hatjegyli szamot kaptok. Példaul, ha a valasztott szam 637 volt, az igy nyert hatjegyti
szdm 637 637 lesz. A kapott hatjegyli szamot osszatok el eldszor 13-mal, az eredményt 11-
gyel, végiil a kapott hanyadost 7-tel.

Mit tapasztaltok? Probalkozzatok mas haromjegyti szammal is! Indokoljatok a tapasztalt je-
lenséget!

Megoldas:

Ha a kapott hatjegyii szamot 13-mal, az eredményt 11-gyel, végiil a kapott hanyadost 7-tel
elosztjuk, visszakapjuk az eredeti haromjegyli szamot.

A jelenség magyarédzata a kovetkezd. Amikor a haromjegyli szamot még egyszer leirjuk, a
kapott hatjegyii szam a haromjegyti szam (1000+1)=1001- szerese lesz. A 13-mal, 11-gyel
majd 7-tel valo osztas pedig éppen a 13+11+7=1001-gyel valo osztasnak felel meg.

A gyerekek kora”

Matek Janos és Szam Olga régi ismerdsok, hosszl id6 utan 6sszetalalkoznak az utcan. Min-
dig is j6 szokasuk volt, hogy nem egyenesen, hanem rejtvényben, feladvanyban valaszolgat-
tak egymasnak. Hallgassuk ki 6ket!

MJ:—Hany gyereked van?

SzO: —Harom.

MJ:—Haény évesek?

SzO:—Az életkoruk szorzata 36.

MJ:—Ebbdl még nem tudom megallapitani a korukat.

SzO:—Eletkoruk dsszege annyi, amennyi a szemk&zti hazon 16vé ablakok szama.
MJ:—Még ebbdl sem tudom...

SzO:—A legiddsebb voros haju, szemiiveges.

MJ:—Aha, most mar tudom!

Es mi tudjuk?



Megoldas:

Ha a gyerekek életkoranak szorzata 36, akkor a gyerekek ¢€letkora a 36 primtényezoi lehet-
nek varialva:

362
18)2

93

33

11

1]
Tényezo6k szorzata Osszegek
12136 Osszege=38
1218 Osszege=21
1+4+9 Osszege=14
1+6°6 Osszege=13
2429 Osszege=13
2036 Osszege=11
3344 Osszege=10

A szemkozti haz ablakait pontosan meg lehet szamolni, ezért, csak akkor nem tudhatja a
megoldast ebbdl, ha az 6sszeg 13 (mert ebbdl két megoldas is fakad). A kdvetkezd segitség-
bol azonban kidertil, hogy van legidésebb gyerek, igy csak 2¢2+9 Iehet a helyes megoldas,
mivel az 1+6+6-0s variacidban nincs legiddsebb, csak legfiatalabb.

., Ki szereti az eperfagyit?”

Egy férfi, hogy eliisse unalmas estéjét, bemegy a barba, rendel egy italt, és szoba elegyedik
a csapossal. Kis idé6 milva megtudja, hogy a csaposnak harom gyermeke van.

— Es mennyi id3sek a gyerekeid?

— Hat életkoruk szorzata 72.

— Ennyibdl képtelenség kitaldlnom.

— Rendben van, ha kimész a barbol, és megnézed a hdzszamot, megtudod az életkoruk 6sz-
szegeét is.

— Még mindig nem tudok rdjonni.

— A legfiatalabb nagyon szereti az eperfagyit — mondja mosolyogva a csapos.

A kivancsi férfinak ekkor felcsillan a tekintete:

— Most mar tudom!

Mennyi idOsek hat a gyerekek?



Megoldas:

Az els6 informécio alapjan (az €letkorok szorzata 72) a gyermekek életkora a kovetkezo
lehet (72 primtényezdi szerint):

TényezO6k szorzata Osszegek

1+1+72 Osszege=74
12236 Osszege=39
123424 Osszege=28
[+418 Osszege=23
2218 Osszege=22
1+6°12 Osszege=19
203012 Osszege=17
249 Osszege=15
1+8+9 Osszege=18
338 Osszege=14
24626 Osszege=14
346 Osszege=13

Ha a masodik informaci6 sem elég, hogy a harom életkort megtudjuk, akkor az 6sszeg egy
olyan szam, ami két permutacionak is 0sszege. Ilyen 0sszeg csak egy van, a 14. A lehetséges
¢letkorok ekkor a 8¢3¢3 és a 6°2+2. A harmadik informécio szerint van legfiatalabb gyermek,
ezért a csapos gyermekei tehat csak 6,6 és 2 évesek lehetnek.

Megjegyzés:

A gyerekek szamara lehet egy beadhat6 feladat, hogy egy valasztott szam primfelbontasa-
hoz feladatot irjanak az osztalynak, és amit egy feladatbankba mentiink.

,, Piros-kek korongok”

Egy asztalra sorban 7 korongot helyeztiink el. A korongok egyik oldala piros, a masik kék,
¢és az asztalon 1év6 korongok egy része piros oldalaval, a tobbi pedig kék oldalaval van fel-
felé. Ketten jatszanak. A soron kovetkezd mindig kivalaszt egy piros oldalaval felfelé allo
korongot; s azt, és az Gsszes tdle jobbra levot atforditja a masik oldalara. Az veszit, aki nem
tud 1épni, azaz mindegyik korongnak a kék oldala van f6lil.

A kezddnek vagy a masodiknak van-e nyerd stratégiaja, és mi a nyerd stratégia?

Megoldas:

A piros szinével felfelé levo korong helyére irjunk 1-est, a kék helyére 0-at; igy kapunk egy
kettes szamrendszerbeli szamot, nevezziik ezt ,,allapotjelzé szamnak”. Ha egy piros koron-
got megforditunk, akkor az éllapotjelzd szdm értéke csokken. Ez azt jelenti, hogy a jaték
biztosan véget ér néhany 1épés utan, hiszen az allapotjelzé szam értéke minden Iépésben
csokken, egyszer csak nulla lesz, azaz mindegyik korong a kék oldaldval felfelé lesz.

Nincs nyerd stratégia. Ha az utolso korong kék oldalaval felfelé van, akkor a méasodik jatékos
nyer; ha az utolso korong piros, akkor a kezdd jatékos. Ugyanis minden 1épésben egy korong,
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az utolsé biztosan megfordul. Az Iépésenként valtakozva lesz piros és kék oldalaval felfelé.
Ha kezdéskor példaul a piros oldalaval van felfelé. akkor midig a kezdd jatékos 1épését ko-
vetden fordul kék oldalara, a jaték — mint lattuk — egyszer véget ér, s az utolsd 1épés a
kezddé lesz, 6 nyer.

L Szamkitaldlo jaték”

frjuk fel 6t kartonlapra a kovetkezd szamokat:

| 1. Il. V. V
1 2 4 8 16
3 3 5 9 17
5 6 6 10 18
7 7 7 11 19
9 10 12 12 20
11 11 13 13 21
13 14 14 14 22
15 15 15 15 23
17 18 20 24 24
19 19 21 25 25
21 22 22 26 26
23 23 23 27 27
25 26 28 28 28
27 27 29 29 29
29 30 30 30 30
31 31 31 31 31

Gondoljatok egy 1 és 31 kdzé esd egész szamra, és nevezzétek meg azokat az oszlopokat,
amelyekben a gondolt szam el6fordul. Ha valaki erre a III., IV. és V. oszlopot jel6li meg,
akkor a gondolt szdm a 28. Valdban latjuk, hogy a 28-as mind a harom oszlopban szerepel
és csak ezekben.

Megoldas:

Magyarazatért a kettes szamrendszerhez fordulunk. Az 1 és 31 kdz¢é es6é egész szamok a
kettes szamrendszerben legfeljebb 6t szamjegyet tartalmaznak. Az els6 oszlopba irtuk azo-
kat a szdmokat, amelyek kettes szamrendszerbeli alakjaban az egyesek helyén az 1-es szam-
jegy all (példaul 17=1+2%+1). A II. oszlopba azok keriilnek, ahol a kettesek helyén 4ll az 1-
es szamjegy (példaul 10=1+23+1+2). A IIL, IV., V. oszlopba hasonloan azokat a szamokat
irtuk, amelyeknél a négyesek, nyolcasok, illetve a tizenhatosok helyén all 1-es szamjegy.
Ebbdl kovetkezik, hogy a szamot konnyt kitalalni, hiszen csak a tadblazatokban szerepld elsd
szamokat kell 6sszeadni.

a jaték nyilvan kiterjeszthetd az 1 €s 63 k6zé esd egész szamokra is, csak akkor hat oszlopba
kell a szamokat felirni.



LFej-iras”

Hogyan lehet egy egész szamot azonos tipust fém pénzérmék ,,fej” és ,,irds”’oldalanak fel-
hasznaléasaval kirakni?

Megoldas:

Megallapodas szerint a ,,fej” 0-t, az ,,irds” 1-et jelentsen. Ekkor a gondolt szamot kettes
szamrendszerben irva, a pénzdarabokat gy tessziik egymas mellé, hogy a ,,fej” és ,,irds” a
megfeleld sorrendben valtakozzék.

Példaul: 18=12%+023+0222+1+21+0+2°. A pénzdarabok sorrendje tehat balrol jobbra: iras,
fej, fej, iras, fej.

LSulyméres”

Milyen egész dekagrammos sulyokat mérhetiink az 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 dekagrammos stly-
darabokkal? Hogyan mérnénk meg a 39 dekagrammot?

Megoldas:

Az egyes sulyok rendre a kettes szamrendszerben felirt szamok helyértékének szamai. Mivel
minden pozitiv egész szamot felirhatunk kettes szamrendszerben, a megadott sulydarabok-
kal 127 dkg-ig minden sulyt megmérhetiink, ugyanis

127=164+132+1216+18+14+12+1

A 39 dkg méréséhez irjuk fel kettes szdmrendszerbeli alakjat:
39=100111,. Tehat egy 32 dkg-os, egy 4, egy 2, és egy 1 dkg-os silyra van sziikség.

A szamok kitalalasanak miivészete”

A szadmok kitalalasaval kapcsolatos ,,blivészmutatvanyoknal”, a blivész rendszerint miivele-
tek elvégzésére szolit fel: gondoljon egy szamot, adjon hozza kettdt, szorozza meg az ered-
ményt harommal, vegyen el beldle 6tdt, vonja ki beldle a gondolt szamot, szorozza meg az
eredményt kettével, vonjon le beldle egyet, azaz minddssze 6t, vagy legfeljebb tiz miiveletet
kell elvégezni. Ezutan megkérdezi, hogy milyen eredményhez jutottunk, és ha megkapja a
valaszt, villamgyorsan kozli veliink az 4ltalunk gondolt szamot.

E bilivészmutatvany titka természetesen igen egyszerli, ahhoz, hogy ezt megértsiik, elegendd
a tablazat jobb oldalara tekinteni, ahol a biivész utasitdsai az algebra nyelvén jelennek meg.

gondoljon egy szamot X
adjon hozza 2 X+2
szorozza meg az eredményt 3-mal 3X+6
vegyen el beldle 5-6t 3x+1
vonja ki a gondolt szamot 2x+1
szorozza meg az eredményt 2-vel 4x+2
vonjon le beldle 1-et 4x+1




Ebbdl az oszlopbdl kitlinik, hogy ha a gondolt szam x, akkor a miiveletek elvégzése utan
4x+1 értéket kell kapnunk. Ha ezt tudjuk, konnytli kiszamitanunk a gondolt szdmot. A vég-
eredménybdl levonunk egyet, a kapott értéket elosztjuk néggyel és a gondolt szamot kapjuk.

Megjegyzés:

Az algebrai miiveletek végzésénél, egyenletek megoldasanal szinesithetjiik az orat ezekkel
a feladatokkal.

Jobban zavarba hozhatjuk a tanulokat azzal, ha arra szolitjuk fel dket, hogy sajat maguk,
tetszésiik szerint, valasszak meg, milyen miiveleteket akarnak végezni a gondolt szdmmal.
Kérjiink meg egy gyereket, hogy gondoljon egy szamot, és végezze el vele — barmilyen
sorrendben — az alabbi miiveleteket: adjon hozza vagy vonjon ki beldle egy adott szamot,
szorozza meg egy adott szammal, adja hozza vagy vonja ki beldle a gondolt szamot. Val6-
szinlileg a didk, hogy zavarba hozzon benniinket, halmozni fogja a miiveleteket.

Példaul: Gondoltam egy szdmot, megszoroztam 2-vel, az eredményhez hozzaadtam 3-at, az-
utan hozzaadtam a gondolt szamot, majd hozzaadtam 1-et, megszoroztam 2-vel, elvettem a
gondolt szdmot, kivontam 3-at, ismét elvettem a gondolt szamot, az eredménybdl kivontam
2-t, véglil megszoroztam 2-vel és hozzdadtam 3-at.

Miutan ugy gondolja alaposan Osszezavart minket, diadalmasan kozli veliink: Eredményiil
49 jott ki.

Ekkor legnagyobb csodalkozésara szinte gondolkodas nélkiil ravagjuk, hogy a gondolt szdm
5 volt.
Az elmondott miiveletek soran mar kész is az egyenlet 8x+9=49. (49-9):8=5.

Megjegyzés:

* A miiveletek kozott az osztast ne ajanljuk, mert az igen megnehezitheti a ,,mutatvanyt”.

* Elofordulhat olyan eset, amikor a mutatvany nem sikeriilhet. Ha példaul: egy sor miivelet
elvégzése utdn (magunkban szdmolva) az x+12 eredményhez jutunk, ebbdl el kell venni a
gondolt szamot, ekkor az eredmény 12 és nincs egyenlet.

Ilyenkor a kovetkezoképpen jarjunk el: mihelyt megkapjuk az eredményt, amelyben nincs x
ismeretlen, szakitsuk félbe a diakot: ,,Allj! Anélkiil, hogy kérdeznék valamit, megmondom,
hogy milyen szdmot kaptal. A 12-t!”

Ez aztan alaposan meghdkkenti a tanulokat, hiszen még egy szot sem kozolt veliink. Es, bar
nem kaptunk egyenletet, a mutatvany mégis pompdasan sikertilt.
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