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Bizhatunk -e a matematikaban ?
Szalkai Istvan, Veszprem

Micsoda? - kaphatja fel fejét az Olvaso. "Hat korunk valtozasai mar a matematika alapjait
is megrengették?" Hiszen tudjuk, hogy a tobbi alap- €s mérndki tudomany is erre €piil, sot! Az
iskolaban megtanultuk, hogy a matematika (szinte) mindenre ad receptet: teriilet és térfogatképle-
tek, rejtélyes szovegl feladatok megoldasi modszerei, masodfoku egyenletek megoldoképlete,
geometriai szerkesztési fogasok, stb. Az egyetemeken a differencial- és integralszamitas segitségé-
vel bonyolult mechanikai feladatokat oldhatunk meg "konnyedén" (gorbiileti sugar, tehetetlenségi
nyomaték, differencidlegyenletek megoldésa, stb.). A modern optimumszamitasi eredmények és
numerikus modszerek arra is kielégitd valaszt adnak, hogy terjedelmes képletek ¢és eljarasi utasita-
sok helyett hogyan kaphatunk algoritmusok (szamitdgépek) segitségével attekinthet végeredmé-
nyeket. S6t,szinte mar helyettiink is gondolkodnak ezek az okos masindk!

l.

Sajnos a tanult modszereknek korlatai vannak, mint ezt nem csak a bennfentesek tudjak.
Miel6tt azonban fejest ugornank a komoly matematikai eredmények targyalasaba, bemelegitésként
nézziikk meg kozelebbrdl az un. kombinett vagy mas néven a 15-s jatékot. 15 kis négyzet alaku
k8 van egy 4x4 -es nagyobb négyzet alak tartoban, 1 -tSl 15 -ig megszamozva. Igy egy iires hely
marad, mint az 1.a. dbrdn lathato. A kdveket kiboritjuk, majd dssze- vissza berakjuk dket a tartoba,
példaul mint az 1.b. dbran lathato. A cél az, hogy az iires hely kihasznalasaval a kdveket jobbra-
balra és fel-le tologatva visszaallitsuk eredeti sorrendjiikbe. (A jaték felfedezését Sam Lyold mult
szézadban élt angol markinak tulajdonitjak.) Azonban az 1.b) abra szerinti elrendezésbdl kiindulva
sohasem jutunk vissza az eredeti allapotba.
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A kombinett jaték eredeti és egy dsszekevert allasa
1. abra

Matematikai eszkozokkel hogyan lehet valamilyen feladatrél bebizonyitani, hogy annak megoldasa
lehetetlen? Egyszeriien!

Minden lépésiinkben a kdvek sorrendjét valtoztatjuk. Célunk az olyan "kellemetlen"
helyzetek megsziintetése, amelyekben valamelyik nagyobb szam a sorban (a tablazatot jobbrol
balra és feliilrdl lefelé olvasva) megeldz egy kisebb szamot. Nevezziink minden ilyen helyzetet
(azaz minden ilyen helyzetli nagyobb-kisebb szampart) inverzionak. (Az 1.b. dbran pontosan 9
inverzi6 talalhat6: 7-4, 7-5, 7-6, 11-8, 11-9, 11-10, 15-12, 15-13, 15-14.) A 1épések szerkezetét
elemezve belathatjuk,hogy ha vizszintesen toljuk valamelyik kovet, akkor az inverziok szama nem
valtozik, mig minden fiiggéleges elmozditas esetén szamuk pontosan 3 -mal véltozik. Tehat az
inverziok szamat a fiiggdéleges mozgésok valtoztatjak. Minden fiiggdleges 1épésnél a "lyuk" is egy-
egy szinttel feljebb vagy lejjebb keriil. De a jaték befejezésekor visszakeriil eredeti szintjére, vagyis
Osszesen paros sok fliggdleges 1épésiink volt. De ez azt jelenti, hogy az inverzidk szdma paros*3
azaz paros szammal valtozott meg. Mivel az 1.b. dbrdn pontosan paratlan, mig az 1.a. &bran ponto-
san ( azaz paros szamu inverzi6t talalunk, igy valéban soha nem juthatunk megengedett 1épések
sorozataval az 1.b. abra szerinti elrendezésbdl az eredeti sorrendhez. (A fenti okoskodast részlete-



sebben megtalaljuk az Elet és Tudomany 1963/39., 40. és 42. szamaiban, vagy Csakany Béla [CsB]
konyvében.) Hasonlo Gtlettel mutathatjuk meg példaul azt is, hogy a Rubik Erné féle blivos kockat
alaphelyzetébdl kiindulva nem tudjuk ugy tekergetni, hogy a tekergetés utdn minden kockéja alap-
helyzetébe keriiljon vissza,kivéve egyetlen sarokkockat,amely eredeti allapotdhoz képest valamerre
elfordult.

Most néhany komolyabb eredményt ismertetiink, amelyek bizonyitdsa azonban hasonld
Otleteken alapszik.

A harmad- és negyedfoku algebrai egyenletek (vagyis az ax3+bx?+cx+d=0 illetve az
ax*+bx3+cx?+dx+e=0 alaku egyenletek, ahol a,b,c,d,e tetsz6leges adott valos szamok, a#0 gyokeit
Girolamo Cardano (1501-1576), Nicolo Fontana Tartaglia (1500-1557) és Ludovico Ferrari
(1522-1565) olasz matematikusok jovoltabol pontosan meg tudjuk hatarozni az alapmiiveletek és
gyokvonasok segitségével. (A masodfoku egyenletek megoldoképletét mar ie. 250-ben leirta
Diophantosz gorog matematikus.) Csak tobbszaz éves probalkozas utan sikeriilt Niels Henrik Abel
(1802-1829) norvég és Paolo Ruffini (1765-1822) olasz matematikusoknak megmutatnia, hogy
nem létezik olyan, csak alapmiiveleteket és gyokvonasokat hasznal6 altalanos eljaras, amely tetszo-
leges 6t0d- vagy magasabbfoku egyenletek gyokeit megadna! (Specidlis egyenletek persze egyedi
modszerekkel megoldhatoak, mint pl. x3-1=0 vagy x>-x*+x3-x?+x-1=0.) St, Evariste Galois
(1811-1832) francia matematikus halala el6tti éjszakan (!) megirt munkajaban altalanosan leirta
azon magasabbfoku egyenletek tipusait, amelyek a megengedett miiveletekkel megoldhatdak.

Kovetkez6 példank a geometriai szerkesztések problémaja. A kozépiskolai feladatgyiijtemeé-
nyek bdvelkednek kiilonb6zd szerkesztési feladatokban, és e feladatokat oldogatva talan esziinkbe
sem jut, hogy vannak korzdvel és vonalzoval nem megszerkeszthetd feladatok. Raadasul nem csak
a nevezetes problémak (a kor négyszdgesitése, szog harmadolasa, kocka kettézése) ilyenek, hanem
példaul haromszoget sem tudunk szerkeszteni (csak korzé és mm- beosztas nélkiili egyenes vonal-
70 segitségével), ha mondjuk csak a hdrom szdgfelezdje adott. Hogy miért? Belathaté ugyanis,hogy
munkank soran csak olyan szakaszokat tudunk megszerkeszteni, melyek hossza kifejezhetd a négy
alapmiivelet és a négyzetgyokvonas segitségével, az adott szakaszok és az egységszakasz hossza-
nak felhasznalasaval. Az algebra eszkozeivel Carl Friedrich Gauss (1777-1855) német matemati-
kus igazolta, hogy nem szerkeszthetd meg olyan szakasz, amelynek hossza nem gyoke egyetlen
racionalis egyiitthatoju egyenletnek sem. Marpedig a kockakett6zés 32, a szogharmadolas a tetsz6-
leges b valés szamra a 4x3-3x-b=0 egyenletek gydkeinek, és végiil a kor négyszogesitése m meg-
szerkesztését kivanna meg. Ez utobbirdl Ferdinand Lindemann (1852-1929) német matematikus
1882 -ben mutatta meg, hogy transzcendens szam, azaz nem gyoke egyetlen racionalis egyiitthatoju
egyenletnek sem.

A Természet Vilaga 1991 februari szamaban egy olvasmanyos cikkben Palfy Péter Pal arrdl
értesit benniinket, hogy Lackovich Miklos, az ELTE TTK Analizis Tanszékének docense 1990-ben
mégis négyszogesitette a kort. Persze most nem a szokasos korzos-vonalzos szerkesztésrdl van szo!
Lackovich megkozelitési modja Bolyai Farkas kovetkez6 eredményéhez kapcsolodik (a részleteket
Palfy Péter cikkében megtalalhatjuk): Bolyai Farkas 1832-ben kiadott "Tentamen..." c. konyvében
igazolta azt a tételt, hogy barmely két egyenld teriiletli sokszog felbonthatd véges sok kisebb sok-
szogre ugy, hogy a két (nagy) sokszdget alkoto kisebb sokszdgek egymaéssal parosaval egybevago-
ak legyenek. Vagyis, ha az egyik sokszdget papirbol kivagjuk, akkor olloval aprobb sokszogekre
vaghatjuk gy, hogy e kis darabokbo6l éppen a masik nagy sokszoget tudjuk kirakni. (Bolyai Farkas
emlitett konstrukcioja megtalalhatd példaul Weszely Tibor [W] konyvének 81-84 oldalain.) Térben
azonban bonyolultabb a helyzet: Max Dehn német matematikus 1902-ben igazolta, hogy mar két,
egyenld alapteriiletli és egyenld magassagu gula sem darabolhat6 at mindig egymasba!

Dehn bizonyitasa nehéz,azonban a kdvetkezo rejtélyt az Olvasd maga is megoldhatja, kis
fejtorés utan. Egy nagy kockat iigyesen vagdosva elérhetjiik, hogy minden 1épésiinkben a mar meg-
kapott részekbdl annyit vagjunk ketté,amennyit akarunk, méghozza egyetlen nyisszantassal. Vagyis
5 vagés utdn akar 2°=32 résziink is lehetne. Mégis, egy 3x3x3-as méretli nagy kockat 5 vagassal
nem tudjuk a 27 kis kockéra felvagni! Miért?



A differencial- és integralszamitasba kicsit is belekdstolt Olvaso bizonyara taldlkozott mar a
kovetkezd problémaval: vannak olyan fiiggvények, mint pl. €<, 1/In(x), x/sin(x), melyek primitiv
fliggvénye nem adhaté meg képlettel. Nem tanultuk rosszul! Isaac Newton (1643-1727) egyik téte-
1éb61 kovetkezik, hogy tetszdleges folytonos f fiiggvény esetén  F(x):=Jjax f(t)dt példaul olyan
fliggvény, melynek derivaltja f(x), azaz F(x) primitiv fiiggvénye az f(X) fliggvénynek. Azonban
F(X) -re képlet altalaban nem irhato fel az elemi fiiggvények: x", ™x, a*, loga(X), sin(x), cos(x), ..,
valamint a négy alapmiivelet, a kompozici6 (0sszetett fliggvény képzése) €s az inverz-fliggvény
képzése "operaciok" segitségével. Ez Joseph Liuoville (1809-1882) francia matematikus tétele,
melyrdl bévebben [KI] -ben olvashatunk.

1.

Vannak azonban még sulyosabb problémak is.

Mar Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) német matematikus és filozofus is foglalkozott
a matematikai dallitasok helyessége eldontésének és a bizonyitasok "gépesitésének” gondolataval.
Néhany évszazad mulva azonban vilagossa valt, hogy a szamitogépek sem mindentudoak.

Példaul nézziikk meg, hogy miért nem készitheté olyan univerzalis szamitogép (-program),
amely tetszOleges programrol €s tetszéleges bemeneti adatrol legaldbb annyit eldont, hogy az adott
programot a kérdéses adattal elinditva, a program futdsa megall -e valamikor, véges id6 utan (bar
ez elvben akar pl. 109% ¢v is lehet), avagy végtelen sokaig szamol, sohasem all meg. Ezt a problé-
mat hivjak megallasi problémanak. Nézziik, miért nem lehet ilyen programot késziteni. Ennek nem
technikai akadalyok vagy iigyetlen programozdk az okai:

Foglalkozzunk most csak olyan programokkal, melyek bemenete egyetlen természetes szam. Mint
tudjuk, minden programot egy rogzitett jelkészlettel irunk le (mint pl. a szamitogép billentyiiin
lathato jelek). E programok végiil is véges hosszuak, igy tekinthetjiik 6ket e jelkészletbdl felépitett
"szavaknak". E szavakat abc- sorrendbe rakva kapjuka P1, P2, P3... listat, az dsszes lehetséges
program listdjat.

Tegyiik fel most, hogy mégis van egy fenti tulajdonsagu univerzalis programunk, H. Példdul H
inputként kér természetes szamot var: tetszOleges i és j szamra 1-et ad ki, ha a Pi programot j -vel,
mint inputtal elinditva a Pj program akarmennyi, de véges id6 mtlva megall, és mondjuk a H
program 0 végeredményt ad, ha Pj sohasem 4all meg j "hatdsara".

Most H felhasznalasaval irjuk meg a kdvetkez6, mondjuk G -nek nevezett programot: tetszdleges
X természetes szamra, H(X,X)=1 esetén G fusson egy végtelen ciklusba, és H(X,X)=0 esetén
allitsuk le G -t.

G egy kozonséges program, tehat szerepel a P11, P2, Pz ... listan. Legyen mondjuk G éppen a
Pk program.

Most nézziik meg, mit csindlna Pk, ha éppen a K adattal intitanank. Ha Pk megallna valamikor,
akkor H(K,K)=1 lenne, de ekkor, Pk a fentiek szerint végtelen ciklusba futna, ellentmondas. Ha
pedig Pk nem allna meg a K adattal elinditva, akkor persze H(K,K)=0, vagyis Pk definicioja miatt
Pk azonnal megall, jabb ellentmondas.

Ferdinand Cantor (1845-1918) német matematikus, a halmazelmélet atyja tiszteletére.)

A szamitogépek miikodésének "furcsasagairol", korlatair6l példaul az [AHU], [G], [GJ], [GL],
[NFR], [Sz2], [Sz4], [To] vagy [Tr] kdnyvekben olvashatunk részletesebben.

Sajnos, a szamitdgépek még "hétkdznapibb" problémak megoldasahoz is alkalmatlanok.
Diophantos tiszteletére diofantikus egyenleteknek nevezziik az olyan egész egyiitthatos algebrali
egyenleteket, melyeknek csak egész (pozitiv és negativ) gydkeire vagyunk kivancsiak. David
Hilbert (1862-1942) német matematikus 1900-ban,a parizsi Nemzetk6zi Matematikai Kongresszu-
son a XX. szazad kutatasi iranyat meghataroz6 el6adasaban tobbek kozott a kovetkezd problémat is
megfogalmazta (melyet Hilbert 10. problémajaként is emlegetnek): Adjunk algoritmikus eljarast
tetszOleges diofantikus egyenlet megoldasara. Csak 1969-ben sikeriilt Juri Matijaszevics fiatal
orosz matematikusnak megmutatnia, hogy tobbvaltozos, magasabbfokt diofantikus egyenletekre



ilyen altalanos algoritmus nem létezhet (akarmilyen teljesitményt gépek és akarmilyen tigyes
programozok is lesznek a tavoli jovében.)

"Mi ebben a meglep6?" -kérdezheti az Olvaso, aki eddig figyelmesen kovette gondolat-
menetiinket. "A matematika egzakt tudomany, igy minden mddszerr6l pontosan megmondja, mik a
korlatai. Legfeljebb ujabb modszerek utan kell nézniink." Sajnos ez tavolrol sem ilyen egyszerti.
Ennek megértéséhez érdemes egy kicsit részletesebben megismerkedniink a matematika felépité-
sével, a matematikai bizonyitasok mibenlétével. (Tobbek kozott Leibniz problémajara is valaszt
kapunk.) Az aldbbiak megértése még tobb figyelmet kivan az Olvasotdl, vegyiink tehat mély
1¢legzetet!

1.

A geometridban megtanultuk Euklidész axiomait, melyeket ie. 300 koriil vetett papirra. Az
axiomak olyan "alapallitasok”, amelyekbdl kiindulva csupan logikus gondolkodas segitségével be-
bizonyithatjuk a geometria osszes tételét. (Euklidész az axidmakat "Elemek" c. miivében foglalta
0ssze, aminek magyar forditdsa 1983-ban jelent meg a Gondolat kiadonal.) A geometridhoz
hasonloan a matematika tobbi aga is axiomatizalhato. Pl.a szamelmélet axiomai Guiseppe Peano
(1858-1932) olasz matematikus nevéhez fiizddnek, a halmazelméletben pedig Ernst Zermelo
(1871-1953) német és Adolf Fraenkel (1891-1965) német-izraeli matematikusok axiémait hasznal-
juk. S6t, mint Hilbert, Paul Bernays és Gerhard Gentzen (1909-1945) kutatasai kimutattak, egyediil
a halmazelmélet segitségével nemcsak a geometria és a szamelmélet, hanem a matematika dsszes
tobbi 4ga felépithetd (azaz fogalmai definialhatok és tételei bebizonyithatok). gy tehat elegendé a
halmazelmélet "ingatag" épiiletét bemutatnunk. (A halmazelmélet modern leirasat megtalaljuk
példaul Halmos Pal [HP] valamint Hajnal Andrés és Hamburger Péter [HH] konyveiben.)

Mirdl is van sz6? Bolyai Janos (1802-1860) 1831-ben, és Nyikolaj lvanovics Lobacsevszkij
(1792-1856) 1829-30 -ban megjelent dolgozataibol tudjuk, hogy Euklidész Gn. "parhuzamossagi"
axiomaja (amely szerint egy adott ponton keresztiil pontosan egy olyan egyenes hizhat6, amely egy
masik, adott egyenessel parhuzamos) nem feltétleniil kell, hogy igaz legyen. Ha ugyanis ennek az
axiomanak a tagadasat csatoljuk a tobbi megmaradt axiomahoz, akkor szintén egy értelmes, ellent-
mondast szintén nem tartalmazo6 axidomarendszert kapunk, rdadasul ennek alapjan egy Gjabb, n.
"nem-euklideszi" geometriat is.

Sz4dzadunkban, a matematikai logika preciz megalapozasa kdvetkeztében még meglepébb
tételeket ismerhettiink meg: Alonzo Church (1903-1995) 1936- ban igazolta a kdvetkez6 allitast:
Minden "eléggé bd" I' axidmarendszer esetén, ha I' nem vezet ellentmondésra, akkor nincs olyan
algoritmus, amely tetszOleges allitasrol eldontené, hogy az allitas I'-bol bebizonyithato-e. (A bizo-
nyitas otlete hasonlit az univerzalis gépiink lehetetlenségére feljebb adott bizonyitasunkhoz.)
Tovabbmenve, Kurt Godel (1906-1978) német szarmazasi matematikus 1931-bdl szarmazo an.
"nem teljességi tétele" szerint ha I" tetszdleges, szintén eléggé b és ellentmondast nem tartalmazo
axiomarendszer, akkor 1étezik olyan ¢ 4llitas, mely nem bizonyithat6 és nem is cafolhat6 csak I
felhasznalasaval. (Ekkor réviden azt mondjuk, hogy a ¢ allitas fiiggetlen a I axidmarendszertdl.)
A tétel szerint persze ha a kérdéses ¢ allitast (vagy éppenséggel annak tagadasat) hozzavessziik a
I' axiomarendszerhez, akkor még mindig lesz olyan y allitas, mely fiiggetlen a kibdvitett axioma-
rendszertdl, s.i.t. Godel bizonyitdsa csupan az ilyen o allitas 1étezését mutatta meg.

Hamarosan azonban a matematika tobbi 4gdban is egymas utan mertiltek fel olyan kérdések,
melyek a haszndlatos axidémarendszerektdl fiiggetlenek (azaz a hasznalatos axidmarendszerekben
sem bizonyitani sem cafolni nem lehet 6ket). Eldszor Godel "masodik nemteljességi tételét" kell
meg-emliteniink, amely szerint: amennyiben I" ellentmondastalan, akkor I" ellentmondéstalansaga
(szakkifejezéssel I konzisztencidja) csak I' felhasznaldsaval nem bizonyithatd, és "természetesen"
nem is bizonyithato. (Godel "elsé nemteljességi tételének" bizonyitdsa pl. [Sz3]-ban megtaldlhato.)

Kovetkez6 példank Jeff Paris eredménye, amelyre Csirmaz LdszIé adott meglepOen szép
bizonyitast néhany éve: A kovetkezd allitds nem bizonyithatod és nem is cafolhat6 a szamelmélet
Peano-féle axiomarendszerében. "Legyenek K és n tetszéleges természetes szamok, és szinezze az



F fliggvény a természetes szamok K -elemii részhalmazait ki n szinnel. Ekkor van a természetes
szamoknak olyan H részhalmaza, amelyre F(A)=i valamely rogzitett i<n szinre de H minden k -
elemi A részhalmazara, és ha H legkisebb eleme h, akkor H legalabb h+1 -elemdi, és természe-
tesen H legalabb k -elem."

Csirmaz 6tletesen megmutatja, hogy egyrészt a fenti allitas a természetes szamok standard, az
iskolaban megismert halmazaban (in. modelljében) igaz. Mésrészt egy masik, un. nem standard
modellel is megismertet benniinket, amelyben a fenti allitas hamis: "Fujjuk fel" a pozitiv racionalis
szamokat oly modon, hogy mindegyik racionalis szam helyett az egész (pozitiv és negativ) szamok
halmazanak egy miniatlir képmasa alljon mégpedig gy, hogy e kis halmazok "ne 16gjanak egymas-
ba". A 0 helyére pedig hasonl6 modon a természetes szamok standard halmazanak egy (kicsinyitett)
példanyat illessziik. Az igy kapott halmaz — hissziik vagy sem — teljesiti a szamelmélet Peano-
féle axiomarendszerét, s6t mi tobb, a Paris féle allitas itt hamis. Mivel pedig egyik modellben a
Paris-féle allitas igaz, mig egy masikban hamis, igy (Godel egy régebbi tétele szerint) fiiggetlen a
Peano- axiomarendszetol.

Idérendben elorébb kovetkezik,sot a halmazelmélet és a matematikai logika fejlodésére
nagyobb hatast gyakorolt az tin. kontinuum-Aipotézis. Georg Cantor a XIX. szazad végén megmu-
tatta (a rola elnevezett "atlos eljarassal"), hogy a valds szamok halmaza nagyobb szamossagl, mint
a természetes szadmok halmaza. (Két végtelen halmazt akkor neveziink egyenld szdmossagunak, ha
1étezik kozottik egy kolcsondsen egyértelmii fliggvény azaz bijekcid.) Mar 0 is felvetette azt a
kérdést, vajon van -e a valds szamok halmazéanak olyan részhalmaza, amely ugyan kisebb szamos-
sdgu a valos szdmok halmazandl, de ugyanakkor nagyobb szdmossagu a természetes szamok hal-
mazandl. Ilyen halmaz 1étezését tagadja a kontinuumhipotézis, réviden KH kijelentés. A kontinuum
hipotézist cafold halmazok keresése kozben alakult ki a matematika egyik 01j 4ga, a leiré halmaz-
elmélet. Késobb, az 1930-as években Godel vizsgalta az Gn. "konstrudlhaté" (azaz definialhato)
halmazok osztalyat. Kimutatta: ha a "minden halmaz konstrudlhaté" axioma (roviden V=L) igaz,
akkor KH is igaz, vagyis "V=L"=>"KH". (V a vilag 6sszes halmaznak, L pedig a konstrualhaté
halmazok Osszességét jeloli.) Godel még azt is kimutatta, hogy a V=L allitas a halmazelmélet
axiomaibol nem cafolhato, és igy KH sem.

Az 1960-as évek elején Paul J.Cohen amerikai matematikusnak véletlentil(!) sikeriilt meg-
mutatnia, hogy a KH, s6t a V=L allitas sem igazolhatok a halmazelmélet axidmaibol. Olyan model-
leket (halmazokat) "kényszeritett ki" (szakkifejezéssel "forszolt ki"), melyek bar teljesitik a
halmazelmélet dsszes axidmajat, de benniik KH illetve V=L hamis. (KH torténetérdl részletesebben
olvashatunk Urban Janos [UJ3] cikkében.) Cohen felfedezéséért Fields medalt kapott, amely
kitlintetés helyettesiti a matematikai Nobel dijat (ami tudvalevdleg nem létezik), és nem véletleniil.
Olyan altalanos mddszert fedezett fel, a "forszolast", amellyel szinte barmely allitasrol
majdhogynem gépiesen (!) el lehet donteni, hogy konzisztens-e, azaz nem vezet-e ellentmondasra a
halmazelmélet axiomaival. Pontosabban, Cohen mddszerével olyan modelleket (halmazokat)
tudunk konstrualni, melyekben a halmazelmélet axidmai és a kérdéses allitas is teljesiil. Ha pedig
olyan masik modellt is sikeriil "kiforszolnunk", amelyben a kérdéses allitas tagadasa teljestil, akkor
e két modell birtok4-ban mar biztosan mondhatjuk, hogy az allitas fliggetlen az axiomaktol.
Maskeént fogalmazva: nem bizonyithatd, és nem is cafolhatd az axiomakbol.

Mint emlitettiik, e mddszer segitségével a matematika szdmos 4gaban sok felmeriild problé-
marol dertilt ki, hogy az axiomaktol fliggetlenek. Végezetiil felsorolunk néhdny ilyen allitast, azon-
ban az Olvaso elnézését kérjiik, ha ezek némelyike nehezen érthetd:

(a) Ha két Banach teret és a kozottiik hat6 lineéris operatort formulakkal definialhatunk, akkor az
operator folytonos.

(b) R -ben "alef-1" sok nullmértékii halmaz Ginidja is nullmérték.

(c) HaR egy teljes, stirii, végpont nélkiili rendezett halmaz, melynek van megszamlalhato stirii
részhalmaza, akkor R izomorf R -el, a valds szamok rendezett halmazaval.



(d) Ha x olyan szamossag, mely R szdmossaganal kisebb de N szdmossaganal nagyobb, és Az,
Az ,.... x -nak tetszbéleges részhalmazai, akkor van olyan Ai1 ,Aiz,.... részsorozat, melynek van
limesze, azaz Nken Ujsk Aij = Uken Nijsk Ajj -

A matematikai logika preciz felépitése, €¢s Cohen modszerének vézlatos leirasa megtalalha-
to Horvath Miklos, Joo Istvan(7) €s Szalkai Istvan [HJSz] cikkében, mely tudomasunk szerint [UL]
mellett az egyetlen magyar nyelvii modern bevezetés.

A cimben feltett kérdésre pedig tomoren igy felelhetnénk: Igen, bizhatunk a matematikéban,
mert a téle megszokott alapossadggal nem csak a mddszerek, hanem axiémarendszereink és bizonyi-
tasaink lehetséges hatdrait is megmutatja.

Végiil alljon itt még néhany tovabbi javasolt olvasnivald az Erdekl6dé Olvasok szamara.
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