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A) Egyenes dllasi ellipszisek

Legegyszeriibb eset az, amikor az ellipszis tengelyei parhuzamosak a koordidta-
tengelyekkel (vagyis a kép éleivel), ekkor egyenes allasu ellipszisrdl beszéliink, és
az egyenletet kanonikus egyenletnek nevezziik.

I. Egyenes allasu ellipszisek egyenlete

Kozismert, hogy az (u,v) kozépponti, a és b féltengelyii ellipszis egyenlete

(x—u)?  (y—v)

a2 + " 1, (1)

parameéteresen:

r=a-cos(t)+u
<t <
{y:b-sin(t)—l—v (0=t<2m, (2)
kor esetén

a=b=r é (z—u)l+@y—v)’=r>. (3)

Az ellipszis és tengelyeinek metszéspontjai nyilvan az
Ajo(uta,v) és Bia(u,v+0) (4)

pontok, amelyeket mi "cstcspontok" -nak fogunk hivni.

Hasznosak lesznek még az aldbbi ¢ hanyados és az e excentricitas jelolések is
(a < b esetén):

q:<g>2 és e=+/1—q. (5)



I11. Egyenes allasi ellipszisek érintoi

A gorbe egy adott Py (29, yo) pontjdban (vagyis ha az (o, yo) pontra (1)) teljesiil)
huizott érinté egyenes egyenlete ([HGy], [HM1]):

(o — u) (Yo —v)
%'(x—U)JF Ub2 (y—v) = (6)
vagyis
b? 1 v(yo—v) +b?
y:yo_v.<g(u—:c)(:co—u)+ 0 72 ) (7)
vagy a szokdsos alakban:
2. _ 2 _ 2
y— b* - (wg —u) b* - (zo u)u b to, (8)

x +
a? - (Yo — ) a? - (yo — v) Yo — v
aminek meredeksége

= (u— ) . ;
m = —a2 ] (U — yo) h Yo 7é 3 (9)

és persze Yo = v esetén az érintd fiiggbleges, pontosabban (1)) miatt zo=u=xa,
ami a fiiggdleges érinto egyenlete.

Madsképpen: @ -bdl az érintd normdlvektora és iranyvektora:
—  (ZTo—U Yo —U — (Yo — UV U— T
ne - ( CL2 9 b2 ) 9 'Ue - ( b2 9 a2 ) (10)

. . .. =1 DA
Megjegyzés: kor esetén n, || PO .




II1. Egyenes allasu ellipszis megadasa pontjaival

IT1.0) Harom pontra illeszked6 kor egyenlete

Harom adott P, (z;,y;) (i = 1,2,3) pontra illeszked$ kor egyenlete ([Sz1])

(x—up)®+ (y—on)’ =ry
ahol
2 - det [Al’z Y y2]
A1,3 Y — Y3
ug =
4 . det T1— T2 Y1 — Y2
T1 —T3 Y1 —Ys3
vagyis
wy = Ar2 (1 —y3) — Ais (Y1 — 12)
2- (w1 —22) (1 —y3) — (21 —23) (1 —w2)] |’
2 - det {xl 2 AM]
r1 — X3 A1,3
Vg =
4-det |T1 T2 1Tl
L1 —T3 Y1 —Y3
vagyis
- A1,3 (1'1 - 352) - A1,2 (1171 - 56'3)
o=
2 [(21 — 22) (1 — y3) — (v1 — x3) (Y1 — ¥2)]
és
TH = \/(I1 —U)2+ (11 —U)2
ahol
Arp= (21 —23) + (i —v3) »  Aia= (21 —23) + (v —v3) -

(11)

(12)

(13)



Megjegyzés: ((13]) és (15]) nevezdje pontosan akkor 0, ha a det sorai parhuzamosak,
vagyis P1 P, || P1P; vagyis a hdrom pont egy egyenesen van (kollinedrisak).

ITI.a) Harom pontra illeszkedd ellipszis egyenlete

Harom adott P, (z;,y;) (1 = 1,2,3) pontra illeszked ellipszis egyenletét ke-
ressiik. [WE] képlete (nincs [WM]-ban):

(z —x)(z —x2) +qly —y)(y —y2) _ (w3 —21)(w3 — x2) + q(ys — y1)(ys — v2)
(y —y1) (@ —22) — (v — 21)(y — ¥2) (ys — y1) (w3 — @2) — (23 — 21) (Y3 — Y2) 7

(18)
determindnsokkal: (1d. [WE])
det (77— 20),(F = 23))  det((z5 — 21), (% — 22))
ahol Z; = (x;, ;) és
Uk, V= Uugvy + quavy (20)

a modositott skaldris szorzat (¢ = 1 esetén a szokdsos skaldris szorzat).

Nyilvan kornél ¢ =1 .

Figyelem: A bal oldali tort nevezojében is van x és y , vagyis egy
tobbszorosen implicit fiiggvény! -at nyilvan &t kell rendezniink, hogy alakui
legyen, ezt a fejezet végén — kozott adjuk meg.

A jobboldali toért nevezdje pontosan akkor 0 , ha a det sorai parhuzamosak, vagyis
e —_— . e e . . .
P3Py || P3P, illetve PPy || PP, , vagyis a hédrom pont kollinedris.

Ha ismerjiik ¢ értékét, akkor harom pont -ban megadja az ellipszis egyen-
letét. Ha q értéke nem ismert, akkor négy pontra van sziikségiink, és a kovetkezo
alfejezetben leirt szdmitdsokat kell alkalmaznunk.



ITI.b) Négy pontra illeszkedd ellipszis egyenlete

Ha nem ismerjiik q értékét, akkor négy pont sziikséges az ellipszis megadésdhoz:
a P, pont rajta van a P, P, P; pontok éltal meghatédrozott ellipszisen, vagyis
-ba behelyettesitve kapjuk:

(4 —x1) (g —22) +q- (Ya —y1)(Wa — y2) (w3 —21) (w3 — 22) + ¢~ (Y3 — y1)(ys — ¥2)

(ya — y1) (w4 — 22) — (24 — 21)(Ya — Y2) a (Y3 — y1) (23 — 22) — (23 — 21) (Y3 — Y2)
(21)

vagy rovidebben:

Biio +q-Bliss  B3iso +q- Bijs

— 22
Cai42 C3132 (22)
ahol
Biip = (x4 — 21) (14 — T2) Biigs = (ya — 1) (ya — v2) (23)
B33, = ($3 - zl) ($3 - $2) ) B:z’)/132 = (?/3 - yl) <y3 - 92) ) (24)

_ _ _ _ i i _ Ys — Y1 T4 — 1
Cuaz = (Yo — 1) (x4 — 22) — (24 — 21) (ya — y2) = det [y4—y2 x4—x2} , (25)

Ys — Y1 T3z —T1
s132 = (Y3 — y1) (23 — @2) — (23 — 21) (Y3 — ¥2) € {yg — vy T3 — 9621 (26)

A -ben szereplé mennyiséget —t61 kezdve E -vel fogjuk jelolni.

A egyenlet megoldasa:



BY B3 BY BY
q= ( 4142 3132) /( 3132 4142> (27)

C14142 03132 03132 C'4142

vagy masképpen:

B3135Ca142 — Bi145C3132

=(=1)- 28
1 ( ) B§13204142—Bi’14203132 ( )
vagy
o det B?z132 C(3132
Biiss Cuaia
q= J : (29)
det Bii3s Csizz
32142 04142

illetve, a négy pont koordinatdival kozvetleniil felirva:

— (z3 — 1) (23 — 22) (ya — 1) (T4 — 22) + (24 — 1) (¥4 — 22) (Y3 — Y1) (23 — 2)

(Y3 — 1) (Y3 — y2) (ya — 1) (24 — 22) — (Ya — y1) (Ya — ¥2) (Y3 — v1) (23 — 2)
(30)

Y

feltéve, ha a nevezd nem nulla, azaz

B3135Cna2 # Bi145C3132 (31)

vagy részletesen:

(Y3 —v1) (Y3 — y2) (Ya — y1) (24 — 22) # (Ya — y1) (Ya — v2) (Y3 — v1) (23 — 72) .
(32)

Vigydzzunk: ¢ > 0, azaz q csak pozitiv lehet!

Tovédbba q¢ = ‘;—j csak a és b hdnyadosdt adja meg, konkrét értékét nem! A
kovetkezd fejezet - Osszefiiggéseibol kapjuk meg a és b pontos értékeit!

Nyilvanvaléan ¢ = 1 pontosan akkor, ha a négy pont egy kdrén van.



ITl.c) A végeredmény

A egyenletet atalakithatjuk alakira, felhaszndljuk a és Ossze-

fiiggéseket és a - rijvidl’téseke.

A végeredmény a kovetkezo:

(x—-UP+qy-V) ' =F

azaz ) )
-0 =V _|
F F/q
ahol
U — E(ys — 1) + 22+ 21
2
v E(ry—2)+qp+y) E(i—1x2)  yat+u
= = +
2q 2q 2
E:B§132+Q'B§132, F=U4qVi-W
Cs132
és
W = 129 + qYi1Y2 + E (l‘lyg — .Z'le)
tehat

u=U, v=V, >=F ¢é b=

Y

F
q

q értékét pedig vagy ismerjiik de facto vagy adja meg.

Most, -bél levezetjiik a fenti - végeredményt. Felhasznéljuk a

és Osszefiiggéseket és a - és a - roviditéseket.

(x —x1)(x —22) + gy — 1) (Y — y2) B§132+Q‘B:?3{132

= :E

(y —y)(z — 22) — (. — 21)(y — ¥2) C3132
1) A levezetést — -ban aldbb adjuk meg.

9

(40)



(z—z)(@—22) +q(y—y1)(Yy—y2) = E-((y —y1)(z —22) — (v — 21)(y — 92)) (41)

QY — 139 — TT1 + 1179 + % — qyy1 — qUY2 + By —
—yEry —xFys + yFExs + quiys + Ex1ys — Exoy; =0

2? + (Eyy — 29 — 21 — By) - v + qy* + (BExg — qys — Exy — qun1) - y+
+ (z122 + qu1y2 + Ex1y2 — Exoy1) =0

222U x4 qf =2V -y+W =0 (42)
vagyis

(z=UP+qy—-V)Y?=U"+qV*-W (43)
ahol FE UV W értékét - -ban definidltuk, ¢ értékét vagy ismerjiik vagy
-ban kapjuk meg.

IT1.d) Osszefoglalva

Ha ismerjiik ¢ értékét, akkor hdrom adott pont elég: P; (x;,y;) , 1 = 1,2,3 , ekkor
csak a , és - képleteket kell hasznalnunk.

Ha g értékét nem ismerjiik, akkor négy adott pontra, P; (z;,y;) , i =1,2,3,4 van
sziikségiink. Ekkor ( - kiszamitdsa utan (28]) megadja ¢ értékét. Fzutan az

- kifejezéseket kell kiszamitanunk, és végiil és megadja az ellipszis
egyenletét.

10



IIl.e) Példa

A fenti képletek haszndlatat a kovetkezo ellipszis kozelitésével mutatjuk be:

(w—1)2+(y—2)2_

22 32 - ]' ) (44)
vagyis
2\ ,
a=2, b=3, q:(§> ~ 0.444 . (45)
Az ellipszist az 1.a) dbran lathatjuk.
Legyenek a P; pontok a kovetkezok:
P (15,49), P,(2, 46) , P3(—0.8, 0.69) , P,(—05, 4) . (46)

A fenti pontok nem elemei a ellipszisnek, hiszen kettd tizedesjegyre kerekitet-

tiink, de nagyon kozel vannak a gorbéhez. A - szamolds végén -
-ban ellendrizziik a hibéat (amely 3% -nak adédott).

HAROM PONT

Egyelére csak a Py (1.5,4.9), P,(2,4.6), P3(—0.8,0.69) pontokat tekintjiik,
q= (%)2 ismert. Most haszndlhatjuk a 1) képletet:

(= 1.5)(x —2) + (2)° (y — 4.9)(y — 4.6)
(y —4.9)(x —2) — (x — 1.5)(y — 4.6)

(—0.8 — 1.5)(—0.8 — 2) + (2)- (0.69 — 4.9)(0.69 — 4.6)

3

(0.69 — 4.9)(—0.8 —2) — (—0.8 — 1.5)(0.69 — 4.6) '

- (47)

amely (implicit) gorbét az 1.b) dbran lathatjuk.

Sajdt szamoldsaink - szerint a kovetkezok:

11



Bis = (13— 1) (13 — 1) = (—0.8 —1.5)(—0.8 —2) = 6.44

Bl = (ys—u1) (ys —y2) = (0.69 — 4.9) (0.69 — 4.6) = 16.4611

Caiz2 = (y3 — 1) (13 — 72) — (73 — 71)(y3 — y2) =
(0.69 — 4.9) (—0.8 — 2) — (—0.8 — 1.5) (0.69 — 4.6) = 2.795

B - BY
E = 3132;‘ 953132 _ 6.44+(22/.?;);5-16.4611 ~ 4,991 661 697
3132
u = U= E-(y2— 1) t o1+ 22 __ 4.921661697-(4.6—4.9)+1.5+2
= = 5 ~ .
~ 1.011750745
v = V= E - (z1 — x9) 4 Y1+ Y2 4.921661697-(1.5-2) | 49446

2 2 2:(2/3)° 2
1.981 565 295

Q

W = mze+q yiye + E- (2192 — 22y1)
1524 (2)%-4.9- 4.6 +4.921661 697 - (1.5 - 4.6 — 2- 4.9)
—1.255 041 144

Q

Q

o> = F=U’4+q¢qV*-W=
1.011750 7452 4 (2)* - 1.981 565 2952 + 1.255 041 144
~ 4.023836 722

Q

a ~ v4.023836 722 ~ 2.005 950 329

12
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(53)

(54)



F

2 _ 1 4023836722
b =~ M = 9053632625 (57)
b ~ v/9.053 632 625 ~ 3.008 925 493 . (58)

NEGY PONT

Legyenek a P; pontok szerint a kovetkezok: Py (1.5, 4.9) , P (2, 4.6) ,
P;(—0.8, 0.69) , P, (=05, 4). Ekkor a - szémolasok utén, (23) - (28))
szerint a kovetkezoket kell kiszdmolnunk:

Bl = (va—121) (x4 —22) = (=0.5—1.5)(-0.5—2) =5.0 (59)
By = (Ya—y1) (ya—y2) = (4—4.9) (4 —4.6) = 0.54 (60)

Cuar = (Yya— ) (x4 — 22) — (x4 — 21) (Ya — 2)
= (4-49)(-05—-2)—(-0.5—-1.5)(4—4.6) =1.05 (61)

B3130Ca142 — Bi145C3132

=(-1 ~ (—1). 0:441.05-5.02.795__ ~, () 457 246 6752
q=(-1) BY15,Cuias — BlanCnso (1) 16.4611-1.05—0.54-2.795 )
(62)
tovabba - szerint:
E— B35y + ¢ - Bija v GAUE0AST66T5216.4011 o, 4 997 (60 195 (63)
03132 '
E. _
w = U= (y2 y12)+x1+:c2
~ 4997060 195~(4;.6—4.9)+1.5+2 ~ 1.000440971 (64)
E. _
v = V= (21 $2)+y1+y2
2q 2
o 4.997060195-(1.5—2) |, 4.944.6 .
~ 2.0.457 246 6752 + —5 ~ 2.017853182 (65)
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W = xzs+quy: + E - (2192 — 22u1)
152 4 0.457246 6752 - 4.9 - 4.6 + 4.997060195 - (1.5 - 4.6 — 2 - 4.9) (66)
—1.185134 506

Q

Q

> = F=U+qV?-W
1.000440 9712 + 0.457 246 6752 - 2.017 853 1822 4 1.185134506  (67)
~ 4.047802317

Q

a = V/4.047802 317 ~ 2.011 915 087 (68)
F

b = i LUTS0231T ~ 8.852557 135 (69)

b~ V/8.852557 135 ~ 2.975324 711 , (70)

tehat az ellipszis egyenlete a fentiek és alapjédn :

(v —1.000440971)°  (y —2.017853182)>

= 71
4.047802 317 * 8.852557 135 ’ (71)
ezt a gorbét az 1.c) dbrén lathatjuk.
q értékének -beli kozelitésének abszolit és relativ hibaja:
92\ 2
A = q-— <§) ~ 0.457246 6752 — 0.444 444 4444
~ 0.0128022308 , (72)
A 0.0128022308

= SR ~ 0.028 8050193 < 3% . (73)

(2/3)2 ™ 0.444 444 4444

14



1. dbra: A wvizsgdlt ellipszisek és a pontok
a) (@) -, b) @) -, c) (71) - szerint

15




IV. Egyenes allast ellipszisek gorbiilete

IV.a) Pontbeli gorbiilet
Altalsban egy I' gorbe ¢ gorbiilete

7

y=f(z) esetén g(z)= % (74)
1+ ))

i —
D= (u(t),y() esetén g(t)=—"—" . (75)

(@) + @)

Tehét (a szamitdsokat lasd [Sz2]-ben) a (2)) ellipszis gorbiilete
ab

g(t) = : (76)

\/[(l? sin® (t) + b2 cos? ()] °

Az (1)) ellipszis gorbiilete ([Sz2])

a*b*

g(z,y) = —
\/((14(y—v)2+b4(x—u))

ahol (z,y) az ellipszis barmelyik pontja (vagyis kielégiti az vagy (2)) egyenletet).
[WE] -ben csak az origé kozéppontu (azaz (u,v) = (0,0)) ellipszis gorbiilete taldlhato:

(77)

g(z,y) = : (78)

ami megegyezik -tel.

A gorbiilet az xg =u illetve yo=v  "cstcs"-pontokban minimélis illetve
maximaélis. Tehé&t és alapjéan:

ro = u esetén y, = v £ b, ekkor

glug) =20 0 (79)



Yo = v esetén x, = u + a , ekkor

a*b?
g (T,0) = —— = — . (80)
(0 + a2b4)?

IV.b) A gorbiilet fiiggése a tavolsigtol

Szemléletesen is latjuk, hogy az elllipszis kozéppontjatol tdvolodva az ellipszis
gorbiilete n6 (a simul6kor sugara cstkken). Most ezt az Osszefiiggést szamitjuk ki
részletesen.

A osszefiiggés alapjan az ellipszis P pontjanak az (u,v) kozépponttél valé
d = d (t) tavolsdga

d(t) = \/a2 cos? (t) + b2sin® () . (81)
A képlet nevezojét ennek megfeleléen alakitjuk at:

a’sin® (t) + b%cos® (t) = a® (1 — cos” (t)) + b° (1 —sin® (t)) = a* + 0> —d*, (82)

tehat

g(d) = (83)

17



B) Ferde &lldsi ellipszisek

Cél: olyan ellipszisek vizsgdlata, amelyek tengelyei ¢ szoget zdarnak be az x és y
koordindtatengelyekkel, vagyis a kép éleivel.

V. A koordinatarendszer elforgatasa

]" pontot az origé koriil ¢ szoggel
cosp —singp

siny  cosp

Ismert, hogy egy tetszoleges P (z,y) = [z,y
elforgatva az P’ = M-P pontot kapjuk, ahol M, = ] a forgatds
matrixa. A visszaforgatds métrixa nyilvdan

| cosp sinp| oy
M-y = [— sing cos go] =M, (84)

hiszen cos(—p) =cosp és sin(—p) = —sinyp .

Bevezetjiik a
Cp i =COSQ €5 s,:=sing (85)

roviditéseket, ekkor P’ = (2/,y) = [2',y/]" esetén
r=x-co—Y-Sp, Y=u-S,4+Yy-cy (86)
és
r=1"c,+y s,, y=-1"s,+y ¢y, (87)
majd utdna egy W = (u,v) vektori eltoldst alkalmazva
=z, -y -Sotu, Y=z-5,4+Yy-co+v (88)
és

p= (@ —w) eyt (f —0) sy, y=— (@ —w) sk —v) e (89)

18



Gorbék dltalanos elforgatasa

Ha az F(z,y) = 0 (implicit) egyenletii T" gorbét elforgatjuk az origd koriil
¢ szoggel és utana eltoljuk egy w = (u,v) vektorral, akkor a kapott P’ = (2/,y)
pontok altal alkotott I gérbe pontjaira alapjédn az

F(a'y) = Floy) = (90)
= F((@'—u)-co+y —v) s,, —(&"—u) s, + (Y —v)-c,) =0
(implicit) egyenlet teljesiil.
Ha pedig a I' gorbe pontjait az

x=f(t)
t1<t<t 91
{yzg(t) hst<t) (81)
paraméteres alakban adtuk meg, akkor az elforgatott és eltolt I gorbe pontjait az
o' =f(t) co—g(t) s,+u
<t<
{y’Zf(t)-%Jrg(t)-csﬁv <2<t (52

paraméteres egyenletrendszer adja meg.

V1. Ferde ellipszisek egyenlete

, , és alapjdn az (u,v) kozéppontu és ¢ tengelyallasu ellipszis
egyenlete:

[(37/_“>'Cw+(y/_v)'3w]2+[_(x/_u)'sw+(y/_v)'c<p]2

a? b2 =1 (93)
illetve
' =a-cos(t)-c, —b-sin(t)- s, +u
{y':a-cos(t)-s@—l—b-sin(t)-c(p—f—v (0<t<2m). (99)

Természetesen az egyenletek felirdsakor egyszeriien csak x és y -t frunk 2’ és y helyett.

Az ellipszis és tengelyeinek metszéspontjait az "eredeti" A 5 (fa,0) és By o (0, £b)
"esucspontok" elforgatdsaval és eltolasdval kapjuk meg, vagyis alapjan

Afy=(xa-c, +u, fa-s,+v) (95)
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és
Bfy=(Fb-s,+u, £b-c, +v) . (96)

Példaul: a=15,0=3, ¢ =20° = g é6s w = (u,v) = (—0.5,—1) esetén,
(93) szerint:

[(z' +0.5)-cos (Z) + (¢ + 1) - sin (%)]2+ [— (2’ +0.5) -sin (%) + (y' + 1) - cos (g)]Q

=1
1.52 32
(97)
illetve ugyanez az ellipszis paraméteres formédban:
1.5 cos (t) - cos (§) -3 s'in (t) - sin % - 0.5 (98)
1.5-cos (t) - sin (§) +3-sin(t) - cos (§) — 1

A fenti ellipszisek "cstcspontjai” és alapjdn:

A2 = (1.5~cos (g) 05, 1.5-sin (g) . 1) (99)
(0.909 538 9312, —0.486 969 785)

Q

A — (-1.5 - cos (g) — 05, —1.5-sin (g) . 1) (100)
(—1.909538931, —1.513030215)

Q

Bfy = (~3-sin(3)—05, 3-cos(5)—1) (101)
(—1.526 060430, 1.819 077 862)

Q

Bf, = (3 sin (g) — 0.5, —3 - cos (g) - 1) (102)
~ (0526060430, —3.819 077 862) .

Az eredeti és az elforgatott ellipsziseket ldthatjuk a 2. dbrén.
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2. dbra: a) az eredeti és elforgatott ellipszis,
b) a @ implicit egyenlet c)a paraméteres egyenletrendszer

VII. Ferde ellipszisek érintoi

A (6) es - eredmények alapjén a egyenletii ellipszis Py (xf, y5)
pontjéhoz (azaz ha Py (g, y,) kielégiti a egyenletet) huzott érintdjének implicit
egyenlete

[(zg —u)~c§0—i— (yo — v) - Sw]

@ =) o + (Y —v) - 5]
[— (zg —u) - s, + (yg —v) - ¢,

=@ =) s+ (Y —v) - cp] (103)

+
L,

y' -re megoldva (ha a nevez6 nem nulla):

;o b24(vs¢+c¢(u7x’))~(c¢ (ufxf))Jrsgp (vfyé))+
a?cy, (Csa (v—y(’)) —se (u—zg))—&-bzs@ (cq, (u—x{))-‘,-s(p (v—yé) )
a?-(vep—se (ufx’))-(cw (vfyé ) —Sp (ufxg ) ) -1
a’cy, (cg, (vfyé) —Se (ufxg))erst; (c¢ (ufxé)Jrs(p (vfyé) )

+

Y

(104)

azaz szokdsos alakban felirva

21



r a25¢.[c¢<v—y(’))—s¢<u—w’)] 2cp [cw(u—$6)+s¢(v—y6)] -
- a2c<p-[c<p(’u—y(’))—s¢ (u—m&)]—‘—bzsw [CLP (u—r{))—i-sw (v—y(’))] + (105)
+(vc¢—us¢)~(c¢<v—yo) s(p(u zo)) 2+(uc¢+vs¢)~(c¢(u x ) +s (v y6>>~b2—1
a2c¢-[c¢(v yo) sw(u mo)]+b28¢~[c¢,(u :c’o)—f—sgp( )]

amelynek meredeksége lathatéan

m = e [0 (v —b) = s (u— )] — By - [y (u— ) + 5, (V=) 1)

a?cy - [cp (Vv —yp) — 8y (u—20)] + %54 - [cp (U — 20) + 84 (v — Yp)]

Ha felhasznéaljuk a
tan () + tan ()

tan (o + ) = T tan () - tan (9) (107)
azonossdgot, akkor @[) alapjén
(o) 4 Pl et (o)ad
m = (@) [(Ef(’ U);W(y(ov) ;w] r=
—b2-|(zh—u)-cot+(yh—v)-se
S QI o i e e
(108)

a®s, - [— (2 —u) - sp + (Yo — v) - ¢ — Ve, - [(2g
a*cy - [= (2 — ) - 5o+ (yo = v) - Cp) + V25 - (25 — ) - cp + (Yo — v) - 5]

ami megegyezik (106)) -tal.

Természetesen a fenti tortek nevezoje pontossan akkor 0 , ha az érinto fiiggdleges.
Ez pontosan akkor teljesiil, ha

a*cy - [— (xh —u) - sy, + (Yh — v) - cp] + %8, [(xh — u) - cp + (Yo — v) - 5,] = 0 (109)

azaz
(yo —v) - (azci + bQSZ) = () — u) - CpSp - (a2 — bz) (110)
vagyis
Yo — v _ (@® =) - s4¢ _ (¢* — 1) - s, (111)
TH— U a?c? + b*s?, q*ct + 82
Yo—v N iy , L .
ahol xf)——u a PyK vektor irdnytangense és K (u,v) az ellipszis kézéppontja,
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a2
9= (3)"

Mivel a Py (xp,y,) pont rajta van a -al ekvivalens egyenletil ellip-
szisen, ezért (111]) igy irhatd:

as, cos (t) + begsin (t)  (a® — b?) spc, (112)
acy cos (t) — bsysin (1) a?c2 + b2s?

azaz

(asy cos (t) + begsin (1)) - (a®c2 4+ b°s%) = ((a® — %) syc,) - (ac, cos (t) — bsysin (1))

(113)
ab - (bs, cost + acysint) - (2 +57) =0 (114)
bs, cost + ac,sint =0 (115)
tehat - ; ;
(S:i)lrlst = _acip azaz tan(t) = _7 -tan (p) (116)

vagyis a FPyK vektor irdnytangensét a fenti 1) képlet adja meg.

A kovetkez6 tétel segitségével a gorbe kis darabjardl eldonthetjiik, hogy milyen
kupszelet (ellipszis, parabola, hiperbola vagy egyenes) részlete:

7.1. Tétel [HGy| Ha a kozonséges masodrendti gorbe AB hirjanak felezépontja
H, az A, B pontokban vont érintok metszéspontja a kozonséges E pont és az EH
szakasz a gorbét C' pontban metszi, akkor a gorbe pontosan akkor elliptikus, ha C' az
E, H pontok koziil E -tol van messzebb. (]
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VIII. Ferde ellipszisek megadasa pontjaival

Mar a III. fejezet bevezetésében emlitettiik, hogy az egyenes dlldsu ellipszisek
-beli kanonikus egyenletét sem sikeriilt egyenletrendszerrel kozvetleniil meghatdroz-
nunk (14sd az [Sz1] kéziratot), ezért reménytelen a egyenletben szerepl6 para-
métereket egyenletrendszerrel meghatarozni az adott P; (z;,y;) pontokbdl.

Meglepé médon a médsodfoki gorbék dltaldnos elmélete alapjan kapjuk meg a
P; (z;,y;) pontokra illeszked? ellipszis egyenletét, amit el6szor réviden ismertetiink a
kovetkezd alfejezetben, elsésorban [HGy| alapjan.

VIIlL.a) Masodfoki gérbék

A miésodfoku gorbék dltaldnos egyenlete
Ar* + Bay +Cy* + D+ Ey+ F =0, (117)
vagy a matrix alakhoz megfeleléen
a112° + 20122y + a90y® + 20137 + 2a93y + ass =0 , (118)
vagyis a matrix alak:
air a2 a3

[l’, Yy, 1] <A [ZE, Yy, 1]T =0 ahol A= 21 Q22 Q23 (119)
G31 a3z 0as33

a kovetkezo feltétellel:

(12 = a1, @13 = A31, A23 = 432 . (120)

Tobbszor fogunk hivatkozni az ass -hoz tartozé Ass részmdtriz aldetermindnsdra:
BZ
A33 = det @i 12 = ai1 * Q29 — (a12)2 = AC — — s (121)
Q21 Q22 4
(120]) alapjén.
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8.1. Eszrevétel: Hanéhény P, (z;,1:), (i <n) ponttal akarunk meghatdrozni
egy masodfoku gorbét, akkor a kovetkezd egyenletrendszernek teljesiilnie kell (n = 6
esetén):

( Az? + Bxyyy + Cyl + Dxy + Eyy + F =0
A3 + Baoys + Cy2 + Do+ Eya + F =0
Ax3 + Brsyz + Cyz + Dxs+ Eys + F =0
Ax% + Bryyy, +Cys+ Dy + Eys, + F =0
Ax2 + Brsys + Cy2 + Dxs + Eys + F =0
Ax2 + Brgys + Cy2 + Dxg + Eyg + F =0

(122)

és mivel ez az egyenletrendszer homogén linedris az A, B, ..., F' ismeretlenekre, ezért
a rendszer determindnsa sziikségszertien 0 :

i Ty Y T
Ty ToY2 Yy T2 Y2
det ﬂfg T3Yys Ys T3 Y3
Ty TalYs Yy T4 Y4
Ts TsYs Ys s Ys
T TelYs Ys L6 Ys

(123)

(3]
g UG GG G Y
I
o

Azonban ellipszisek meghatdrozasdhoz kihaszndlhatjuk az ellipszisek és a kup-
szeletek specidlis tulajdonsdgait.

8.2. Tétel: ([HGy]) Ha 6t pont kézott nincs hdrom egy egyenesen, akkor
egyetlenegy olyan kiupszelet van, amely ezt az dt pontot tartalmazza. [

Konnyen lathatdé, hogy hérom pont Z; (z1,v1), Za (22, y2), Z3 (23, y3) pontosan
B
akkor van egy egyenesen, ha 717, || Z1Z5 azaz

Tog —T1 T3 — 1

det[
Y2 — Y1 Ys— U1

] = (o —21) (Y3 — 1) — (w3 —21) (2 — 1) =0 (124)

(g —21) (Y3 — 1) = (23 — 1) (Y2 — 11) - (125)

(123)) -bol azonnal kivetkezik:
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8.3. Tétel: A P;(x;,y;), (i <5)pontok dltal meghatarozott kupszelet egyenlete
(x és y az utolsé sorban van):
_113% 1Y y% T1 Y1
T3 TaYs Y3 T2 Yo
det |75 TsYs yg T3 Y3
Ty TaYs Yy T4 Y4
T3 TsYs Y5 Ts Ys
¥ xy Y2 ox oy

=0. O (126)

—_ = = = =

Ne feledjiik, hogy a 8.3. Tétel kiipszeletrdl szol, tehdt akar akér
megolddsa el6tt ellenorizniink kell, hogy az 6t pont valéban ellipszist ad-e meg. Ezzel
a kérdéssel a kovetkezo alfejezetben foglalkozunk.

tehat azt jelenti, hogy a 6 -ismeretlenes egyenletrendszer megolddsa
helyett valaszthatjuk -t, ami azonnal megadja a gorbe egyenletét. Azon-
ban a gyakorlatban 6 x 6 méretii determindnsok szédmoldsa mér idodigényes, ezért
célszeriibb az A, B, ..., F egyiitthatok értékeit elére (egyszer) kiszémolnunk a raj-
zolds elott. A végeredményt a Fiiggelékben adjuk meg.

VIILb) Altaldnos ellipszisek

8.4. Tétel: ([HGy|) A (L18) gorbe pontosan akkor ellipszis, ha

B2
A33 = Q11 * Q292 — (042)2 = AC — I >0. O (127)

Kovetkez6 feladatunk a (117)) alakban megtaldlt gorbe egyenletébdl a, b, u, v, ¢
megtaldldsa, amiket a (117]) és egyenletek tsszehasonlitdsa alapjén tudunk kiszé-
molni.

26



A egyenletet 0 -ra rendezziik és kifejtjiik:

1 1, 2 2 1 I 5\ o
a—c —|—§s¢ z? + 2 CeSe T 73CeSe ry + ﬁcw—l——s Yy

2 2 2 2
+ vqps(p —Us —gvcwsw——ucw T

b2 ¢ )
2 2 2
+ (b2 UCHSy — si — 3UCpSy — ﬁvci) y (128)
1 + 1 N 1 n 2 2 1
U v ¢ + —v’s’ 72 —u’s?, —FUVCpSy = T3 UVCHS,
tehat
2 s2
A= 24+25 129
5T (129)
1 1
B = 2¢,s, (? b2> (130)
2 s
C = Z2+-2% 131
bz (131)
2 2 2 2
D = 2 VCeSe = ﬁusi — 3UCSp — @uci (132)
2 2 2 2
E = T2 UCeSp — ;vsi — UCHSp — ﬁvci (133)
1 1 1 1 2 2
F = EU%?" + E —v*c, + —vss + 2 —u’s? + 2 UVCpSe — 15 UVC,Sy — 1 (134)
Ez NEM egy reménytelen, bar nemlinedris egyenletrendszer, mert (129)) - (131]) -

ben csak a,b és ¢ szerepel, (132) - (134]) -ben pedig u és v csak elsé hatvanyon
szerepelnek.

A (129)) - (134) egyenletrendszer megolddsa:

. 1 1
B =sin (2¢) - (? — ﬁ) (135)
A-c = Gyl % (136)



tehat

cos (2¢) #0 azaz ¢ # ﬂ:%

esetén

B
—— = tan (2¢)

A-C
vagyis

Lo B Lo
= —arctan \ —— Va, = — arctan
p T-C gy ¥ =3

2
Ezutén A és C' | azaz (129) és (131]) alapjan

2 2
c s
_ % @
A=
52 ci
_ S
C=3+%
ahonnan
a .
— =—4¢és —=° waguyis a=
@2 6w "
ahol

2 2 A c
o = det {C’ 2} , B—det[2 C’} , 0 =det [3

és ne feledjiik, hogy 0 # 0 ekvivalens a ([137) feltétellel.

Ezutan (132)), (133), (134) igy irhato:

¢
D = -2 <—¢—|—a—¢)u—|—2qps<p

L1 2o
E = QCwa(b?—g)u—2<¥+b—2

ahonnan

ahol

u:det[g _B}, V:det{_QA D}, A:det{

© oE
. »
AL S

(137)

(138)

(139)

(140)

(141)

(142)

(143)

(144)



és lényeges: a 8.4. Tétel (| szerint elllipszisek esetében AC — =- ® > 0,

A:det{

A ([134)) egyenletet mar csak ellendrzésre tudjuk / kell felhasznalni.

—2A —-B
-B -2C

VIIl.c) Az ellipszisek adatai

}:414(]—327&0.

vagyis

(147)

A fentieken til, [WP] -ben a kovetkezdket olvashatjuk (felhasznéljuk az (1),

- - és a - - 157)) jeloléseket).

A - 118) gorbe akkor ellipszis, ha

A33>0,

a11 = agg esetén kor.

Az ellipszis (u,v) =

tovdbbd a féltengelyek

ahol

o det (Agg) N aiq - g9 — (a12)2

det (A) #0 és det(A)-Az3 <0,

(20, Yo) kozéppontjanak koordinatai:

det (Jx) (12023 — 13022

Y

—det (Jy)  a11093 — azass

 det (Ass) B aiy - Qo — (012)2

Y

- 2.2
"\ det (Az) - [T -0

- 2B
|/ det (Agg) - [I+ 6]

aiz2 A3
Jp = det [ = Q12023 — A13022 ,

A2 a23

Q21 Q23

aix 413
Jy = det [ = Q110923 — A21013 ,
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[1]

=an - (a23)2 + aga - (a13)2 + ass - (a12)2 —2a19 - Q13 - Qg3 — a1 - A2 - azz , (155)

0= \/(CL — C>2 + 462 = \/(CLH — (1,22)2 + 4(1%2 s (156)

és
I = ai; + ago . (157)

IX. Ferde ellipszisek gorbiilete

A 1V.a) alfejezet paraméteres képletében t helyett egyszerfien csak (t + ¢)
-t kell frnunk.

A derékszogii koordindtaktol fiiggés sokkal bonyolultabb: és alapjan a
egyenletii ellipszis P (xp, y;) pontjdban a gorbiilet:

a*b*

(v0)

9 (26, %) = 3 (158)

ahol

G:a4'[—(:c6—u)~$¢+(y6—v)~c¢—v]2+b4-[($6—u)~c¢+(y6—v)-s<p—u]2,
(159)

és g (2, yp) az AT, és BY, "csticspontokban" (14sd (95)), (96])) veszi fel szélsdértékeit:
9\ Ty, Yo 1,2 1,2

Py = A7, esetén

G=a* [—((uta) c,—v-5,) -8, + (uta) s, +v-c,) c, — v+

+b' - [(uta) - cp—v-s55) - Cot (uta) s, +v-¢p) -5, —ul’ =
=at(v—0v)’+b* (uta)—u)? =0+ bla?
tehat a3
a
g(Afy) = —3 = R (160)
()

Py = Bf , esetén pedig
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G=a"[—(u-c,—(VEDb)-5,) 5,4 (u-5,+WED) -c,)-c, —v] +
b4-[(u-cw—(v:i:b)-3@)-c@—l—(u-s<p+(?):tb)-cw)-sw—uf:
=at(vtb—v)"+b* (u—u) =a*b®*+0

tehat i ;
a
g(Bfy) = 5= (161)
(Va?)

A tavolsag és gorbiilet IV.b) alfejezetben ismertetett Osszefiiggése wval-

tozatlan marad, hiszen csak elforgatds tortént: a tdvolsag és a gorbiilet "egyiitt
fordulnek el ¢ szoggel".
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X. Linearis transzformaciok

Végiil megvizsgdljuk azt a kérdést, hogy egy A : R? — R? linedris transzfor-
mécié mikor eredményez ellipszist. Legyen tehdt az A leképezés matrixa

a=lom o= ] 162
ekkor az
((t),y (1)) = (w0, y0) + (avcos (t), Bsin(t)) , 0<t<2m (163)
egyenletii ellipszis képe
[/ (t),/ (t)] = A~ [z0, 9] + A~ [acos (t), Bsin (£)]" (164)
(7O drmmo om0 oo o

Mivel a ¢ szoggel elforgatott, dltaldnos helyzetii ellipszis egyenlete szerint

{ v’ =a-cos(t) - cos(p) = b-sin(t) -sin (o) +u (166)

Yy =a-cos(t)-sin(p)+b-sin(t)-cos(p)+v
ezért a (162) ellipszis képe akkor és csak akkor ellipszis, ha

a0 =ea = acos(p)

w6 = 16 = ~bsin (¢) 167
asi1a =ca = asin(p) ’
)

ag 98 = dp = beos (¢

vagyis
—ay 101208 = absin (¢) cos (p) = ag1a2200 (168)

azaz

(a11012 + az1as2) - af =0 (169)

Megjegyzés: Konnyen ldthato, hogy a fenti (169)) -ben szerepld a1 1a1,2+a21a22
kifejezés az A matrisz oszlopainak skaldris szorzata, vagyis (169) pontosan akkor
teljesiil, ha az Ae; 1 Ae; , vagyis az A matrix (leképezés) ortogonalis vagyis szdgtartd.
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Teh4t, annak ellenére, hogy sok esetben (mint a kovetkezd példdban) a tran-
szformélt gorbét ellipszisnek ldtjuk, az valdjdban nem ellipszis. Pontosabban:
nem egymadsra derékszogii, hanem ferdeszogti tengelyekkel rendelkezo ellipszis. A fer-
deszogli tengelyekkel rendelkez6 ellipszisek targyaldsa mér nem fér bele jelen cikkiinkbe.

Példa: A = [? i] vagyis (2',y") = (2z + 3y, Tz + 4y), tehdt (169) NEM tel-

jestil, de az origd kozepii egységkor képe:

(t) = 2cos (t) + 3sin (t)

s . x,
3. dbra: A { yl (t) = 7 cos (t) + 4sin (t)

egyenlett, gorbe
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