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"Dehogy veszek kezembe matekkényvet mindennap, épp elég
volt a suliban! Bilidrdozaskor sem vesz el6 senki sem sz6gmeé-
rot sem méroszalagot' - hallom mar eldre a visszhangot.

0. Bevezeto

Nem is tankonyvet vagy iskolapéldak gyljteményét tart
kezében kedves Olvasom, meg csak nem is erdeklodo tanulok
szamara készilt érdekességek gytijteményét! Elsosorban o-
lyan példakat igyekeztem gylijteni és elmagyarazni, megolda-
ni, amelyekkel valoban talalkozunk mindennapjainkban, ame-
lyeket nekiink kell megoldanunk, meg kell érteniink a kiilon-
b6z6 lehetdségek kozotti kiillonbségeket ahhoz, hogy donteni
tudjunk, hogy be ne csapjanak benniinket. Ezeknek csak kicsi
(bar lényeges) része a szazalékszamitas, kamatok, talan ott
mar magunk is €szrevettiik, hogy a matematika (hianya) zseb-
re megy.

Pedagogus 1évén természetesen nem tudtam megallni, hogy
néhany olyan jelenséget is bemutassak, amelyek a mindennapi
embereknek (még ha matek-utalatban is szenvednek) is érde-
kesek lehetnek.

A konyvet Tilos sorrendben olvasni ! csak itt-ott feliitve,
ami nekiink valdban tetszik, gy szabad szemezgetni!

A konyv stilusa nem a matematikai precizségre (pl. szaba-
tos szakkifejezések) torekszik, hanem a kozerthetOségre, egy-
szerll nyelvezetre, de pontatlansagtol, félrevezetéstdl nem kell
tartania az Olvasonak. A hétkoznapi szituacidkat a matemati-
ka nyelvére leforditani a matematikusok, mérnokok, tanarok
¢s a diakok feladata.

11



Sajnos szemléltetésre minden tandran kevés az ido, és azon
ritka pillanatokat kell a tanaroknak megragadniuk ¢és a diako-
kat batoritaniuk, amikor valamelyikiik o6ra alatt onkénteleniil
felkialt: "Jé! A tablan a bigyo épp olyan, mint otthona ..." !
Ezt a lelkesedeést kell fenntartanunk életiink végéig!

Szamos szépirodalmi és zenemiiben, festményben talalunk
matematikai problémakat vagy a matematika szeretetét be-
mutaté részleteket, most csak  Mikszath Kalman [MK],
Gardonyi Géza [GG], Orosz Istvan [Ol], ifj.Holbein, Jacques
Deval [DJ], Tove Jansson [JT] és Zerkovitz Béla [ZB] muveit
emlitjiik. (Az [xy] szogletes zarojelek a konyv végén levo
forrasmunkakat jelolik.)

"Az életem a matematikaé, az analizist szornyen szeretem, ra-
jongok, ah, a geometriaé’, Integral Boske a nevem" - énekelte
Zerkovitz Béla legelso kupléjaban ( http://gramofon.nava.hu ).

Norbert Herrmann professzor szerint [HN1], [HN3] az USA
tobb, mint 100 évvel ezel6tti elndke, Mr.Garfield még 1j bizo-
nyitast is feltalalt egy barati tarsasagban, beszélgetés kdzben!

Sokkal szomorubb azonban az a todmeges szerencsétlenség,
amit Sam Loyd idézett ¢l6 egy artalmatlannak tiind (de meg-
oldhatatlan) feladvanyra 1000$ dij kittizésével! A tragédiakat
az 1. fejezetben "4 kombinett jaték" problémanal meséljiik el.

Amint eddig, ezutan is a konyv stilusa konnyed, humoros,
mint a Szerzoé egyetemi eldadasai, de a mondanivald bizony
veéresen komoly !

Szamolasainkban legtobbszor tizedespontot hasznalunk, el-
sOsorban a zsebszamologépek és szamitogépek hatasara. Saj-
nos a minennapi életben is sokszor keveredik a tizedespont €s
-vesszO, legylink tehat mindig koriiltekintdek!

Haldsan koszonom a Nemzeti Kulturalis Alap Ismeretter-
jesztés és Kornyezetkultura Szakmai Kollégiuma tamoga-
tasat. Koszonom kollégaim, barataim beszélgetéseit, elsdsor-
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ban Roka Sandor, Hujter Mihaly, Tarjan Klara, Dominydk
Imréné ¢és Norbert Herrmann épito kritikait. Kiilon hala a
csaladtagoknak tiirelmiikért, legfOképpen pedig nagypapanak,
Miko Ernonek, aki 90 évesen is lelkesen olvasta és kritizalta
a kéziratot! Boldog sziiletésnapot, j6 egészseget Nagypapa!

Veszprém, 2012. jinius 29.

Szalkai Istvan

P.S. Az aldbbi megszivlelendd tanmesét még gyermekkorom-
ban hallottam Nagymamamtol.

Egy tanmese

Reggel a falu bolcse megszamolta a hét favagot, és lel-
kiikre kototte, hogy csak akkor jojjenek haza, ha mindannyian
egylitt vannak. Napszalltakor, hazaindulas elott a legokosabb
favago elkezdte szamolni a tobbieket:  "Egy, kettd, harom,
négy, Ot, hat, ... , hol a hetedik?" A mdsodik is megszamolta
magukat, de 0 is csak hatig jutott, és igy tovdbb, még a hete-
dik legkisebb is elszamolta a tobbieket hatig, de egyikiik sem
talalta meg az elveszett favagot. Mindegyikiik nevét IS meg-
kérdezték egymastol, de mindegyik név is valaszolt. Még ma is
ott sirnak-rinak az erdoben, mert egyikiik sem szamolta meg
sajat magat! De hiszen reggel a falu bolcse sem szamolta meg
sajdt magat, ugye?

13



14



1. Elemi szamolasok és tévedések

Barmilyen hihetetlen, az életben a legegyszerlibb szadmo-
lasokat i1s keépesek vagyuk elrontani, amely tévedésiinknek
sajnos sokszor komoly kovetkezményei lehetnek! Az alabbi
esetek mind megtorténtek a valosagban.

Minden otodik
Radioban, Gjsagban tobbszor talalkozunk a kovetkezohoz
hasonld nyelvbotlasokkal:  "Most még csak minden otodik
csalad rendelkezik a legmodernebb kiityiivel, de hamarosan
majd minden hetedik csaladban lesz madr ilyen kiityii."
No, rajzoljuk inkabb le a csaladokat ¢€s a kiityiiket:

mMost;
XXX XOXXXXOXXXXOXXXXOXXXXO
lesz:
XX XXX XOXXXXXXOXXXXXXOXXXX

Erdekes! Csokken a kiityiik szama?
Igen, mert a "minden otodiknek van" azt jelenti, hogy négynek
nincs, a "minden hetediknek van" kijelentés pedig azt,hogy
hat csaladnak nincs kiityiije. Igy mar érthetd, hogy miért
kevesebb a "minden hetedik" mint a "minden 6todik".

A matematika nyelvén az eredeti mondatot ugy fogalmaz-
nank meg, hogy "most a csalddok otod-részenek ... majd a
csaldadok heted-részének ... ", marpedig tudjuk, hogy

Cs GCs
>_

5 7
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Hasonl6 tévedéssel talalkozunk a "Szdzalekszamitas" fejezet
"Kilencedik" problémajaban is.

Atlag

Radiohir a "Réakosi" -rendszerbdl (1950 koriili évek):
"Ma mar tobb tucat tizem termel az orszdgos atlag felett,
hamarosan pedig az dsszes tobbi tizem termelése is feliil fogja
muini az orszagos dtlagot! "
Mikor lesz ez? - kérdezték mar akkor is. SOHA! Nos, a hét-
koznapi tapasztalat szerint (€s a matematika tételei szerint 1s)
az atlag (mas néven szamtani kozépérték) mindig a legna-
gyobb ¢s a legkisebb értek kozott van. Ebbdl pedig az kovet-
kezik, hogy sohasem lehet az dsszes érték az atlag felett
vagy alatt ! Egyetlen kivétel van: ha az 6sszes lizem termelé-
se hajszalpontosan ugyanakkora: ekkor az atlag is ez a kdzos
érték, de ekkor atlag feletti iizem sincs !

Tulajdonrészek
Fiatal par keresett meg par éve szakmai tanacsért. Epit-

keznek, a lany sziilei 2 millid, a fit sziilei 1,5 milli6 Ft-ot ad-
tak, sajat megtakaritasuk 1 millio, és két gyermeket vallaltak,
amiért 2 millio Ft-ot kaptak. Mekkora tulajdonrészeket kérje-
nek a Foldhivatalnal bejegyezni? En anyésommal joban va-
gyok, nalunk 50%-50% van bejegyezve minden szamolgatas
nélkiil, de a fiatal par ragaszkodott a szigoru osztozkodashoz.

Nos, a lany része 2+(1+2)/2 = 3,5mFt, a fit része 1,5+
(1+2)/2 = 3mFt, a nevezd pedig az 6sszes 2+1,5+1+2=6,5mFt.
Tehat a tulajdoni részek:

lany: 3,56,5 = 7/13, firi: 3/6,5 = 6/13 .

Némely esetben orokléskor a részek tovabb osztodnak. Sza-
moljuk ki a két gyermek részét, ha az apa (elobb még "fiu")
vagy az anya (elobb még "lany") hal meg elobb!

(A valaszokat a konyv vegen, a Megoldas részben talaljuk.)
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Hamis tizezres

Olvassuk el alaposan az alabbi ujsagcikket. Valdjaban
mekkora kar ¢rte az (jsagost? Hanyast adnank az 0jsagironak
ill. a szakértOknek matekbol?

2003. oktober 10., pént

Hamis tizezres )

A belviros egyik ujsagospavi-
lonjanal hamis tizezressel fize-
tett egy férfi, aki elGtte kozel
ezer forintért vasarolt magazino-
kat. Az eladé elfogadta a pénzt,
és csak késGbb vette észre, hogy
valami nem stimmel vele. A rend-
Grkapitanysagra sietett, ahol
szakért6k megéllapitottak: a szi-
nes fénymasoloval késziilt banké
valoban hamis, de rendkiviil jo
minoségi, ezért a9 ezer forintot
Jvesztett” alkalmazott nem tehet
kiilonosebb szemrehanyast ma-
ganak.
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A megoldas egyszerii: az 0jsagos eladd nem csak az altala
visszaadott 9000Ft-ot sirathatja, hanem az 1000Ft értékl 0j-
sagot is, azaz 6sszesen 10000,-Ft -ot. Ez pedig nem meglepo,
hiszen a csalo is pontosan ennyit nyert: sikeriilt elpasszolnia a
hamis tizezresét!

Valasztokorzetek
Fiigg-e a valasztas vegeredménye attol, hogy hogyan
0Sztjdk fel a varost vailasztokeriiletekre? — Miért fiiggene, hi-
szen az X illetve Y pdrtokra szavazok szama nem valtozik!
Nézziink egy egyszerti példat. Alljon a V varos négy varosi
kertiletbol: I, 11, 111, 1V, de csak két vdlasztokeriiletre fogjak
0sztani, vagyis 0sszesen két képviselot valasztanak. Legyen a
két part neve X €és Y, ¢€s tegyiik fel, hogy az egyes varosi kerti-
letekben a partok tamogatottsaga az abran lathaté (ezer 16):

E
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Melyik part gy6z ha a valasztokeriiletek felosztasa:

a) eset: A=1.¢ésIlLker., B =1Il. és IV., vagyis a két valasz-
tokeriiletet kelet-nyugati vonal hatarolja: A északon, B délen,

b) eset: C=1I.¢és lll.Lker., D =1.és1V., ekkor a két valasz-
tokeriiletet észak-déli vonal hatarolja: C nyugaton, D keleten.

Konnyti kiszamolni, hogy az a) esetben mindkét valaszto-
Keriiletben az Y part gy6z (10>9.5 és 10.5>10, ezer 6), mig
a b) esetben a C valasztokeriiletben az X part gy6z (11>9.5),
D -ben pedig Y jeloltje (11>8.5, ezer £0) !

Tehat igenis van jelentésége annak, hogy hogyan osztjuk
vdlasztokeriiletekre a varost, azaz a lakossagot!

A mostani p¢lda azért megddbbentd, mert roppant egyszerii!
Mindossze nyolc, majdnem akarmilyen szam alkotja! A valo-
sag sokkal bonyolultabb lehet, rdadasul nem csak négy varosi
(vagy jarasi) keriiletbol lehet valasztokorzeteket 1étrehozni,
azaz egyik vagy masik partot elonybe hozni !

Felmertl a kérdés: lehetséges -e olyan varos és négy keriilet,
amikor az egyik esetben az X part, a masik esetben pedig az Y
part nyer kétszer? (A valaszt a Megoldasok részben talaljuk.)

Pelikan Jozsef [K89] cikkében és Norbert Herrmann [HN1],
[HN3] konyveiben valasztasok kiilonb6zo értékelési modsze-
reit mutatjak be.

Mindenki mindenkinek
Karacsonykor mindenki vett mindenkinek kis ajandekot.

Ha a tarsasag 7 tagu, akkor mennyi ajandék van a fa alatt? Ter-
mészetesen 7-6=42, hiszen mindenki 6 masik személyt ajande-
kozott meg. Altaldban pedig: X tagu tarsasag esetén mennyi
ez a szam? Nyilvan X-(X-1).

Forditsuk meg a kérdést: hany taga a tarsasag, ha 6sszesen
812 ajandék gytlt 6ssze? Az eldzdek szerint olyan X egész
szamot kell keresniink, amelyre X-(x-1)=812. Kis probalkozas
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utan megtalaljuk a megoldast: 812=29.28, tehat 0sszesen x=29
szemely ajandékozott.

Kicsit bonyolultabb a helyzet, ha koccintasokat szamolunk:
én is koccintok Jozsival, 6 is szamolta ezt a poharcsilingelést,
de veégiilis ez csak egy koccintas. Ha pedig mindegyik koccin-
tast hasonldan kétszer szamoltunk, akkor az altalanos keéplet

X(x—=1)
5 -
Kipréobalhatjuk: (pontosan) 812 koccintast egyetlen tarsasag-
ban sem hallhatunk, hiszen nincs olyan x egész szam, amelyre

_X(Xz_l) = 812 lenne! Koccintasok helyett kézfogasokat is ha-

sonloan kell szamolnunk, hiszen ketten razunk kezet egyszer-
re, ami csak egy keézfogas.

A puszi pedig még ezeknél is bonyolultabb, hiszen én adha-
tok is és kaphatok jobbrol és balrol is, ekkor a képlet 2x(x-1),
csak a reggeli futasnal fordul el6 a sporolos x(x-1) képlet.

Vigyazat: a csoknal mar megint az XX=)  formula keriil
eldtérbe! (?)

Csokken a novekedés
Ismer6som kérdezte teljes racsodalkozassal:

"Hogyhogy novekednek még mindig az arak, pedig dllitolag
az inflacio csokken!?"

Hasonlo6 kérdéseket hallottam mashonnan is:

"A part tamogatottsaganak csokkenése lassul, de mégis egyre
kevesebb a szimpatizans"” vagy "a levegé lehiiléesének iiteme

lassul, de megis egyre hidegebb van" vagQy "az auto egyre
lassabban halad, mégis egyre messzebb van".

Nos, mi is az "inflacié"? Magyarul dremelkedeés - amennyi-
vel az ar nd. Nézziink egy példat. Ha a TV most 100ezer Ft,
JOvO honapban 150ezer Ft, két honap mulva 175ezer Ft, akkor
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nyilvanvaldan végig novekedett az ara, vagyis végig volt in-
flacid. Azonban az els6 honapban 50ezer Ft, a masodik honap-
ban mar csak 25ezer Ft volt az inflacio, ami valoban csokkent.
Tehat hiaba csokkent az arnovekedés iiteme, attol még volt
novekedés vagyis inflacio!

Hasonldé magyarazattal érthetjiik meg a tobbi, latszolagos
ellentmondast is: ha valami valtozik (pl. levegd homérséklete,
part tamogatottsaga), esetleg csokken, attol még 6 létezik!
Ugyanez igaz a vdltozasokra is: az sem sziinik meg, még ha
kicsit valtozik is (kisebb vagy nagyobb lesz), attol még vdalto-
zds marad, sOt a vdltozas elQjele (iranya) i1s megmaradhat!
Tehat az eredeti mennyiség kénytelen meég mindig valtozni,
raadasul ugyanolyan iranyban mint eldtte, csak esetleg kisebb
mértékben.

A valtozo vdaltozasu mennyiségek grafikonjai tobbfélék
lehetnek:

_ X X 1.0
Y 10 05 0.0 00 05 1.0 y
0 o0 |00 —— 0
0.0 T 05 05 T 0.0
00 05 1.0 1 T 10 05 00

X + 10 10+ X

de figyeljiik csak meg: mindegyik valtozasanak irdanya (no-
vekszik vagy csokken) nem valtozik!

Megjegyzés: A fenti jelenséget a matematika nyelvén "konvexitas-
konkavitas"-nak hivjak, bOvebb magyardzatot példaul a Szerzd
[SzI1]-[SzI5] egyetemi jegyzeteiben talalhatunk, az alabbi két
mozgokep is errdl szol:
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/derivalt_novekszik.avi
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/derivalt_csokken.avi .
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A ""kombinett" jaték

Szokas "15-0s" jateknak is hivni: egy nagyobb négyzet
alaka lapos dobozban 15 kisebb (negyedakkora) négyzet fa-
lapocska van, ¢és egy iires hely. A lapocskakat kiboritjuk a
dobozbol és Ossze-vissza tessziik vissza, mint példaul a bal
oldali abran:

12l 3]

]34

1 —

Az iires hely melletti négy kis négyzet barmelyikét tetszés
szerint tolhatjuk az iires helyre, persze ekkor az iires hely is
"odebb vandorol", €s igy tovabb. Csak ilyan tologatasokkal
(nem ujabb kiboritassal!!!) sorba tudjuk-e rakni a lapocska-
kat, a jobboldali abra szerint? Manapsag inkabb miianyagbol
készitik mint gyermekjatékot, szamok helyett egy képecske-
vel, amely a lapocskék sorbarakasa utan bujik eld. (A lapocs-
kak oldalain levd sinek és bemélyedések allitolag megakada-
lyozzak a lapocskak kiboritasat,de ezt csak anyukdk hiszik el.)
Jatekprogramot, leirast, stratégiat, elemzést is rengeteget tala-
lunk a vilaghalon, leragott csont. Peldaul:
http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/fifteen.shtml .
Azonban érdemes megszivlelniink a XIX. szdzad hetvenes
¢veiben tortént nagyon sok emberi tragédia tanulsagat! Sam
(Samuel) Loyd amerikai rejtvényszerzé matematikus (1841-
1911) az alabbi feladatot tlizte ki napilapokban a "15 Puzzle"
jatékkal kapcsolatban, és 1000 (akkori!) dollart igért az elsd
helyes megfejtésért. Feladat: 4 lapocskak mind legyenek ere-
deti helyiikon, mindéssze a ket legutolso, a 14-es és a 15-0s
legyen megcserélve. Csak tologatassal cseréljiik vissza ezt a
két lapocskat, a tobbi is végiil keriiljon vissza eredeti helyére.

22


http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/fifteen.shtml

Sajnos az Oriilet végigsoport egész Amerikan €s Europan: em-
berek ezrei hanyagoltak el vagy adtak fel munkahelyiiket, é;-
jelente utcai lampak fényénel probalkoztak, a tologatasok sor-
rendjét probaltak memorizalni, soforok, pilotak, mérnokok,
mozdonyvezetdk, hajosok okoztak €és szenvedetek rengeteg
balesetet, farmerek hanyagoltak el allataikat, s6t a Német-
orszagi Reichstagban (Parlament) a képviselok is csak ezzel
foglalkoztak, Franciaorszagban tobb kart okozott mint a
dohanyzas és az alkohol egyiittesen! (Forras: http://www-
history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Loyd.html .)

Sam Loyd 1000 dollarja ugyanis biztonsagban volt: a fenti
feladat megoldhatatlan! Matematikailag konnyen be lehet
bizonyitani (tanitom is algebra 6raimon!), sOt nagyon egy-
szerti mddszerrel barmelyik kezdd allasrol (mint az e€l6zd ol-
dalon kozoltrol is) konnyen eldonthetd, hogy megoldhato
vagy sem!

Alabb csak roviden ismertetjiik a szamolast, hiszen sok he-
lyen olvashatunk részletesen a jatékrol (Elet és Tudomany wj-
sag [ET63/39], Csakany Béla [CsB], a Szerzd [SzI0], vagy az
interneten).

Eldszor toljuk le (akarhogyan) az iires helyet a legalso sorba,
a legutolsé helyre. Szamoljuk meg, hany csere

("inverzio") van most a tablan, vagyis hanyszor E
eldz meg nagyobb szam egy kisebbet. Az
el6z0 oldal tablaja peldaul igy alakithato: 4 1315

A cserék (inverziok) konyebb 0Osszeszamo-

lasahoz irjuk le egy sorba a szamokat:

12,2,3,1,10,14,9,8,4,11,13,15,5,7, 6.
A 12 megeloz 11 db nala kisebb szamot, a 2 és a 3 csak egyet-
egyet, az 1 egyetlent sem, a 10 azonban 6 db nala kisebbet, a
14 megeldz 8 db-ot, ¢s igy tovabb. Tehat a cserck
(megeldzések) Osszes szama

Cs = 11+1+1+0+6+8+5+4+0+3+3+3+0+1+0 .

23


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Loyd.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Loyd.html

A fenti 0sszeget nem kell kiszamitanunk pontosan,hanem csak
az érdekes: paros vagy paratlan. Ugyanis a matematikailag
ellenOrzott (bizonyitott) Osszefliggeés igy szol:

Tétel: A 15-6s jaték pontosan akkor oldhato meg, ha a cserék
fenti modon kiszamitott CS szama paros.

A mi peldankban Cs paros (hiszen paros sok paratlan szamot
tartalmaz), ezért az Olvasd nyugodtan probalkozhat: eldbb-
utobb biztosan sorba tudja rakni a lapocskakat!

Hasonl6 modszerrel lehet a Rubik Emd féle Biivos kocka
barmely allasarol (ha pl. szétesett és csak 0ssze-vissza raktuk
0ssze) eldonteni, hogy visszaforgathato-e. Errdl részleteseb-
ben példaul Csakany Béla [CsB] konyvében olvashatunk.

Ha az Olvasot érdekli Sam Loyd néhany tovabbi rejtvénye,
akkor Cyclopaedia of 5000 Puzzles, Tricks and Conundrums
konyvét ajanlhatjuk, ami peldaul a
http://www.mathpuzzle.com/loyd/ cimen talalhaté meg.

5-0s kerekités

Mindennap talalkozunk az 5-os kerekitéssel. egy- ¢és keét-
forintosok hijan készpénzes fizetéskor a legkozelebbi 5 -re
vagy 0 -ra kerekitve kell fizetniink. Nem csap-e be ismét a ke-
reskedelem benniinket - mint sok mas esetben? - tette fel a
kérdést sok ismerdsom. Nem részletezem a szamolast, aminek
lIényege: mivel a nagyszamu vasarlas esetén a végosszeg le- ¢€s
felfelé kerekitéser szinte ugyanannyiszor fordulnak el6
(vagyis az 0sszeg 0, +1, -1, +2, -2 mddositasai), ezért hosszi
tavon még egy fillérrel sem lesziink sem megroviditve sem
meggazdagodva! (2008 marcius 1. ota)

Siitemény

Aki eddig kovette szamolasainkat, az megérdemel egy
¢desség-feladatot is. Kedvencem a Rakott siiti, ami nem mas,
mint né¢hany piskotalap és kozottilkk csokikrém. Hdny lapos
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legyen, ha aranylag minnél tobb krémet szeretnenk? Termé-
szetesen mindegy, hiszen a lapok és a krém-rétegek felvaltva

kovetik egymast. Vagy mégsem? Mivel az alja €s a teteje IS
piskotalap, eggyel tobb réteg a tészta, mint a krém. Tehat a
csoki ¢€s a tészta aranya 1/2 (kétlapos), 2/3 (haromlapos), 3/4 ,
4/5 , ..., tehat jol sejtettiik: a csoki mindig kevesebb, mint a
piskota, de minnél tobb a réteg, annal kozelebb keriil aranyuk
az 1 -hez.

Fahrenheit

Sokan utaznak angolszasz tajakra (pl. USA), ahol a mér-
tekegyseégek hiivelyk (inch), 1ab (feet), gallon, font (pund),
uncia (ounce), acre (angol hektar), stb. Nem is kell atlépniink
sz€p hazank hatérait, az aruhazak is teli vannak kiilfoldi ter-
mékekkel, de levelezéskor is nehezen értettilk meg egymast
kulfoldi kollégainkkal: "a fiam mdr 7 lab magas"”, "hany
négyzetlab a lakasotok?", stb. A fenti mértékegységeket
(aranylag) konnyli atszamolnunk: minddssze egy valtdszam-
mal kell szoroznunk, akarcsak pénzvaltaskor. (Néhany szorzo-
tényezOt a Megoldasok fejezet végén megtalalunk.)
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A homérseklet azonban bonyolultabb, sohasem

tudtam reggelente, hogy pulovert vagy polot ve- | @
gyek fel, mert a radioban mindig csak 70° és 90° | C F
kozotti (Fahrenheit) homérsékletet jeleztek. Egy 90 K120
darabig magammal hordtam kedvenc kétskalds .o = %OO
homéromet, de hossza tadvon ez is maceras. Tehat a 30_§ =
pontos matematikai képleteket kellett kozelitbleg ~ == 8o
megjegyeznem (=~ a durva kozelités jele): -2—0—_2 F

- — - 5 10 ==
Celsius® = (Fahrenheit>-32)- =lE0

(@)

"
|

~ (Fahrenheit®-32)-0.555
tehat e
Celsius® ~~ (Fahrenheit®-32) /2.

—
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Példaul
73°F ~~ (73-32)/2 = 41/2 = 20.5°C |

pulovert kell vennem.
Termeszetesen 32 -nél alacsonyabb Fahrenheit
fagypont alatti hOmérséekletet jelent, mint peldaul

15%F ~~ (15-32)/2 = -17/2 = -8.5°C ,

meég eppen kibirhato, ha gyalog kell mennem suliba.

W
o
il
8 I’HH
N
(=)

Megforditva:
Fahrenheit® = %-Celsius°+32

= 1.8-Celsius®+32
vagyis

Fahrenheit® ~= 2-Celsius®+32 .
Példaul: -8.5°C ~~ 2-(-8.5)+32 =-17+32 = 15°F .

Autokolcsonzeés

Autot szeretnénk kolcsonozni 3 napra, és két cég ajanlata
koziil valaszthatunk. Az X cég napi 8900 Ft-ot kér az auto
hasznalataért és még 75 Ft-ot minden megtett kilométer utan,
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az Y cég 11900 Ft-ot kér naponta és 49 Ft-ot minden kilomé-
ter utan. (A benzint mindkét esetben magunknak kell megven-
nlink a fentieken tal.) Hany kilométer felett éri meg az Y c¢-
get valasztani? A két cég kozotti valasztasunkat hogyan befo-
lyasolja a kolcsonzési napok szama? (A szamolasokat szokas
szerint a konyv utolso fejezetében talaljuk.)

Fényképek

Keétfele fenykeépezdgep felveteleirdl kérhetiink papirké-
pet. A régi kisfilmtekercses ("hagyomanyos") gépbe filmteker-
cset kell tenniink (ara kb. 500 Ft), amely miianyag (celluloid)
szalagon vegyi anyagot tartalmaz a képek rogzitésére és taro-
lasara ("negativ'"). Nem dragéabbak, de sokkal jobb felbontast-
ak az olcsobb digitalis fényképezogépeknél. A kisfilmtekercs
elohivasaert egy fix oOsszeget kell fizetnlink tekercsenkent,
akar 24 keép akar 36 vagy 72 kép van a tekercsen (tobb nem
lehet). Ez utan minden 9x13 cm méreti papirkép (a "nagyi-
tas") 5,-Ft/db.

A digitalis fényképezdgepnél el6hivasi dij nincs, csak a sza-
mitogepre vald atirds "transzferkoltsége", ami 199,-Ft meg-
rendelésenként, akarmennyi képet is rendeliink. (Akar 500 ké-
pet is rendelhetiink egyszerre.) Minden papirkép ezutan 39 Ft.

llllIIllllllllllliiil.lllIIllllllllrl’.’ﬂlﬂiiﬁl’i’iiiiiii”
DIGITALIS KEPEK KJDOI.GOZ/\SA BARMILYEN | HAGYOMANYOS FOTO-
ADATHORDOZOROL KIDOLGOZAS NEGATIVROL
Uzleteinkben vagy az Interneten

912 e papirép Kidolgozasa digtdlis adathordozdrel 19
P 39 Fjdo 9x13cmes5Ft/db inssnes B/

gyt leadott

utdnrendelés 1 ncmervy 5. A felli I tt rak a film el6hivas ardt n hlauk

a transzfer kolfségel pem tartalmaz:
--lllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

0) Mennyibe keriil egy-egy tekercs (hagyomanyos) film eld-
hivasa, ha 24 képes tekercs el0hivasa €s a képek nagyitdsa (24
db) 6sszesen 919 Ft -ba keriilt?
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a) Szamitsuk ki, hogy 24, 36 illetve 72 kép megrendelése e-
setén mennyi a képek dtlagdra Kisfilm- tekercses és digitalis
fenykeépezOgép eseten?

b) Hany kép esetén olcsobb a digitalis fényképezdgép képei-
nek eldhivasa a hagyomanyos fényképezdgéphez viszonyitva?
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2. Zsebszamologépek, pontossag

Mindenki hasznalja. Mégis szamtalan fiatallal (altalanos-
¢s kozépiskolassal) talalkoztam, akik sokszor hamis ered-
ményt hoztak ki gépiikkel, és nem a billentyiik félreiitésével!
Mert meég az egyszerlibb szamtani képleteket is mashogyan
irjuk kézzel mint amilyen sorrendben a szamologép gombjait
kell nyomogatnunk. (Természetesen most nem a vagyont €rd
"fullscreen editor" zsebszamologepekrdl van szo!)

Mar az elején ki kell emelniink, hogy a haromféle gépti-
pus mar az alapmiiveleteknél is egészen mashogyan miikodik,
nem csak a billentyliket kell mas sorrendben iitogetniink:

Egyszeri (vagy "kulcstartos™): csak négy alapmiivelet, egy
memoria és gyokvonds van rajta.

Tudomanyos: sin, In, exp ¢€s egyeb kozépiskoldban tanult
fliggvényeket 1s kiszamolhatunk vele.

Kétsoros: minden beirt adatot ¢s miiveletet is lathatunk a
Kijelzo felsé soraban, az eredmény pedig az als6 sorban talal-
hato.

Fontos még tudnunk, hogy a szamitogépek Szdmologep
programja is eltérden mikodik az egyszerii és a tudomanyos
nézetben, az igazi zsebszamologepekkel teljesen megegyezo
modon!

Miiveletek sorrendje (precedencia)

Nyomjuk meg az alabbi gombokat (ebben a sorrendben)
egy egyszerl és egy tudomanyos vagy kétsoros zsebszamolo-
gépnek is:

2 + 3 x5 =
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(ami1 ugyebar 17). Meglepetésiinkre az egyszerti gép 25 -0t,
mig a tudomanyos 17 -et mutat! Ugyanis az egyszerl gép
lancmiiveleteket szamol: a kovetkez0 miiveleti jel gombjanak
lenyomasakor kiszamolja az eddigi eredményt - mintha az =
gombot is megnyomtuk volna. (Nincs elég memoridja a rész-
eredmény megjegyzéséhez.)

Persze, ha a fenti példa gombjait a

3 x5+ 2=
sorrendben nyomogattuk volna, mindkét gép 17 -et mutatna!

A Kkicsit bonyolutabb
58+ 32

45

feladat lattan onkénteleniil az
58+ 32+ 45 =

gombokat nyomjuk meg, ami viszont az egyszerii gépen lesz
helyesen 2, mig az okosabb gépek 58.71111111 -et
mutatnak, helyteleniil! Hat persze: az okos gépek ismerik az
osztas elsObbrendiiségét (precedenciajat), mi pedig az

58 + 32/45 =
képletet szamoltattuk ki veliik!

"A TORTVONAL ZAROJELET POTOL / IGENYEL "

tanuljuk az iskolaban, és ez bizony igy van! Tehat a legutdbbi

feladatot tudomanyos vagy kétsoros gépilinknek zarojelekkel
kell beadnunk:

(58+ 32 ) +45
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Osszeget tagonként osztunk
Ez a szabaly miért olyan bonyolult?

N

& 7 (>

T

Hiszen a képen is lathato, amit minden anyuka Osztonosen
tud: ha két medvebocs kozott kell elosztani egy csupor mézet
meg egy szelet kenyeret, akkor nyilvan mindkét targyat
egyenként (azaz tagonként) osztjuk el! Mindennap i1s ezt
csinaljuk, nem csak az iskolapadban!

A kovetkez0, nem bonyolultabb képletet
1200

42+78

okosabb géppel hasonloan egyszertien szamolhatjuk ki:
1200+ (42+78) =

vagyis 10. Azonban lancmiiveletes egyszeriibb géppel, a leg-
tobb diak csak papir és ceruza segitségével boldogul:
kiszamolja a nevezot (42+78=120), lekormoli, kijelzot
nulldz, majd elosztja a szamlalot a papirrol bemasolt
nevezovel.

Pedig sokkal gyorsabb ¢s keveésbé rontjuk el a masolast, ha
hasznaljuk a Memoria (M) gombot:
eloszor lenullazzuk a memoriat az  MC vagy RCM gomb
kétszeri lenyomasaval, majd irjuk:
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4 2+78=M+1200+ MR =

vagyis a nevezoOt a papir helyett a memoriaba irtuk, €s az osz-
taskor mar csak onnan (a memoriabol) olvastuk ki!
Gyakorlasképpen szamoljuk ki a
373+287

42+18
tortet papir €s ceruza ne¢lkiil, de ne fejben! (Megoldast a leg-

utolsé fejezetben talalunk.)

Ki tudja-e szamolni a kedves Olvaso az alabbi tort értékét:
430

25-64
Zarojelekkel természetesen a megoldas:
4 30+ (25 x©614) =
vagyis =0,26875, de még az egyszeru gépen (zardjelek nél-
kiil) 1s miikodik az emeletes tort értelmezése:
4 30+25+614-=

?

hiszen
430
430 925
25-64 64

de semmi esetben sem nyomjunk 430+25x64 -et!

Zaraojelek

A fenti példak is mutatjak, hogy nem csak az iskolapad-
ban, hanem a legokosabb (legdragabb) szamologépeknél is
nagyon fontos a megfeleld zarojelek hasznalata: zarojelek nél-
kiil a beirt képlet konnyen mast jelenthet, mint amit mi szeret-
nénk kiszamolni! A zardjel(par) nem mas, mint egy reklam-
szatyor: nem szorddnak ki a szamok beldle. Inkabb tobbet
irjunk a papirra, mint kevesebbet!
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Szamrendszerek
Az angliai Daily Mail 2008. jalius 15-1 szamaban és
[MG2] -ben is olvashattuk az alabbi esetet:

Decimalisation?

A traffic warden was caught ticketing innocent motorists, because he couldn't
tell the time. He used a calculator to work out the expiry time on a ticket, without
realising the device worked in decimals and not minutes and hours,

Mr A parked near Torquay harbour at 2.49pm and paid £1.20 for 75 minutes,
covering him until 4.04 pm. But when he returned at 3.41 pm, he discovered a £50
fine on his car. The warden had tapped 14.49 into his calculator and added 0.75 to
produce a total of 15.24, some 17 minutes before he returned to the car. The motorist
said, ‘I tried to explain but he didn't have a clue. He just carried on doing the same to
other cars parked there.’

Tony Robin saw this news story in the Daily Mail of 15 July 2008.

" Egy kozlekedési rendor artatlan autost biintetett meg, mert
a rendor tévesen szamolta ki az eltelt idot, pedig zsebszamolo-
gépet hasznalt.

A. ur a Torqay kikototol nem messze parkolt le délutdan 2.49-
kor és 1.20 Fontot fizetett 75 perc parkolasért, ami 4.04 -ig
biztositotta neki a parkolasi lehetoséget. De amikor visszatért,
3.41-kor, egy 50 Fontos biintetést talalt a szelvédojéen. Ugyan-
is a parkoloor beiitotte a szamologépbe: 14 .49+0.75 , és
al15.24 eredmeny lattan kitette a biintetést a szélvédore.

" Megprobaltam neki megmagyarazni tévedését, de lattam,
hogy az egészrol fogalma sincs, a tobbi parkolo autot is SOr-
ban biintette hasonloan" - mondta a poruljart autds, aki alig
17 perccel késobb jott azutan, mint amit az or szamologépe
mutatott. "

A zsebszamoldgep tizes (decimalis) szamrendszerben szamol,
vagyis a parkoloor (helytelen) szamitasa megfelelt a
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14+4—9 +E = 15+ﬁ
100 100 100

egyenlOségnek, ami persze egészen mas, mint ami a karorank-
hoz kellene:
14+ 49 + o 16+ 4
60 60 60 -

A legtobb tudomanyos és kétsoros szamologép tud (tetszole-
ges nevezdji) tortekkel is szamolni: aP/. vagy egy hasonld
gombot kell keresniink. Tehat a parkol66rnek mindossze a ti-
zedespont helyett az a®/. gombot kellett volna megnyomnia:

14 a¢/. 49 a*/. 60 + 75 aP/. 60 =

¢s a kijelzOn maris lathat6 lett volna a
16 41 d 15

eredmény, aminek jelentése szokasos irdsmoddal a

16i =16+i
15 15

altort. Igaz ugyan, hogy ez mar nem 60 -as szdmrendszerben
van (a zsebszamologép egyszerusitett), igy a tortet vagy fej-
ben bovitjiik 4-gyel: 16+1/15 = 16+4/60 azaz 16 ora 4 perc;
vagy tovabbi gombokat keresilink a szamologépen.

A dms vagy °'" gombokkal tizes- €s hatvanas szamrend-
szerek (degree-minute-second, azaz fok-perc-masodperc) ko-
zOtt valthatunk oda-vissza, tehat eloszor az aP/., 4/. és az
= gombokat nyomogatva az 16J41J 15 credményt atvalt-
juk tizes szamrendszerbe: 16.066667 , majda °'" gom-
bot megnyomva latjuk

16°4°0°
ami a szamologép nyelvén 16 éra 4 perc 0 mp -et jelent!
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Sajnos alapmiveleteket kozvetleniil a dms vagy °''" gom-
bokkal nem vegezhetiink, példaul :

1 4°'" 49+ 0 °'" 75 = Syntax error.

Ha tehat a dms vagy °'" gombokat szeretnénk hasznalni,
akkor az alapmuveletek el6#t mindent at kell valtanunk tizes
szamrendszerbe, a miiveleteket a szokdsos modon (decima-
lisan) elvégezni, majd a veégeredményt visszairni hatvanas
szamrendszerbe.

A parkolodr probléméja megoldhatéo az a*/. vagy °'"
gombok nélkiil egyszeri szamologéppel is,ezt szintén a konyv
végén a Megoldas részben ismertetjik.

Az aP/. gomb hasznos akkor is, amikor példaul CD -re
iras elott szamoljuk 0ssze a zeneszadmok hosszait, vagy geo-
metria hazifeladatunkban a szog-percek ¢€s -masodpercek
hasznalataban is.

Szlikségiink lehet a hatvanas- €s tizes- szamrendszerek ko-
zOtt atvaltasra is. Mint emlitettiik, erre hasznalhatjuk a dms
vagy °'"™ gombokat,a SHIFT illetve az INV gombokkal
kombinalva. Ha ilyen gombunk nincs, az alabbi egyszerli kép-
leteket is meg lehet jegyezni:

hatvanas = tizes:
14 + 49 / 60 =

vagyis

14+4—9 = 14,816666
60 !

tizes = hatvanas:
0,816666 x 60 =
vagyis

0,816666 = 49
60 -
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Szamrendszereken alapulnak a Négy kartonpapir ¢és a
Varazsdiok buvésztriikkkok is a 9. fejezetben.

Maradékok

A szamrendszerekkel, egész szamokkal szoros kapcsolat-
ban van a maradék fogalma. Nem csak kisiskolasok matema-
tikdjaa " 17 osztva 3 -mal =5 -sz6r és marad 2 ". A modern
titkosirasok, biztonsagos internet-kapcsolatok €ppen a (tobb-
szazjegyll) egész szamok maradékain alapulnak, amikrdl pél-
daul a Szerzo [SzI6] konyvében olvashatunk bovebben. Kii-
16nb06z6 szamrendszerek kozotti atvaltaskor is maradékos osz-
tasra van sziikségiink. A kiilonb6z6 kdédok €s szamok, mint
példaul TAJ, APEH, ISBN szamok, vonalkoédok mind a mara-
dekok megfeleld "kezeleése" miatt biztonsagosak.

Es én mikor hasznalom - kérdezi kedves Olvasom? Példaul:
"Milyen nap volt 40 vagy 270 nappal ezelott" - csak a 7 -tel
valo (osztasi) maradék a lényeg, és nem az, hogy hany hét telt
el azota. "Hany siiti marad ki a dobozokbdl" - szamolgatjak az
aprosagok a konyhaban, szajukat nyalogatva. A 9. fejezetben
bemutatott Csodagomb titka is egyszeriien a maradékok tulaj-
donsagain alapul. Végsé soron a trigonometrikus fliggvények
(sin, cos) is csak a szog 360 -al vett maradéka irant érdekldd-
nek, radian esetén pedig 2x Szerint képezziik a maradékot.

Hogyan kell a maradékot kiszamolni?  Sajnos ilyen gomb
nincs a szdmologépeken, nekiink kell kitalalni, rdadasul ehhez
papirt €s ceruzat is elo kell venniink.

Példaul mennyi maradékot ad 839 423, ha elosztjuk 5701-el?
Egyik modszer:
839 423 : 5701 = 147.241

a tizedesjegyeket levagjuk, €s a maradék
839423-(5701*147) = 1376 .
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Ugye emléksziink: "egyszeri" szamologépeken kellenek a za-
rojelek!
( Ellenorzés: 5701*147+1376 = 839 423 )

Masik modszer:
839 423 / 5701 = 147.241361 ,
most csak a tizedesjegyekkel szorzunk vissza (hiszen az a ma-
radek):
5701 * 0.241361 = 1375,999061
~ 1376

Bizony, ez a modszer kicsit pontatlanabb az elsdng¢l, itt is 1¢-
nyeges a pontossag!

Néhany zsebszamologép képes binaris, oktalis és hexadeci-
malis (2-es, 8-as, 16-0s) szamrendszerekbe atvaltani és alap-
muveleteket elvégezni, de csak nagyon kicsi szamokkal.

Pontossag

A zsebszamologep feleslegesen szamol legalabb 8 tize-
desjegyre pontosan, a hétkoznapi életben altalaban ketto is
elegendo. Minek veszodjlink tehat a felesleges jegyek kormo-
Iésével! Még a matek €rettségin is csak ket tizedesjegyre kerik
a végeredményt, tehat a legtobb nebuld mar a szamolas elején,
¢s végig minden lépésben mindig csak két-két tizedesjegyet
vesz figyelembe. Azonban a kerekitési hibak menet kozben
nohetnek, sot robbanhatnak is - a végeredmény mar egyetlen
tizedesjegyre sem lesz pontos,sot az egészek is pontatlanok
lehetnek! Alabb néhany megtortént esetet mutatunk be.

Legegyszeriibb példa
Az
54.0672 - 2.5373 * 21.2313 = 0.19702251

kifejezés tagjait két tizedesjegyre kerekitve
54.07 - 2.54 * 21.23 = 0.1458 ,
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sOt csonkitassal szamolva
54.06 - 2.53 *21.23 =0.3481

mar nagyon pontatlan eredményeket kapunk!
Eddigi "legdurvabb élményem" a kovetkezo:

Egyenletrendszerek
Oldjuk meg az alabbi két egyenletrendszert (kiilon-kiilon), a
legegyszeriibb "kifejezem-visszahelyettesitem" modszer is jo:

1) 5.0002-X - 3.7342.y = 12.1226
4.9997-x - 3.7339-y = 12.1224 ,

1) 5.0002-X - 3.7342.y = 12.1226
5.0004-X - 3.7344-y = 12.1228 .

Vegylik észre, még ha nem is allunk neki a megoldasnak,
hogy a négy egyenlet egyiitthatoi alig (par tizezredben) tér-
nek el egymastol, sot 1.) és II.) elso egyenletei teljesen meg-
egyeznek. Varhato tehat, hogy a gyokeik (megoldasaik) is alig
kiilonboznek egymastol ... . Tobb évben adtam fel hazi fel-
adatnak 1.) -et a lanyoknak és II.) -6t a fitknak. Rendszeresen
legalabb annyiféle végeredményt hoztak ki, amennyi az
osztalyletszam!

A pontos végeredményt a Megoldasok részben ismertetjiik
(nem akarjuk elvenni a lelkes Olvasok sikerélmeényét), de any-
nyit mar most eldrulunk, hogy I.) €s II.) pontos gyodkeinek el-
térese tiznél 1s nagyobb!

Vagyis az adatok (egyenletek egyiitthato) eltérése tobb mint
tizezerszeresére nott-robbant fel! Ugyanez a veszé€ly 4ll fenn
altalaban minden szamitasban, tehat ne rostelljiik 4-6 tizedes-
jegy lekormolésevel a részletszamolasok hibait a lehetd leg-
kisebbre csokkenteni!

A fenti L. és II. egyenletrendszerek (és hozzajuk hasonldk)
alaposabb vizsgalata végre matematikai magyarazatot ad egy
tobb évezredes tapasztalatra.
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Szabaszollo
Micért nehezebb egy hosszl 0ll6 végén vagnunk, mint az

"elejen", a forgastengelyéhez kozel? Fizikusok ezt a forgato-
nyomatékkal magyarazzak: a papir oldalan nagy az erdkar,
tehat nalunk nagy az er6 ... . De egy matematikus nem ijed
meg egy papirtdl! Ha lassan, egyenletesen mozgatjuk az ollot
¢s alaposan megfigyeljiik mozgasat,akkor észrevehetjiik, hogy
a nagyra nyitott oll6 a forgastengely kozelében vag, mégpedig
lassan. Az oll6 végei pedig akkor kezdenek Osszeérni, amikor
az oll6 mar majdnem becsukddott, ekkor viszont (hosszaban)
nagyon gyorsan vag. Tehat az oll6 végeinél mar nagyon (ter-
mészetellenesen) lassan kellene 6sszecsuknunk szarait. EKkor
az olld két ¢le, mint két egyenes nagyon kicsi szoget zar be,
majdnem parhuzamosak. Marpedig ha ilyen egyenesek szogét
picit is valtoztatjuk, metszéspontjuk - ahol éppen az oll6 élei
vagjak a papirt - nagyot "ugrik". Ezt nem csak szemléletiink
miatt mondjuk, hanem az fenti 1. és II. egyenletrendszerck
megoldasainak Osszehasonlitdsabol! Ugyanis kozépiskolaban
tanuljuk: egyenesek egyenleter éppen |. €s II. -hdz hasonlo
egyenldéségek, a metszéspontok pedig éppen az egyenletrend-
szerek megoldasai.

Hasonldéan emiatt remeg keziinkben egy hosszu bot vege is:
keziink apr6 mozgasat nagyitja fel a bot masik vege.
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A szamitasok pontossagara visszatérve még két esetet idézek
fel roviden.

Fabatka
Kiszamitando a kovetkezo képlet:

3 3
3+/3 N 3-/3
6 6 -
A pontos érték 0.5, azonban a tortek és hatvanyok két tizedes-
jegyre torténo kerekitése utdn 0.48 ¢és 0.51 kozotti értékeket
kaphatunk, attol fiiggden, hogy a képletet mekkora részekben
szamoltatjuk ki a szamologéppel.
Az eredeti feladat [SzI12] és [SzI13] -ban jelent meg, és

megtalalhaté honlapomon is az alabbi cimen:
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/cikk\ValszaMese+.doc .

Centrifuga

Eqy centrifuga fordulatszama 2850/perc, a forgo henger bel-
so atméroje 40cm. Hanyszorosa a henger falan levo vizCsepp
centripetalis gyorsuldsa a nehézségi gyorsulasnak?

Egy lehetséges szamolas (minden 1épésben legalabb két ti-
zedesjegyre kerekitéssel):

f =2850/perc = 47.5/sec, T =1/f ~0.02 sec,
o = 27/T =~ 2-3.1416/0,02 = 314.16 /sec,

acp = 01 =314.16-314.16-0.2 ~ 19739.30 m/s?,
acp/g = 19739.30/9.81 = 2012.16 -szerese.

A hivatalos (pontos) eredmények: f = 47.5/sec, o = 289.3/sec,
acp = 17796.58 m/s? = 1814.13 - szerese a nehézségi gyorsu-
lasnak.
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A tanulsag

Ha mar szamologépet vesziink keziinkbe, akkor ne ros-
telljik a gép altal kiszamolt tizedesjegyeket felhasznalni
tovabbi szamolasainkhoz: legalabb 4 vagy 6 tizedesjegyet
olvassunk le: irjunk le papirra és billentytizziik be, vagy még
¢s ujboli elohivasahoz, felhasznalasahoz.

N¢ha sziikséglink lehet még nagyobb pontossagra: a gépek
altalaban 8-10 jegyet mutatnak Ki, so6t legtobbjiik 11-13 jegy
pontossaggal szamol "beliil". A gép "belsd" pontossagat ki is
tudjuk probalni. Szamoljuk ki példaul a kovetkezot:

1 /3 -0.3333... =

annyi 3 jegyet megadva amennyit csak a gép elfogad. A gép
valasza éppen a bels6 memoria és a kijelzo kiilonbsége lesz,
vagyis éppen a kijelzon éppen mar nem lathatd szamjegyek!

A Windows beépitett szamologépe a fenti szamolas utan a
kovetkezOt mutatja :

3,3333333333333333333333333333333 e-31

Ezt tudomanyos alak -nak nevezzik: az e (exponens) beti
elétt all6 szamot (mantissza) meg kell szorozni 107! -el, vagy
egyszeriibben: a tizedesvesszot/pontot kell 31 hellyel jobbra
vinniink:

0,000...3333333333333333333333333333333

(A 10! hatvany kitevdjét, -31 -et karakterisztikd -nak nevez-
IK.) A fenti tizedesvessz6 utan 30 db nulla utan kovetkeznek
a 3 jegyek. Ez annyit jelent, hogy ez a szamologép 32 jegyet
mutat ki és "beliil" még tovabbi 32 jegyre szamol, vagyis 64
tizedesjegyre pontos, a hiba kb. 104
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3. Szazalékszamitas

Egy egész kiillon fejezetet szenteltiink egy egyszerli ara-
nyossagi feladat-tipusnak, hiszen egész ¢€letiinket atszovi, nem
csak a learazasoknal, hanem minden pénziigyi problémankban
(meg a legaprobbakban is) foglalkoznunk kell vele!

A szazalek sz6 nem csak rimel a szazadrész szora, hanem
ugyanaz: az eredeti mennyiség X szazaléka pontosan ennek a
mennyiségnek az X -szazad része! Maga a % jel is a tort-
vonalbol és a nevezo (100) két nullajabol all! (Angolul, vagy
inkabb "amerikaiul" percent [ami valojaban latin], azaz min-
den $ utan ennyi cent, vagyis ennyi szazadrésze.)

Nagyon fontos, hogy €ppen mekkora az eredeti mennyiség,
amihez viszonyitunk: ugyanakkora szdzal€¢kos arany nagyobb
kiindulasi mennyiség esetén nyilvan nagyobb! A legtobb téve-
dés bizony €ppen amiatt van, mert errdl az egyszerii 6sszefiig-
gesrol feledkeziink meg!

Auto, benzin, ...

a) EQy auto arat eloszor felemeltek 10% -kal, majd le-
szallitottak 10% -kal. Most olcsobb vagy drdagdbb az eredeti
arhoz képest?

b) A benzin arat elészér csokkentettek 10% -kal, utana
felemeltek 10% -kal. Most olcsobb vagy dragdbb az eredeti
arhoz képest?

Megoldasok:
a) A masodik 10% mar a felemelt arnak 10/100 -ad része,
tehat tényleges értékben nagyobb, mint az els6 10% , ami az
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emeles volt. Ha pedig az arcsokkenés nagyobb az aremelés-
nél, akkor a termék ara vegiilis csokkent.

b) A masodik 10% mar a csokkentett &rnak 10/100 -ad ré-
sze, tehat tényleges értékben kisebb, mint az elsé 10% , ami a
csOkkentés volt. Ha pedig az arndvelés kisebb az arcsokken-
tésnel, akkor a termék ara végiilis csokkent.

Hogyan? Mindkét esetben jOl jartunk? Ha a fenti érvelések
nem teljesen gyOdztek meg minket, akkor szamoljuk ki a meg-
szokott képletekkel:

A-(1+10/100)-(1-10/100)

A-0.99 ,
€s

B-(1-10/100)-(1+10/100) = B-0.99
Erdemes volt a képleteket felirnunk: egyrészt a szorzas kom-
mutativ, masrészt csak 1% -kal jartunk jol, egy liter benzin-
nél ez mindossze 4Ft. Bocsanat, egy 5 millios autonal ez mar
otvenezer Forint! (De a maradék 99% is nagyobb ...)

Tovabbi egyszerli (gyakorld) példakat meég latunk keésobb,
most egy pénztarcaba vago peldat vegylink a mindennapokbol
(2008 kortil tortént).

TB tamogatas

A sajtd szerint az orvossag TB -tamogatasa csak 5% -kal
csokkent, én mégis tObbszorosét fizetem eddigi gydgyszereim-
nek!?

Hat igen, ama
bizonyos tdmo-
garas  csokkent
95% -r6l 90% -ra
(a gyogyszer ere-
deti, méregdraga
arahoz viszonyit-
va), tehat az én-

5% 10%

90%




dltalam fizetendo maradek rész 5% -rol noétt 10% -ra. Ez
valoban kétszeres aremelkedés részemre !

Az Olvasét nyugodtan "megvigasztalhatjuk": legkdzelebb
csak a 10% fog emelkedni 15% -ra, vagyis akkor mar "csak"
masfélszeresére valtozik a gyogyszer altalunk fizetendd ara!
Sot, ha utana még csokken a tamogatas 85% -rol 80% -ra, ak-
kor a mi résziink mar valdéban csak alig valtozik: 15% és 20%
kozott tényleg nem sok a kiilonbség (4/3 -Szoros).

Hoppa! Ha a fizetend6 6sszeg emelkedik, akkor annak ard-
nyos részei 1s lehetnek nagyok! Ez mar csak egy példan lesz

vilagos! Tehat legyen a gydgyszer eredeti 10000 Ft.
95%- 5% megosztasnal a TB fizet 9500 Ft-ot, én 500 Ft-of,
90%-10% megosztasnal a TB fizet 9000 Ft-ot, én 1000 Ft-ot,
85%-15% megosztasnal a TB fizet 8500 Ft-ot, én 1500 Ft-ot,
80%-20% megosztasnal a TB fizet 8000 Ft-ot, én 2000 Ft-ot,
stb.
Vilagos, nem? Az Allam fokozatosan (mindig) 5% -kal csok-
kenti részét, ez nekem minden alkalommal ugyanannyi
pluszkiadast jelent, a példaban +500 Ft-ot! Ha a gyogyszer
10ezer Ft helyett 100ezer Ft -ba keriil, akkor ugyanez a példa,
csak mindenhol egy 0 -val tobb.

Ismét beleestiink a szokasos csapdaba: Nagyobb mennyiség
ugyanakkora része (szdzaléka) nagyobb!

Megjegyzés: a feladat elején emlitett "5% -os TB tamogatas
csokkentés" egészen pontosan a gyogyszer eredeti arahoz vi-
szonyitott 5% , a TB kassza eddigi (sajat) kiadasai 90/95*100~
~ 94,74% -ra csokennek, vagyis valojaban (kicsit) t6bb, mint
5% -ot takarit meg!

Ado

A "sotet" kozépkorban ado gyandnt tizedet és kilencedet
szedtek. Ez hany % SZJA adonak felel meg? Mennyi is volt
2008 -ban, és most (2012-ben) mennyi?
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Tized =10% , kilenced = a maradék 9/10 rész kilencede =
az eredeti 10%-a, ez 0sszesen 20%o.

2008 -ban a legtobb fizetés utan 30-40% adot fizettiink, ez
most (2012-ben) csak 16% . Azonban erre jonnek még kiilon-
b6z6 jarulékok, sot a vasarolt termékekre és szolgaltatasokra
megint 5 - -25% AFA -t is fizetiink ... .

Kilencedik

Az alabbi ujsaghir fejlécében "minden kilencedik" ember-
0l olvasunk, a cikk belsejében pedig 9% -os szavazobazisrol:

 Minden kllencedlk ember

’ ,‘iszavazna a

-:%’B”dﬂpest ( mi ) A Prog_ )
Intézet 2500 6
alapullo;f

~ ressziv
8 megkerdezesen
kozvelemeny-kutatczsa

P zede szmlpatlzal a

Ugy vélik, a tarsadalom-.
banvannyitottsga szélsg-
séges mozgalmak irdnyd-
| ba nem fedezhetd fel féle-
szerint a tdrsadalom egyti-
' " soktol!
, 9 szdzalék sza--

lem a pOlltlkaI extrémita-
Az  emberek

tobbségének egzisztencid-

~ vazna is ra ‘ha part lenne. lis félelmei vannak.
Nomarmost: 9% = 9/100 , mig a "minden kilencedik" értéke
1/9 . Konnyen ellendrizhetd, hogy 1/9 = 9/100 , pontosabban
1/9 =~ 11.1% , vagyis az jsagird tobb mint 2% -ot tévedett!
SOt, ha a cikkben emlitettek szerint "a tdrsadalom egytizede
szimpatizans", akkor a +2% szavazobazis kikbol is all?

(Hasonl6 problémat elemeztiink a legelsd, "Minden 6todik™
problémaban a 8. oldalon.)

No, most jon a Feketeleves:
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Hitel

GYORS KOLCSON KESZPENZBEN!

30000-100000 Ft-ig | KEZES NELKiL

Példa: 90 000 Ft kélesn esetén Hivia a PPPPPPP Pénziigyi Rt.+
a heti torlesztés 3861 Ff, 39 hétre. heétfotal szombatig 7:30—20 dra kizott;

Kiildje el a HITEL szot és nevét SMS-ben

és mi visszahivjuk: 06 20 00000 00
20640000000

A hirdetés nem mindsil ajanlattétenek,
a PPPPPPP a kilcsont a sajat f:lteételei szerint P P P PP PP P P
bocsitia readelkezésre. FINANCIAL

A képen lathato hirdetés valodi, csak a cég nevét és telefon-
szamat takartuk le! A hirdetés szovege: "Példa: 90.000,-Ft
kolcson esetén a heti torlesztés 3861Ft 39 hétre."

Hany szazalék kamatot fizetiink a futamido végére? A kapott
ertéket szamoljuk at éves kamatszintre is! (A pénzintézetek az
eves kamat 365 -0d részét szamoljak napi kamatnak, vagyis az
¢ves kamat idGaranyos részét.)

Osszesen befizetiink 39-3861 = 150 579 Ft -ot, ez a kapott
Osszegnek

150 579/90 000 - 100 = 167,31% -a,

tobb mint masfélszerese, de csak ropke 39 hét alatt! Ez éves
szinten
167,31 - 52/39 = 223,08 % !

Az eredeti hirdetésen " THM = 227%-t0l 438%-19" Volt,
vagyis a fenti peldanal sokkal "durvabb" uzsorakolcsonoket is
reklamozott a cég !
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Stadionok

Szémdk

szerint

30

szazalékos volt atlagosan

a magyarorszagi futball-
stadionok kihasznaltsaga a
2009-2010-es szezonban. Ez-
zel — akarcsak a tébbi muta-
tot tekintve — Eurdpaban se-
reghajténak szamitunk. No-
ha Romaniaban csupan 39
szazalékos a kihasznaltsag,
Csehorszagban és Lengyel-
orszagban ez a mutato 46,
Ausztriaban pedig 63 szaza-
lék. A legjobb arany az an-
gol (92 szazalék), a holland
(90) és a német (88} stadio-
nokra jellemzd.

2920

néz6 latogatott ki atlagosan
a magyarorszagi meccsekre.
Németorszagban 42 500,

- Anglidban 34 151 az atlagos
nézdszam, de Romaniaban
és Csehorszagban is c¢sak-
nem étezren, Ukrajnaban

pedig 8950-en kivancsiak
egy-egy meccsre.

9733

f&s a magyar stadionok atla-
gos kapacitasa. Nem sokkal
nagyobbak a cseh (10 641
f8), a lengyel (11 407), az
osztrak (12 497) és a roman
(12 595) létesitmények, de
jobb kihasznaltsaggal mii-
kédnek. A legnagyobb sta-

‘dionok Németorszagban

(48 295 f§s atlagos befoga-
déképességgel), Olaszor-
szagban (40 913) és Spanyol-
orszagban {38 748) vannak.

57

év a magyar stadionok at-
lagéletkora. A legidésebb
stadionok Skociaban (80
éves atlagéletkor), Anglia-
ban (71) és Olaszorszagban
(65) mikédnek. A skala tal-
s6 végén azok az orszagok
talathatok, amelyek a kozel-
multban futball-Eb-t rendez-
tek: Ausztria (35 év), Svajc

| {32), Hollandia (25} és Portu-

galia {21).
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Az Ujsagcikk hemzseg a sok szamtol. Peldaul a magyar sta-
dionok kihasznaltsaga csak 30% mig a németeké 88% !
De az atlagos néz6szadm nalunk 2920 {6, dnaluk 42500 {0, a
stadionok mérete itt 9733 {0, ott 48295 f6. Tehat ne csodal-
kozzunk azon, hogy stadionjaink alig vannak kihasznalva: mi
aranylag nagyobb stadionokat épitettiink, feleslegesen, hiszen
aranylag kevesebb nézonk jar meccsekre!

A tovabbi gyakorlo példak szintén megtortént esetek, csak
nem minden esetben masoltam ide az ujsagcikkeket. A vala-
szokat a konyv veégen, a Megoldas részben talaljuk meg.

AFA

2008 -ban a termékek 15%-0s AFA -ja 20%-ra modosult,
2012. januarjaban pedig 25%-rol 27% -ra. Nekiink (fogyasz-
toknak) ez brutté mekkora aremelkedést jelent?

‘Szeptember, te draga!

Aremelések sorozatéat inditja el az 4fandvekedés

Budapest (mt) - A 15 augusztus 1-jén emelkedett
szazalékos afakulcs meg-  ugyan — dtlagosan kozel 30
szUntetésével minden, szazalékkal ~, de szeptember
eddig ide sorolttermék  1-jétSldjabb 5 szdzalék jonra,
ara emelkedik szeptem-  az dfadtsorolds miatt. De a géz

ber 1-jével, mivel 20 sz4-  mellett szdmos mas termék 1s

zalékos lesz a fogyasztasi  dragul péntektdl. Az afator-

ado kulcsa. | vény megszing, a 15 sz4zalé-

, kos kulcs ald sorolt terméke-

- Emellett drdgabbleszavo- ket és szolgéltatasokat sorolo

nat- és a buszjegy, tovabba a melléklete az élelmiszerek

fogyasztdsi ad6 novekedése koziil a hissal kezdGdik. (A

miatt az alkoholos italok és a  tovabbiak a 2. oldalon, Ter-
dohanytermékek is. A gz &ra mékek... cimmel.)
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10% utan 10%

(Sajnos) gyakran halljuk: "... most 10% az aremelés, a
kovetkezo honapban ujabb 10% lesz, vagyis osszesen 20% ".
Pontosan mennyi?

MAV

2007. januar 17-én a MAV emelte a jegyarakat 16%-kal,

marciusban ismét 17% -kal. Ez 6sszesen mekkora aremelés?

Gaz
Ha augusztus 1-jén 30% -kal majd szeptemberben ijabb
5% -kal novekszik a gaz ara, akkor 6sszessegeben mennyivel?

Kamatado
Ha Imillié Ft betétink évi 5% kamata utan 20% kamat-

adot kell fizetniink, akkor ez mekkora kiadas nekiink?
(2006. szeptember 1. Gjsdgcikk alapjan.)

Addbevallas

A 2002. évi adobevallasnal evi 1 050 000 Ft felett a tobb-
let 40% -an feliil még 267 000 Ft -ot kell adozni. Mekkora
havi jovedelem esetén lett a jovedelem 30 % -a az ado ?

Nyugdij

2006. évben volt parlamenti vita: Melyik jobb a nyug-
dijasoknak: a 4 év kormanyzati ciklus végére 13. havi egy-
szeri nyugdij, vagy 4% azonnali emelés?

Szuperbruttositas

Lényege: eredeti fizetésiink helyett annak 27%-kal novelt
értéke (amit nem is lattunk) utan adézunk, 2009 -ben 17% -ot.
Ezt az Osszeget természetesen eredeti fizetésiinkbol vonjak le.
Mennyi az ado, eredeti fizetesiinkhoz keépest?
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Vasarlas
Igaz -e, hogy arleszallitaskor "minnél tobbet vasarolunk,
annal tobbet sporolunk™ ? (Valasz a konyv végen.)

Birtok eladas 1877 -bél
A Szentesi Lap 1877. december 16-i szamaban jelent
meg az alabbi hirdetés:

Birtok eladas!

Puszta-Szirhalmon, Kis-Szénts mellott

1,000 hold szantéféld,

384 hold kaszidld,

470 hold legelo
episzhen. vagy 100 hold részletenként 10 évi
tirlesztés mellett, minden évben a T-ik rész nz

dsezegbll lefizetends, — eladd, —
Ertekezhetni:

GuF~ EOHN FARKAS urnédl, "398
B laldsa: Kandse Stndor fe heizhen. 30

Srentesi Lap 187/ dec b

Részletfizetés esetén mennyi az éves kamat, €s mennyit fize-

tiink 0sszesen? (A részletes megoldas a Haladvany Kiadvany inter-

netes kiadvanyban olvashaté el: Hujter Mihaly: Egy régi szentesi
matekpélda, http://www.math.bme.hu/~hujter/110930.pdf .)
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Cipo és kenyér

Egy cip6d 25%-kal kisebb tomegli, mint egy fehér kenyér,
raadasul 20%-kal dragabb. Igaz viszont, hogy a cipd az utolsod
morzsaig elfogy, mig a kenyér 15%-a mindig rankszarad.
Ugyanakkora fogyasztast feltételezve hany szazalékkal kol-
tiink tobbet, ha cipot vesziink, mint ha kenyeret?
([K99] KoMaL 1999/dec.544.0ld.,C.560 feladat)

20% -nak 80% -a
"Tanar ur, olyan nincs is!" - hallottam tobb kozépisko-

lastol és egyetemistatol is, nem csak a Méricka-viccben.

Tényleg: van-e ilyen? Ha van, mennyi? (A megoldast hatul
megtalaljuk.)  Ilyen feleletek utan szoktam megkérdezni:
"Megbukhat-e egy 30 fos osztaly 50% -a?" Csak azért kérde-
zem, mert mar erre is felelték, hogy  "Tandar ur, nem is va-
gyunk annyian!"

Szazalékszamitassal kapcsolatos még az 5.fejezet "Kicsinyi-
tés, nagyitas" problémadja is a 71. oldalon.
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4. Logika

"Nem ezt mondtam! De! "

Bizony, egy kijelentés (allitas) ertelmét akkor €rtettiik meg
igazan, ha a tagadasat is megértettiik, azt is meg tudjuk fogal-
mazni.

Probalok

Gimnazista lanyunk valamit hosszasan mondogatott han-
gosan, kivancsiak voltunk: leckét tanul a suliba vagy szerepét
a diakszinhazi humoros eldadasra. Bekopogtunk tehat:

- Tanulsz, kislanyom?
- Probalok - hangzott a tomor valasz.

Megnyugodtunk tehat, hogy végre nem a suli kotelez6 lecké-
jét magolja, de tévedtiink: tanulni szeretett volna, de az autok
zajatol nem sikeriilt ...

Ez a parbeszéd is mutatja, hogy hiaba egyértelmii a kérdés
¢s a valasz (mar annak, aki mondja), de a masik félnek mar
homlokegyenest mast jelenthet.

Kovacs Klara (Id.[KK]) értelmes nebuldt korrepetalt hosszh
honapokig, de a fitcska a suliban mégsem tudott j6 eredményt
elérni. Egyszer, beszelgetés kozben dertilt ki, hogy a didk nem
erzi a kovetkez0 kijelentések kozott a kiilonbségeket:

- Ma nem siitok palacsintat.
- Ma nem palacsintat siitok.
- Nem ma siitok palacsintat.
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Mindossze csak a nem szocskat kellett volna 6sszeragasztani
az utana kovetkezo szdval,a tobbit mar csak zarojelben mond-
Juk:

- Ma nem siitok (palacsintat).

- Ma nem palacsintat (szitok).

- Nem ma (stitok palacsintat).

Ez ugyan csak nyelvi, nem matematikai probléma, de az ok-
fejtések, targyalasok elort a két félnek meg kell értenie egy-
mast, ezutan johet a lényeg. A matematika éppen a logikus
(higgadt) gondolkodas tudomanya!

a ... akkor ...

Ha esik az es6, akkor biztosan nedves a fii (persze, per-
sze nem a meleghazrol van szo). De ha nedves a fii, akkor
meég nem biztos, hogy eso volt, hiszen hajnali harmat is lehe-
tett, felesegemnek van sajat ontdézokannaja, a Bloki is jarhatott
itt, ... , sok minden elképzelhetd. Képletesen:

es0 — nedves
de
es6 <« nedves,

vagyis a kovetkeztetés visszafele (altalaban) nem igaz!
Pontosabban: visszafelé a kovetkeztetés helyesen igy hangzik:

nemesé <« nem nedves,
vagy szokasos irdsmoddal:

nem nedves - nem eso.

Hasonloan: délben harangoznak, de nem csak délben hallha-
tunk harangszot:

dél - harangozas
de

dél <« harangozas,
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a helyes megforditas pedig
nem dél <« nem harangozas,
vagy szokasos irasmoddal:

nem harangozas - nem dél.

A mindennapi ¢€letben sokszor (sajat bOriinkon) tapasztaljuk,
hogy nem mindegy: mibdl kovetkezik mi, ki/mi az ok €s mi az
okozat. Ez a legtobb veszekedes (birosagi ligy) alapjati is!

A késobb kovetkezd "Adoellenor" feladat el6tt, bemelegi-
tésképpen foglalkozzunk "csak" magan- és massalhangzokkal,
paros ¢€s paratlan szdmokkal. Fejben nehéz szamolni, ezért pa-
pirdarabokra (kartyakra) irjuk fel az adatokat.

Maganhangzok
Jatsszunk most egy kicsit kartyakkal, a két szabaly na-
gyon egyszert:

i) a kdrtydk egyik oldalan betii, mdsik oldalan szamjegy van,
ii) a maganhangzok hatodaldra pdros szamot irok.

Az asztalon négy kartyat latok

U X| |76

Ellendérzeéskor melyiket kell megforditanom, hogy az esetleges
hibat / csalast felfedezzem?

Nyilvan nem az U ¢s X betiik vagy a 6 és 7 szamjegyek a 1¢-
nyeg a feladatban, hanem az, hogy magan- vagy massalhang-
zOt, paros vagy paratlan szamot kell megforditanunk!?

a) a maganhangzot (U) biztosan megforditjuk, ezzel ellend-
rizziik az ii) feltételt,
b) a massalhangzot (X) biztosan nem forditjuk meg, hiszen
sem az i) sem az ii) pont nem kovetel meg semmit a massal-
hangzok hatoldalarol,
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C) a7 paratlan szam, szam, ellendrizniink kell, hogy véletle-
niil nem maganhangzo6 hatoldalara keriilt-e,az ii) feltételt meg-
szegve,

d) végiil: megforditsuk-e a 6 -ot, vagyis a paros szamot?

Az i) feltételben ugyan sz6 van paros szamokrol, de csak
mint okozatrél. Marpedig egy okozat jellegii jelenségnél (mint
az el6z6 oldalakon mar tobbszor lattuk) [lényegtelen, hogy mi
okozta! Gondoljuk csak meg: az ii) feltétel megengedi a paros
szamokat mind a massalhangzdk mind a maganhangzok hatol-
dalan is (utobbinal kotelezoen eldirva). Tehat a paros szamo-
kat (mint pl. a 6) nem kell megforditanunk !

Formalis jeloléseinkkel:

maganhangz6 —  paros szam
de

maganhangzo <«  paros szam,
a helyes megforditas pedig:
nem maganhangzé <« nem paros szam
vagyis
nem paros szam - nem maganhangzo,
tehat
paratlan szam - massalhangzo.

A mostani kartyajatek mintdjara a kedves Olvasd probalja
megoldani az alabbi, a valos €letbol vett feladatot:

Adoellenor

A 2222 .¢évi adodszabalyok szerint a kis keresetlieket (havi
Egymilliard Euré alatt) adokedvezmény illeti meg. On, mint
adoellendr, mely adobevallasokat fogja ellenOrizni: a kis vagy
nagy keresetlieket, az adokedvezményt 1génybe vevOket vagy
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az igénybe nem vevoket? (A megoldast a konyv végeén ismer-
tetjiik.)

Létezik és minden

M¢ég nehezebb a feladatunk, ha nem egy konkrét esetrdl
beszéliink, hanem altalaban, raadasul nem is csak "Sok™ -rol,
hanem éppen "mindegyikrol". Le kell szogezniink az elején,
hogy (hivatalosan) a "mindegyik" sz6 valoban azt jelenti: Ki-
vétel nelkiil, tehat mar egyetlen kivétel (Un."ellenpélda") is
mar megcafolja (megfirja) a "minden" -re vonatkozo6 allita-
sunkat! A "minden (kivétel nélkiil)" ¢és "létezik (legalabb
egy)" szavakat hivjuk Osszefoglald néven a matematikdban
kvantoroknak. Hogy a nehéz témat konnyebben megértsiik,
n¢hany egyszerlibb példaval kell kezdeniink.

1) "Minden labda pértvés." Ennek ellenorzése roppant egy-

szer(i: végignézzik a raktarkészletet: "Van-e nempottyos lab-
da?"

i) "Minden labdaban van fehér potty." Megint végignézzik
az 0sszes labdat €s azok pottyeit, de most nemfehér pottyok lat-
tan izgulunk: ha a vizsgalt labda 6sszes pottye nemfehér, akkor
lesz ez a labda rossz, szaknyelven ellenpélda.

Hasonloan a "minden kolléganak van piros tolla" allitas taga-
dasa "van olyan kolléga, akinek minden tolla nempiros".

1) "Minden nad életeben van egy olyan pillanat, amikor olyat
szeretne tenni, amit nem szabad." No, ez mar matematikailag
bonyolult feladat, pedig én megbizom ndi csaladtagjaimban.

Vezessiik be a minden (kivétel nélkiil, 6sszes) és létezik
(legalabb egy, van olyan) szavak (kvantorok) roviditéseként a

Y és 3

jeleket. Ekkor a fenti 1) €s 11) mondatok ¢és tagadasaik szer-
kezete a kovetkezo:
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Vv labda pottyés ,

tagadasa
3 labda nempottyés ,
illetve
V labdadaban 3 potty fehér,
¢s

3 labdaban ¥V potty nemfehér .

[rjuk fel a iii) mondat szerkezetét is:
V né ... 3 pillanat ... nem szabad ,

¢s maris rogton latjuk: szerkezete teljesen megegyezik a 11)
mondat szerkezetével: "V... 3..." , tehat tagadasakor is hason-
16an kell megcserélniink a vV és 3 jeleket:

dno ... V pillanat ... szabad ,

vagyis teljes mondatban: "Létezik olyan né, aki minden pilla-
natban olyat szeretne tenni, amit szabad."

Erdemes észrevenniink, hogy a fenti példék szerkezetében a
V és 3 jelek a mondat legelején allanak, tetszoleges sorrend-
ben és mennyiségben, ¢s a mondanival6 csak a mondat legveé-
geén van csak:

® = Vvx 3y Vvz3Iw valami.

Az allitasok ilyen alakjat prenex (el6zetes kapcsolat) normal-
formanak hivjak, és tagadasuk roppant egyszerti:

Normalforma tagadasa

Az ilyen alaku allitasok tagadasahoz az 6sszes V ¢és 3 jelet ki
kell cserélni a masikra (a szovegszerkesztd "keresés és csere"
funkciojat ovatosan kell hasznalnunk!), és a legvégén levo
valamit kell tagadnunk:

nem ® = 3x Vy 3z Vw nemvalami .
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A matematikai logika egyik alapveto tétele szerint minden
allitas felirhatd prenex normalformaban, konyviink kereteit ez
sajnos mar meghaladja.

Ezek alapjan a kovetkez6 zagyva mondat tagadasa is gye-
rekjaték (megoldas a konyv végén):

IV) "Minden adozonak minden beadott papirjanak van olyan
oldala eés annak olyan sora, amelyben szereplo osszes szam-
jegy mindegyike kilog a négyzetecskébol valamelyik iranyba
(a négy koziil)."

Ugye milyen egyszerii? (Vagy legalabbis gondolkodas nél-
kiil, gépiesen megoldhato!) Ezek a utan a "valamelyik kaba-
tom valamelyik zsebében ..." kezdetli mondatok mar nem o0koz-
hatnak nehézséget a kedves Olvasonak! Es ugye azt is elhiszi
ezek utan, hogy miért mondja vonat ablakabol kitekintd mate-
matikus (filozofus és fizikus tarsainak) valoban komoly képpel:
“legalabb egy tehén legaldbb egyik oldala lila", tagadasat mar
az Olvaso gyermekei is tudjak, ugye?

Egyetemistiknak javasoljuk, hogy néhany tanult definiciot
¢s tételt (pl. L'Hospital szabaly, sorozat hatarértéke) irjanak
fel prenex normalformaban, és tagadasukat ez alapjan adjak
meg!

Azonban nem csak egyetemistaknak tanacsoljuk, hogy a ko-
vetkezd szinonimdkat nehogy Osszekeverjek, nem csak az is-
kolapadban hanem az életben is (stulyos) kovetkezményeket
okozhatnak: legalabb, t6bb mint (nagyobb), legfeljebb, keve-
sebb (kisebb), negativ, nempozitiv, pozitiv, nemnegativ, legha-
gyobb, maximadlis, legkisebb, minimadlis, ... .

Az alabbi feladatot csak gyakorldsképpen (pihentetésként)
irom le, megoldasat a konyv utolso fejezetében talaljuk.
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Szarnyas allatok
Ha minden repiilni tudo allatnak van szarnya, és minden

madarnak szarnya van, akkor a formalis (matematikai) logika
szabalyai szerint melyik allitas igaz biztosan?

(A) Minden szarnyas allat tud repiilni

(B) Minden madar tud repiilni

(C) Néhany szarnyas tud repiilni

(D) Minden szarnyas allat madar

(E) Tobb 1s igaz a fentiek koziil

(F) Egyik sem igaz a fentiek koziil
(Megoldas a konyv végén.)

Térjlink vissza a "mindennapok gondjathoz" !

Szemben

Kisfiam szeret autdzni, szemfiilesen észre is vette a hosz-
sz( utakon: "Miért jon tobb auto szembe, mint ahany megeloz
benniinket?" Hozza kell tennem, hogy oreg Ladammal lassan,
oregesen szoktam "hajtani". Vonattal sokkal egyszeriibb len-
ne a feladat, mert ugye (altalaban) egy sinpar lévén nem is jon
szembe vonat. Autdval is hasonlo a megoldas!

Ugyanis a veliink egy iranyba halad6é jarmiiveknek nagy-
jabol ugyanannyi a sebessége, legfeljebb 10-20% az eltéres,
az egesz kocsisor majdnem folyamatosan halad Budapestrol
Szombathelyre. A benniinket megel6zo gépkocsik sebessége
korilbeliil 10 - 20 km/6ra -val tobb a miénknél. Képzeljiik el,
hogy repiilordl tekintjiik az egész folyamatot: az aranylag
gyorsan haladé autonk mellett a kb. négyoras uton, hozzank
képest 10 - 20 km/6ra sebességgel (aranylag lassan) haladnak
el az autok, ez pedig keves autonak adja meg a benniinket le-
eldzés lehetdségét!

Mi a helyzet a veliink szemben jovO forgalommal? Akar-
milyen sebességgel megyiink is, minden szembejovo jarmiivel
talalkozunk, kivétel nélkiil. Vagy, ha ismét repiilordél nezziik
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magunkat (gondolatban), akkor mind a mi autonk mind a
szembejovo forgalom sokkal nagyobb, 70-90 km/ora sebes-
séggel haladunk, vagy ami a fizikus szemével ugyanaz: az allo
kocsisorral szemben (viszonyitva) mi 150 -170 km/6ra sebes-
séggel szaguldunk el, szintén a 4 dras autout alatt.

Hasonl6 a kovetkezd, tobb mint szazéves fejtord, amit érde-
mes Mikszath Kalman izes stilusaban elolvasnunk:

"Nos, hdat mondja meg nekem, hogy ha Pozsonybdl Brassoba
mindennap ket postakocsi kozlekednék, Brassobol Pozsonyba
pedig ugyanannyi, ha marmost foltessziik, hogy az ut tiz napig
tart, mennyi kocsival talalkozik On utkozben, mig Pozsonybol
egy postakocsin tilve Brassoba ér ? "

Mind a feladatot, mind a megoldast, mind ennek gyakorlati
kovetkezményét (hiszen az egyik Horvath lany kérdjérdl van
sz0) megtalalhatjuk Mikszath Kalman: Kiilonos hdzassdag
cimi regényének 5.fejezetében ("A talanyok embere") is, vagy
ennek a konyvnek az utolso fejezetében is, amit kedves Olva-
sonk €éppen most a kezében tart.

Gyakran talalkozunk az alabbi vicc poénjaval €s hasonldk-
kal. Logikusan gondolkodik-e
CE a viccben szerepld autos ?
Ha a szavak jelentését €s a
kovetkeztetéseket nagyon szi-
Szem ben goruan vessziikk, akkor a
"mind" sz6 minden autdra
Rdadios kézlekedési hirek: vonatkozik, vagyis Kovacs

— Figyelem, az M7-esen auto- ., . _
16% figyelmét szeretnénk felhiv- St magara s, ekkor pedig

ni, hogy legyenek évatosak, 4z egesz mondat "Mindegyik
mert egy Oriilt a forgalommal  autos a forgalommal szemben
szemben autézik Budapest felé. aurézik" értelmét veszti, mert

Kovacs meghallgatja a felhi- . .
vést, majd felcsattan: a forgalom ¢éppen az autdkat

— Hogvhogy egy? Mind! jelenti ...
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Nem akarunk viccrontok lenni, inkabb torjiik a fejlinket a
kovetkezd, megtortént eseten, ¢s az alapjan tovabbcsiszolt
feladaton. A feladatot Posa Lajostol hallottuk.

Ikertestvérek

"Nekem ma van a sziiletésnapom, ikertestvéremnek hol-
nap lesz." Ez nem meglepd, hiszen ¢&jfél elott és éjfél utan
sokan sziiletnek, meg ikertestvérek is.

"Nekem ma van a sziiletésnapom, ikertestvéremnek holnap-
utan lesz." Még ez is megoldhato, hiszen februar 29. is csak
szokdévben van: nem szokoévben sziilettiink, én februar 28-
-an, testvérem marcius 1-jén. Amikor pedig a fenti doéltbetiis
kijelentést tettem, €ppen szokdev februar 28. volt.

"Nekem ma van a sziiletésnapom, ikertestvéremnek holnap-
utan-utan lesz." Ennek megoldasaval most nem terheljiik a
kedves Olvasot, a konyv utolsd fejezetében ismertetjiik a
megoldast.

A 10. fejezetben is sok probléma szol testvérekrol, példaul a
Cotton gyerekek probléma.

Veégezetiil egy logikai vice a Naplo uysagbol (2005.06.09.):

Vicc

- Mit mondott Rakosi Matyas ?

- Aki nincs veliink, az ellentink van.

- Mit mondott Kadar Janos ?

- Aki nincs elleniink, az veliink van.

- Mit mondott Gréosz Karoly ?

- Aki elleniink van, az 1s veliink van.

- Mit mond a matematikus ?

- Aki még mindig veliink van, az nincs maganal.
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5. Sikgeometria

Busz

Gyermekkoromban sajnos sok kellemetlenseégem volt au-
tobuszos kirandulasoknal. Harulrol eldre iltettek, nézhettem a
tajat, de ott is rdzott valamennyire. Elgondolkoztam, kisauto-
val kisérletezgettem: ha az eliils6 kerék zottyen akkor az eldl
ilok is "ugranak" egyet €s a hatso kerék a hatsoé iilesekkel e-
gyiitt alig mozdul. A hatso ker¢k zottyenésekor pedig a hatul
lok veszik észre az ut egyenetlenségeit! Marpedig minden
akadalyon mind az els6, mind a hatso kerék is athalad! Azon-
ban a kozepen 1ilok szinte semmit sem éreznek, csak minden
akadalynak legfeljebb a felét, sOt a rug6zas miatt még annyit
sem! Azota engem mindig a busz kozepén latnak diakjaim!

©
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Uttesten
Arra még emleksziink ugye, iskolaban tanultuk, hogy egy

©) pontbdl egy egyeneshez legrovidebben ugy jutunk el, hogy

merblegesen megcélozzuk a © pontbdl az egyenest, és ez a
merdleges irany mentén haladunk az egyenes felé. Magyarul:
az uttesten a legrovidebb Uton, a jardara merdleges iranyban
megyiink at mindig, €s nem "srégvizave".

Uttesten, forgalomban nem tanacsos elmélaznunk, de példa-
ul miért repiilnek a sardarabok az autdk kerekeirdl hatrafelé?
Nem, nem azért kedves Olvasom, hogy biintetést kapjunk ha
nincs sarhanyod a biciklin vagy az auton. Hanem azért, mert a
sardarabok nem tudjak a matematikat!

Vegyiik el0 a jatek- vagy papirboltban vasarolt, spiralrajzold
jatékunkat (spirogrdf), a legsz¢lsd lyukba tett ceruza kirajzolja
a kerék egy pontjara tapadt sardarab "utazasat", palyajat:
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Ha alaposabban szemiigyre vessziik a f61drol éppen mozgasba
lendiilé pont mozgasat, ¢szrevehetjiik, hogy az fiiggdlegesen
felfele indul el, majd a kerék haladasi iranyaba, azaz elérefelé
- varakozasunkkal ellentétben! Ez matematikailag is igazolha-
to0 (nem minden egyetemista alma vizsgan). Ha pedig ez igy
van, akkor miért repiilnek hatrafelé a sar- €s kavicsdarabok? -
mint legutobb is lattam sajat szememmel! Nos, valoszinilileg
azert, mert néha a kerekek kicsit megcstsznak, €s ekkor "sop-
rik" hatrafelé az apr6 darabokat.

A kerek egy pontjanak utjat a levegoben, vagyis a ceruzank
kal papira rajzolt gorbét egyszertien csak cikloisnak nevezik,
a spirograffal rengeteg féle epicikloist és hipocikloist is rajzol
hatunk (ciklus=kor, bi|cikli=kétlkerék). A miszaki életben,
elsdsorban a mechanikaban (mozgd szerkezetek tanulmanyo-
zasaban) fontos szerepiik van a ciklios gorbeknek, a spirograf
eredetileg nem gyermekjaték volt, hanem a mérnokok fontos
segédeszkoze.

Nagy kerekek

Kozismert, hogy nagy atmérdjii (sugart) kerekekkel
konnyebb a kozlekedés, marmint egyenetlen talajon. Tolo-
sz€keken 1s nem a hatso nagy, hanem az elso kis kerekekkel
van tobb és nagyobb zottyenés, a rollert és felnéttbiciklit is
0ssze tudjuk hasonlitani, gurulos bérondokkel is gondosan ke-
ruliink minden uthibat. Ennek oka egyszerli geometriai tény:

a nagyobb kerekek kevésbé siillyednek és szorulnak bele a
lyukakba:
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¢s a pupokra is konyebben felmasznak, azaz a lyukakbol is
konnyebben kimasznak:

Az mar kevésbe¢ ismert, hogy a kerekek (gumik) szélessége
teljesen lényegtelen: sem a stabilitdst nem befolyasolja (mert
példaul az autd ugyanazon a négy ponton van alatamasztva),
sem fekezéskor nem jelent semmi elonyt! Ez utobbit mar a fi-
zika Fs=Fny*un képlete is sugallja, hiszen nem szerepel benne
a kerék szélessége! Tovabba Norbert Herrmann professzor
kutatasai is egyértelmiien igazoltak: a szélességnek semmi-
lyen hatasa sincs a fékezésre, [HN1] és [HN3] konyveiben
megismerhetjik kutatasainak 1ényeget.

Szogletes kerekek

Mar a cim is ellentmondas: ami kerek, az nem lehet szog-
letes! A (mult szazad) '60-as éveiben tobb filmen is lattam
szogletes kerektl, "természetesen" docogd szekereket. Manap-
sag mar "csak" a budapesti Csodak Palotdjaban (€s a német-
orszagl testvér-muzeumaban) lathatunk autot négyzet alaku

66



kerekekkel. De miért nem zdtykolédnek ezek az autok? Ultem
benniik, kiprobaltam! So6t, a "palyan" nem is cstuszik, hanem
szépen gordiil, mint anogy illik:

JT
' ﬂ“

Szogletes kerekii auto
Forras: http://www.csodakpalotaja.hu/

A fénykép a Csodak Palotdja honlapjarol valo, tehat a 1énye-
get 1gyekeztek eltakarni. A sinszerii padlya nem egyenes, ha-
nem fel-le hullamzik, teljes 0sszhangban az autd kerekeinek,
mint négyzeteknek a csucsainak €s oldalainak fel-le mozgasa-
val. Az autd tengelye (ami éppen a négyzetek kozéppontja)
pedig mindig ugyanolyan magasan marad, az autonak tényleg
semmi fel-le zotyogése nincs!

Bizony, a palya hullamainak legaldbb kozelitd képlete nem
kis feladat: felsobb matematikai €s szamitogepes ismereteket
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jocskan megkivan! De a mérnokok szerint ez meég mindig
egyszerlibb, mint a palyat kiserletileg, kisautdé modellel (és
megfeleld pontossaggal) meghatarozni!

Hengerpalast

Ernd nevezetl, lakatos ismer6sOm tobbszor mesélte nagy
nevetve regi, tobb mint 30 évvel ezelotti esetét. Brigadjanak
kb. masfel méter magas,tobb méter atmerdji,kor alaku tartaly
keriiletét (hengerpalastot) kellett hegesztenie. Amikor végre
befejezték, kidertilt, hogy az dtmérot egy méterrel csokkenteni
kell. Hiaba mondta a munkasoknak, hogy 3 méter + 14 centit
vagjanak ki a keriiletbol, nem hallgattak ra, csak 1 méterrel
csOkkentették a keriiletet, ismét Osszehegesztették a lemeze-
ket. Persze nem stimmelt, még kétszer megismételhettek a
lemezek szétvagasat és Osszehegesztését, végiil Erndnek lett
igaza. Miért ?

A hengerpalast kertilete éppen a feddkor kertilete, ami
K=2Rr=rnd~3,14.d.

Tehat, ha az atmérot 1 m -el akarjuk csokkenteni, akkor a ke-
ruletet nyilvan 3,14 m -el kell csokkentenlink, azaz tobb mint
haromszorosaval! (Ha a sugarat kell csokkenteniink 1 m -el,
akkor az atmérd mar 2 m -el csokken, a kerilet pedig mar
6,28 m -ell)

Régi, de orok mondas: " Kétszer mérj, egyszer vagj ! "
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Ellipszisek

Ellipszisek rajzolasara jol ismert a kdvetkezé modszer:
két rajzszogre cérnat kotiink, ebbe akasztjuk a ceruzat, €s gy
mozgatjuk, hogy a cérna végig kifeszitve maradjon:

A KoMaL ujsagban [K50] tobb mas sikgorbe fonalas szer-
kesztését is megtanulhatjuk.

Egy masik, tobb szaz éves, falun is jol ismert modszert ir le
tobbek kozott Gardonyi Géza Nagyapo tréfai [GG] konyvé-
ben ellipszis szerkesztésére: tekerjiink egy hengerre (pl. bo-
rosiiveg) papirlapot és a papirlapra igy rajzoljunk korzdvel
kort.

Harmadik, szintén régota ismert modszert olvashatunk az
Abacus ujsag [A07] 2007 -es szamaban, ehhez azonban olyan
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korzo kell, melynek ceruzas vége teleszkopos (kihuzhatd és
visszatolhaté, mint a zsebradidk antennaja, vagyis mindig
megnyulik akkorara, hogy hozzaérjen a papirhoz). Tartsuk
egy ilyen korzd tlis szarat a papirhoz ferden, és ez a tengely
koril forgassuk a korzot. Teleszkopos ceruzas vége mindig
akkorara nyulik vagy zsugorodik, hogy éppen a papirhoz érjen
¢s rajzoljon, mialatt tis szaranak egyenese mozdulatlan
marad:

Melyik modszer ad igazi ellipszist? Szemre mindegyikkel
sz&p gorbét kapunk, a pontos valasz valosziniileg csak a szak-

embereket érdekli. (A valaszt megtalaljuk a Megoldas rész-
ben.)

Kavicsok

Egy auto eliilsd sz€lvédo iivegére kavicsok estek az elot-
te halado teherautorol. Hany kavics esett a szélvédore? Mi-
lyen sorrendben estek a kavicsok? Meg tudjuk-e ezeket allapi-
tani az alabbi abrardl? (A valaszt ismét a Megoldasok részben
talaljuk.)

Egy szemeélyautonadl ugyan
nem a kavicsok sorrendje a leg-
nagyobb bajunk, de par évvel ez-
elott komoly rendorségi ligyben
jatszott szerepet ez a kérdes!
"15 lovés érte az epiiletet, a love-
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dékek csaknem 15 millio forintos kart okoztak."

A homlokzat tobb iivegtablaja is betort a lovések nyoman

Téglalaplefedések
8 db egyforma méretli négyzetet tettiink le az asztalra
egymas utan. Az A-val jelolt négyzet van legfeliil, a tobbi
pedig takarasban van, csak bizonyos részeik latszanak. Alla-
pitsuk meg, milyen sorrendben tettiik le a négyzeteket az
asztalra. (Netmatek internetes verseny,
2001/02, 6.osztaly, 10.forduld, a valaszt i Ik
ismét a Megoldas részben talaljuk.)
Hasonl6 abrat latunk nap mint nap sza-
mitégépiinkdn: a Windows ablakai is el-
fedik egymast.

B

Kicsinyités, nagyitas
Ha egy A/4 lapra két oldalt szeretnénk fénymadsolni vagy
nyomtani, akkor miért kell a masologépet (nyomtatot) 71%o -ra
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azaz 71/100 -ra allitanunk? Hiszen a lapok teriilete pontosan a
felére csokken, ami 50% lenne.

Nos, a fénymasoldogép (nyomtatd) % -os beallitdsa a hossz-
méreteket allitja.Ha tehat a lapok (képek) magassagat €s széles-
ségétis 71/100 =0.71 aranyban kicsinyitjlik, akkor teriiletiik
0.712 ~ 0.50 aranyban valtozik (hiszen a téglalap teriilete =
oldalxoldal), vagyis tényleg felére csokken!

Nagyitani akarunk? Kétszeresére? Tehat most olyan p % -ot
kell beallitanunk, hogy (p/100)? =2 legyen, ahonnan kapjuk:

p/100 = +/2 vagyis p=100-~2 ~ 141 % -ra kell 4llitanunk
a gépet! (Mas gondolatmenettel: a kicsinyités €s a nagyitas
egymas megforditottjai, vagyis a keresett p % -nak ki kell
elégitenic a p/100-0.71=1 egyenletet, ahonnan p = 1/0.71 =
141 % ismét!)

Mennyi festéket takaritunk meg, ha az oldalakat kicsinyitve
nyomtatjuk, mondjuk 71% aranyban? Kétszer annyi betlicske
van egy oldalon, stirlibben is vannak, el sem hinnénk a meg-
takaritast elsé ranézésre. Azonban minden jel teriilete a felére
csokkent (nem csak a kis fekete négyzeteke), tehat 6sszessége-
ben fele annyi, vagyis 50% festéket takaritunk meg! Vigya-
zat: a mai szemiivegarak mellett ez nem feltétleniil éri meg
hossz tdvon!  Masképen is belathatjuk a fenti eredményt:
igaz, hogy egy oldalon tobb jel lesz, slirlibben, DE ez két ere-
deti oldal tartalmat tartalmazza, a masik oldal tres marad!
(Szelsoséges esetben gondoljunk ket teljesen fekete A/4 kicsi-
nyitésere: egyetlen fekete A/4 oldal lesz a kicsinyités utan - ez
ugye 50% festckmegtakaritas!) Papirt temészetesen szintén
50% -ot takaritunk meg ezzel a modszerrel!

A betiik méretei is természetesen csOkkennek, nehezebben
tudjuk a szoveget elolvasni. Hogyan noveljiik a betiiméretet,
hogy az oldal kicsinyitése utan is ugyanakkora betiik legyenek
a papiron? Erre példaul akkor lehet sziikséglink, ha kisalaku fii-
zetet vagy konyvet szeretnénk nyomtatni, a lapokat kettévagni
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- mint jelen konyviink 1s igy késziilt. A 10pt ("pontos") betliket
141% -ra, vagyis 14pt méretre kell ndvelniink, hiszen a kicsi-
nyités utan 14pt-0.71 = 9,94 = 10pt betliket latunk. Ha pedig
18pt betlimérettel irjuk a szoveget (mint jelen konyviinket is),
kicsinyitve ezek csak 18pt-0.71 = 12,78 = 13pt betliknek fog-
nak latszani.

Fényképésznél miért keriilt (par évvel ezelott) egy kép két-
szer akkorara nagyitasa négyszer annyiba? (Sajnos az utodbbi
¢vekben az drakat mas reklamfogasok erdsebben befolyasoljak,
ami nem matematika.) Az arat (akkoriban) az anyagkoltség
hatarozta meg, amir0l az elobb lattuk, hogy négyzetesen valto-
zik (kétszer-, tizszer nagyobb kép teriilete neégyszer, szazszor
nagyobb). Ugyanezen ok miatt keriil(t) a 10x15cm -es kép ko-
rilbeliil haromszor annyiba, mint a 6x9cm -es, hiszen teriilete
is (kb.) haromszor akkora: 150cm? ill. 54cm? .

(A képek oldalainak aranya ugyanaz mindket képméretnél:
9:6=15:10=1.5, tehat ezek a teéglalapok hasonloak egymashoz,

a nagyitas mérete 15:9=10:6=1.666=+3 ~1,732.)

Az A/4 papir miért is pontosan 210x297mm méretli? Leg-
fontosabb tulajdonsagat mar lattuk: félbehajtva hasonlo tégla-
lapot kapunk mint az eredeti - ezért is tudunk egy lapra kettot
kicsinyiteni! A hasonlosag matematikailag azt jelenti, hogy a
téglalapok oldalainak aranya ugyanaz.

ABRA : ez a kinyitott konyv két oldala egymas mellett !

Ha tehat az eredeti (A/4) lap
oldalai x és y (legyen x>y), ak-
* . kor a félbehajtott lap oldalai y
- és X/2 (mert y>x/2), és a hason-
losag pontosan a kovetkezd
y x/2  egyenlOséget jelenti:
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X:y =y:(x2),

amelynek megoldasa (xly)* =2
vagyis (Xly) = N2 ~1.414 214 .
Az A/4 lapnal pedig

297/210 ~ 1,414 285,

vagyis a gyarban egészen jol eltalaltdk a méreteket!

Szamoljunk most visszafele: ne félbehajtsuk, hanem kétsze-
rezziik a lapokat: kettd A/4 lap egymas mellett = A/3 lap, ¢és
igy tovabb, végiil tehat 2-2.2.2 = 2* =16 db A/4 lap egymas
mellett alkotja az A/O lapot, aminek zeriilete

16 x 0.210m x 0.297m = 0,99792 m? ~ 1 m?.

Bizony, innen ered az A/0,...,A/4 szabvany: az A/0 lapot tgy
valasztottak, hogy teriilete pontosan 1 m? legyen !

Probaljuk meg a Kanadabol vagy USA -bol kapott B/4 mé-
retli papirlapot kettehajtani illetve kicsinyiteni vagy nagyitani!
Ugye, hogy nem sikeriil! Ugyanis méretei 215x280mm, az

oldalak ardnya nem J2 . Erre persze hogy nem lehet ponto-
san ket oldalt kicsinyiteni! Tehat ennyivel jobb az eurdpai
szabvany-papir!

Apropo, hanyszor is kell egy papirlapot (mondjuk egy A/0
méretli csomagolopapirt) félbe- negyedbe- nyolcadba- ... haj-
togatnunk, hogy a hajtogatott papir magassaga (vastagsaga) a
Holdig elérjen? A gyakorlatban mennyi félbehajtast tud meg-
csinalni kedves Olvaso, mondjuk egy 1m? csomagoldpapiron?
Mekkora lett ennek a hajtogatott papir-oszlopnak és a Holdig
elérd (képzeletben tovabb hajtogatott) oszlopnak az alapterii-
lete? A Fold-Hold tavolsag = 384000km, az A/4 papirlap gép-
papir vastagsaga 0.lmm, a nagyon vékony "atiit6" ("biblia-"
vagy "Anonymus") papiré 0.02mm. Ha 1cm vastag kartonpa-
pirt hajtogatnank, akkor mennyivel kevesebbet kellene hajto-
gatnunk? (A valaszokat a Megoldasok fejezetben talaljuk.)
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Fényképezogép
Nem csak a régi (mechanikus), hanem a modern (digita-

lis) fényképezogépeknél is lehet (n€ha kell) kézzel allitanunk
a felvételi paramétereket bizonyos fényviszonyok mellett,
mint példaul rekesznyilast. Azt még értem, hogy ez a lencse
eldtti nyilas, ahol a fény bejuthat a masinaba, tehat ha ezt val-
toztatom, akkor tobb vagy kevesebb fény jut a gépbe. De
miért a kovetkezd titokzatos szadmok vannak egymas utdn,
szépen sorban: 1,14, 2,28, 4, 56, 8, 11, 16,...7

A rejtély kulcsa az, hogy a
fenti szamok a nyilas beallit-
hatdo armeérci (amit a leg-
konnyebb mérni, bedallitani).
A kor alakt nyilas teriilete

T =r’*n=(d/2)’r,

ahonnan konnyen lathatjuk,
hogy példaul 2 -szer na-
gyobb atmérd (d), tehat 2 -
szer nagyobb sugar (r) ese-
tén a teriilet (T) 22 = négy-
szeresere novekszik!

Ha pedig csak keérszeres
fénymennyiséget szeretnénk, akkor az atmérot (vagyis a Su-

garat) csak J2 -szeresére kell allitanunk! Hat ezért vannak a
fenti titokzatos szamok:

1.42~1.4 242228 4.42~56 8-/2~11, ...

A fényképezOgépek altalanos (kortilbeliil szazéves) szabalya:
barmit valtoztatunk (zarido, rekesznyilas, stb.) egy-egy 0sztds-
sal, a gepbe juto fény mennyisége mindig kétszeresere / felére
valtozik
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Tiikrozések

Mekkora tiikrot vegyiink a falra,
hogy tetotol talpig lathassuk magun-
kat? Természetesen minél nagyobbat,
mint a régi kastélyok tobb meéteres
tilkkrei! Sajnos a mai lakasokban erre
nincs hely, tehat most a lehetd leg-
kisebb méretet kell kiszamitanunk.

Az aladbbi vazlatrajzon kék vonallal
jeloltik a falra szerelt (fliggdleges)
tiikkrot, és arany- illetve narancssarga
vonalakkal a fejiink bubjatol illetve a
"cipOnk" talpatdl a szemiinkbe érkezd
fénysugarakat. A rajzrol konnyen leolvashato, hogy a tiikor
legfelso szélének éppen a szemiink és fejiink bubja kozott kell
féluton lennie, ¢s hasonloan a tiikor legalso része pontosan
labujjunk ¢és szemiink kozott, megint féluton. Ehhez pedig
pontosan akkora tiikor elegendo6, mint testmagassagunk fele
(€s a tiikrot az eldbb leirt modon kell felhelyezniink) !

Az abran meg azt 1s észrevehetjiik, hogy a tiikortdl valo tavol-
sdg nem 1is kellett szamitasainkhoz, vagyis a megfelelGen fel-
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szerelt tikortdl akdrmilyen messze (vagy kozel) allhatunk:
mindig pontosan a fejiink bubjatdl talpunkig latjuk magunkat!
Természetesen ha tobb csalddtag is hasznalja a tiikrot, a fen-
ti recept mindenkinek mas meretli tikrot kivan, és ami még
nagyobb probléema: mindenkinek mas magassagba kellene a
tikkrot felhelyezniink. Ez mar bonyolultabb probléma, Norbert
Herrmann [HN1] és [HN1] kényveiben talalunk ra megoldast!

Viztikor

Kirandulaskor talalkoztunk a kovetkezo rejtélyes esettel:
koriilbeliil 20-40 m széles, sima viztiikkor talpartjan allo fa jol
eltakarta a mogotte allo hazat, csak éppen a kémény teteje lat-
szott ki. Ugyanakkor a vizre tekintve a tiikkorképen a fa telje-
sen eltakarta a hazat,még a kémény tetejét sem lattuk. Hogyan
lehetett ez? (A rejtély megoldasat a konyv végén talaljuk!)

Iskolai tiikrozés
Altalanos iskolaban is tanitjak mértan (geometria) 6rakon
a tilkrozest: természetesen kis tivegtiikrot vittiink orakra. Nem
az volt a legnagyobb probléma a nebuldknak, hogy a tiikor el
ne t0rjon, hanem az, hogy a tiikor mogott nem mindig lattak
pontosan a tiikorképet (foleg, ha a tiikor mogé néztek kivan-
csian). Sokkal kezzelfoghatobb ha egy papirlapot hajtunk fél-
be, ¢és azt nézziik, hogy
az egyik- vagy masik fe-
Iére készitett rajz hogyan
néz ki a hajtas elott és
utan. Esetleg ugyanazt
rajzoljuk az Osszehajtott
papir mindkét felére, és
utana hajtogatjuk a pa-
N, pirt ki- és be. Ha a papir
N\, Aattetsz6 (pausz vagy csak
- vékony), annal jobb.




Ovodaban is mar vagnak ki olloval dsszehajtogatott papirbol
hopelyhet, csillagot, emberkéket - széthajtogatas utan latszik,
hogy egyik oldal a masiknak tiikorképe:

Oll6 nélKkiil is készithetiink szép, tiikorszimmetrikus abrakat:
festékbe martott girbegurba zsineget tegyiink egy félbehajtott
papirlap kozé, és széthajtas utan azonnal lathatjuk, hogy az
egyik oldalon éppen a masik tiikorképe van:

Papirszalvéta

A papirhajtogatas mar tobb szaz ¢ve szorakoztat felndtte-
ket 1s, nem csak gyerekeket. Most csak egy fejtorot adunk fel
pithenésképpen kedves Olvasonknak, a megoldast ismét a
konyv végén talalhatjuk meg.
Zsuzsi egy négyzet alaka papirlapot egymds utan négyszer
félbehajtott tigy, hogy minden hajtas utan haromszoget kapott.
Ezutan a papirlapot kiteritette, majd a hajtasvonalakat ceruza-
val atrajzolta.
a) Melyik abrat kapta az alabbiak koziil?
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(A) (B) - (O) (D)

b) Meg lehet-e csinalni a tobbi mintat is, csak félbehajtasok-

kal (és hogyan) ?

Most jut eszembe, hogy kozépiskolaban éppen ezt tanuljuk:

"A tengelyes tiikrozés sikban nem végezheto el, ki kell lépniink
a térbe: az adott tengely koriil kell elforgatnunk az egész si-

kot."

Hat ez pontosan az €16z0 modszer: egy papir széthajtogatasa,

ami éppen a tengelynél volt f€lbehajtval

Fiiggvény inverzének grafikonjat (abra-
jat) is tiikrozéssel szoktuk megrajzolni: az
eredeti fliggveény grafikonjat az y=x egyen-
letli (az alabbi rajzon zold) egyenes, mint
tengely koril kell tikrozni, vagyis elfor-
gatni.

79

(E)|




Meég meglepObb, ha a papirlapot egyszeriien megforditjiuk €s
a hatuljat tigy tartjuk a fény felé, hogy az x és y tengelyek he-
lyet cseréljenek ¢és az y=Xx egyenletli zold egyenes a helyén ma-
radjon. Ekkor éppen a fliggvény inverzét latjuk!

Kedves Olvasom, tessék ezt a kovetkezo oldalon levo abraval
most azonnal kiprébalni: a lap taloldalan (a konyvet 90°-kal el-
forgatva) mar a fliggvény inverzét latjuk! Sok ismerdsom ezt a
"papirforgatos” szemléltetést "dedosnak™ tartja, de szerintem
az a nagyobbik baj, ha a didkok nem értik az anyagot!
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Keét tiikkor meg egy harmadik

Allitsunk két siktiikrot az asztalra egymas mellé derék-
szogben (90°-ot bezardan), tiikrozo feliiletiik legyen "befelé".
Kisérletezziink zseblampaval jarkalva a szobaban: az asztal
sikjaban fekvd barmely fénysugar, amit a tikrokre iranyitunk
akdrhonnan, onmagaval parhuzamosan visszaverddik ugyan-
oda, ahol mi allunk.

A kisérlet sokkal latvanyosabb lézer-mutatoval, de NAGYON
KELL VIGYAZNUNK: a lézer a tiikrokr8l visszaverddve
mindig ugyanoda érkezik vissza (eredeti fényerejében!), mint
ahonnan mi vilagitunk!, vagyis a sajat és a néz0k SZEMEIRE
NAGYON KELL VIGYAZNUNK !!! Tanacsos a nézoket
oldalt tltetniink, mi kinyujtott karral, fejlinktol tavol tartsuk a
Iézert, €s a visszaver0dd fénysugarat egy kartonpapiron mu-
tassuk meg!

Ha a két tiikorlap koze az asztalra egy harmadikat fektetiink,
tiikroz6 felével felfelé, akkor kisérletink még VESZELYE-
SEBB lesz: mar nem csak az asztal sikjaban fekvd, hanem a
szobaban bdrhonnan a tiikrokre iranyitott fénysugar ugyanoda
verddik vissza, ahol a fényforras van!

A jelenség a fényvisszaverddés torvenye (beesési szog =
visszaverddeési szog) alapjan konnyen megmagyarazhato, ko-
zépiskolas feladatgylijteményekben megtalalhatdo. Olvasénk
feladata: Hol haszndljdk fel ezt a jelenséget? (A valaszt is-
mét megtalaljuk a legutolso fejezetben.)
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A tiikrozésekkel valojaban atléptiink a térgeometria teriiletére,
tehat ezt az érdekes témat a 7. fejezetben folytatjuk, az Egyéb
titkrozo feliiletek és az Anamorfozisok problémakban.

A sok tiikrozésben elfaradt a szemiink, kaprazik, ezért a
tovabbi témakat mar csak roviden érintjiik.

Latokorok

Futballistaknak és -rajongoknak vajon eszébe jut-e, hogy
oldalbedobaskor honnan latni a legjobban a kaput? Nyilvan
nem a palya legtavolabbi végebol, de a kapuval egy vonalban
sem latunk mar sokat a kapubdl. Matematikailag hasonld a
problémank, amikor egy magas oszlopot szemléliink (Athén-
ban), vagy netan egy ndi labat: sem tul tavolrol, sem tal ko-
zelrdl kicsi a targy latoszoge. Latoszog alatt értjiik a targy két
sz¢letdl a szemiinbe érkezO fénysugarak altal bezart szogét,
egy targyat akkor latunk a legjobban, ha latoszoge a legna-
gyobb. Az emlitett problémak megoldasat példaul Koltay
Laszlo és Szalkai Istvan [SzI2] feladatgyiijteményében vagy
Herrman [HN1] és [HN2] konyveiben talalhatjuk. (A meg-
adott képleteket barki hasznalhatja, az erdsebb idegzetiiek a
Google "Japan matematika" képtalalatat is megnézhetik az
interneten.)

Rokon problémaval talalkozunk a szinhazban (kiilondsen az
elso sorokban): a sor kdzepere kériink jegyet, hiszen a szélerol
"semmit" sem latunk a szinpadbol! Szakkifejezéssel megfo-
galmazva: a sor szélén kicsi a szinpad latoszoge. Kozépisko-
laban tananyag a latékor fogalma: "Azon pontok halmaza
(0sszessége), amelybol egy adott szakasz (szinpad) adott (dl-
lando) latoszog alatt latszik, egy koriv, melyet az adott sza-
kasz latokorének neveziink." A latokor persze fligg a 14t6szog
nagysagatol. Tehat ha a szinhdzban a széksorok a szinpad 1a-
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tokorein lennének, akkor a sorok végein és kozepén egyforma
szOg alatt, "ugyantugy" latnank a szinpadot:

szinpad

A székeket a fenti vazlat korein kellene elhelyezni, de mint
tudjuk: sajnos a szinhazak széksorai nem a fenti latokorok
mentén huzodnak.

Ugyanez a probléma, ha egy kiallitdson szeretnénk a latoga-
tokat ugy korbeallitani, hogy mindegyikiik azonos szogben
lassa a falon levo festményt.

Pick tétele
Mindegyik kisiskolas tanuld €s nagyon sok felndtt mér-
nok tobbszor talalkozik a kovetkezo egyszert (?) feladattal:

" Mekkora a teriilete egy olyan sokszognek, melynek minden
csucspontja egy neégyzetracsos papir racspontjaiban van? "
El6bb-utobb "0sszejon" a tertilet kis darabokbdl (a ferde vona-
lak miatt nehéz), pedig Pick (Georg Alexander, 1859-1942)
1899 -ben megjelent tétele egyszerti képletet ad az Ossze-
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fliggd, Onmagukat nem metszé és nem lyukas sokszogek
teriiletére:
T=b+h2-1

ahol b = a sokszog belsejében levo, és h = a sokszog hataran
levo racspontok szama. (h paratlan is lehet.) -

A mellékelt abran példaul b =7 (piros
pontok), h =8 (zold pontok), tehat

T=7+8/2-1=10,

ilyen egyszerti! i

A kedves Olvasé probalja meg az alabbi sokszogek tertiletét
Pick tétele segitségével, esetleg anélkiil is meghatarozni, a
valasz nincs a konyv végén:

Pick tételének vannak ugyan térbeli és magasabb dimenzids
altalanositasai, de ezek mar nagyon bonyolultak. (Ehrhart po-
linomokat kell keresni, példaul az
http://mathworld.wolfram.com/EhrhartPolynomial.html
cimen.)
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Szélkerék

A kép alairasa szerint "a 80 m magas tornyon egy 90 m
atmerojii szélkerék forog majd"”. Nem fogja a foldet strolni a
propeller? (A valaszt lasd a konyv végén.)

LXI. évfolyam, 176. szam VESZPREM MEGYE NAPILAPJA 2005. julius 29., PENTEK ‘

'Munkara fogjak a szelet

f A nyolcvan méter magas tornyon egy kilencven méter 4tmérGjii szélkerék forog majd, ezt emelték a helyére tegnap
B Foté: Andrényi Andrés

Egy vonallal

Ismerds feladat gyermekeknek ¢€s felndtteknek egyarant:
Rajzoljuk meg eqy vonallal, a ceruza felemelése nélkiil a meg-
adott abrat, természetesen mindegyik vonalat csak egyszer
huzhatjuk meg! Kisiskolas gyermekeim is rendszeresen kap-
tak ilyen feladatokat. A baj csak az, hogy a tanitonéni elfelej-
tette megemliteni: vannak megoldhatatlan feladatok (abrak)
IS! Mint példaul egy kor kereszttel vagy a kocka éleinek halo-
zata, un. "¢lgrafja" ! (A kocka tuloldali feliilnézeti, vagy vic-
cesen "lapitott kocka" rajz elonye, hogy az ¢lek nem kereszte-
zik egymast a papiron.)
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Mert a kisiskolds gyermek képes egész délutan bogni, ha nem
sikerlil a hazi feladatot megoldania! Majdnem ugy jartunk,
mint Sam Loyd "kombinett" jatékaval 100 évvel ezel6tt na-
gyon sokan!

Erdekes modon a négydimenziés kocka alabbi élgrafja vi-
szont megrajzolhat6 a kivant modon - tessék batran probal-
kozni, kedves Olvasom! (Ha nem sikeriil, a kdnyv végén meg-
talaljuk a megoldast.)

[
—

Négydimenzios kocka



Vizsgaljuk meg kicsit kozelebbrol a feladatot! ElObb-utobb
rajovink, hogy minden cstcspontban (keresztezodésben, Ut-
elagazasban) pdros sok élnek (vonalnak) kell talalkoznia,
hiszen ha a ceruzankkal "bejoviink" ebbe a csucsba, akkor ki
is joviink onnan, vagyis minden alkalommal két-két vonalat
rajzolunk meg! Ez alol csak az a két csucs a kivétel, ahol el-
kezdtiik €s ahol befejeztiik a rajzolast, ha ez a két cstics nem
azonos. Maris megallapitottuk tehat, hogy: ha megrajzolhato
az abra, akkor

(*) Minden csucsban paros sok élnek kell talalkoznia, kivéve
a kezdo- és befejezo csucsokat, ha azok nem azonosak.

Vagyis ez a feltétel sziikseges ahhoz, hogy megrajzolhassuk
az abrat! Ebbol mar azonnal latjuk, hogy példaul a kocka élei
vagy a kor kereszttel nem rajzolhatok meg, hiszen kettonél
tobb paratlan fokt csucsuk van! (Egy csucs fokszama a csucs-
ban talalkoz6 vonalak szamat jelenti.) Tehat nem kell probal-
kozni és nem kell bogni sem!

Vigyazat: a (*) feltétel szerint egy dbrat mar akkor sem lehet
megrajzolni, ha csak egy paratlan foku csicsa van (sem tobb,
sem kevesebb)!

DE vajon clég -e a (*) feltétel, vagyis kovetkezik -e beldle
az, hogy az abra meg is rajzolhat6o? A 4."Logika" fejezetben
tobb peldan is lattuk, hogy az ok és okozat legtobbszor nem
cserélhetd fel! Most azonban szerencsénk van: Leonhard
Euler (1707-1783) svajci matematikus bebizonyitotta, hogy a
(*) feltétel mar egymagaban elegendd: (*) teljesiilese esetén
az abra biztosan meg 1s rajzolhatd! (Euler eredeti problémaja
¢s eredménye a "konigsbergi hidak™ néven valt kozismertte,
amir0l minden grafelméleti konyvben vagy internet-oldalon
olvashatunk, Konigsberg mai neve (Kalinyingrad).)

Ennek alapjan mar biztosan tudjuk, hogy p¢ldaul az el6z6
oldalon lathato négydimenzidos kocka megrajzolhatd egy
vonallal, tessék nyugodtan probalkozni! (Megoldas hatul.)
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Nagyobb méretii, bonyolultabb rajzoknal mar nehéz lehet a
tényleges megrajzolas megtaldlasa. Példaul a Szerzo [SzI8]
konyveben is talalunk egyszerti utmutatasokat (algoritmust) a
feladat egyszerli megoldasahoz. [SzI8] -ban ezenkiviil tovabbi
jat€ékos problémakrol is olvashatunk (dominok, kastélyok,
stb), Euler korokkel kapcsolatban.

Az "egy vonallal" problémanak és Euler fenti tételének ko-
moly gyakorlati alkalmazasai is vannak az iparban, példaul
automata furd- €s gravirozo gépek miikodési idejét, energia-
felhasznalasat lehet vele csokkenteni. Szerény véleményem
szerint azonban a tétel legfontosabb gyakorlati alkalmazasa a
gyerekkonnyek megsziintetése !!!

Kirako

Egy 30 darabos kirakos jaték szelét mar kiraktuk, amikor
eszrevettiik, hogy egy elem hianyzik a készletbol (belekever-
tiilk a masik készlet darabjai koz¢).

]
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i
1
-~ ]

Melyik lehet a hianyz6 darab a kovetkezOk koziil ?

hrey

o =1 i —_—
1 L L)

A megoldast a konyv végén talaljuk.
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A Trapéz

Mindenki tanulta az iskolaban: négyszog, van két parhu-
zamos oldala. Sok mindent tanultunk meg réla, de azt az egyet
nem,hogy a légtornaszok a cirkusz kupoldjaban miféle trapez-
ra masznak fel? Pedig minden matekodran és cirkuszi eldada-
son figyeltem. Epitkezéskor jottem ra a titokra: ha egy darabot
hirtelen csak levagunk a hosszi deszkabdl, trapézt kapunk.
Mert altaldban a mi egyenes vagasaink nem derékszogliek, de
a fatelepen a a deszkakat szépen, két parhuzamos élire fiiré-
szelik. Valdban, az artistak is valami deszkafélén toporognak
a magasban, amelynek végeit innen nem latom jol. De bizto-
san Ok is ferdén vagtak le a két szélet!

Szekrény
Téglalap alapu szekrényt egyediil
ugy mozditottam el a faltol, majd egy
hét malva vissza, hogy egyik végénél
fogva kicsit megemeltem - megdon-
tottem, harom laba kicsit a levegOben,
¢s a negyedik laba mint fliggdleges
forgastengely koriil, kicsit elforgattam. Ezt ismételgettem jo-
n¢hanyszor, egyik-masik laba koriil forgattam el a szekrényt
(téglalapot) ide-oda, amig a kivant helyre nem keriilt. Huh!
Utdna mar volt idém gondolkodni: barhonnan barhova el
lehet-¢ mozditani a szekrényt a fenti médon? Matematikai
nyelven ez a kérdés igy fest: Ha a sikon kijelolok két egybeva-
go téglalapot, akkor lehet-e (és hogyan) barmelyiket dtvinni a
masikba fenti modszerrel? Lelkes Olvasdéim maris elovesznek
egy dobozt (pl. szardinias vagy cipds) ¢s kisérleteznek, mie-
18tt jon a szobafestes. Megnyugtatunk Mindenkit: ifja tanitva-
nyom, Sagmeister Adam kozépiskolas didk nemrégen bebizo-
nyitotta, hogy a fenti kérdésre mindig igen a valasz: barmely
szekrényt barhova el lehet juttatni az "egylabas" modszerrel.
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VIGYAZAT! A kisérlet veszélyes: sulyos hatfajast és sérvet
okozhatunk magunknak! Hatfajas nélkiil a szamitdégépen is
Kiprébalhatjuk:
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/MindMusz/Mindennapi-
musz-start-2c.html , a 6. "Billeg" fejezetben.

Ha az Olvas6 a dobozzal kicsit szorakozni is akar, javasol-
juk a Bloxorz nevii jatékot, ami az interneten is megtalalhato,
példaul az alabbi cimen:

http://www.miniclip.com/games/bloxorz/en/ .

Napsugarak

A fejezet végére hagytuk a legfontosabbat: az élteto nap-
sugarak miért "sugariranyban", minden irdnyba aradnak szét,
amit paras (vagy poros) idoben jol meg is figyelhetiink. De ez
teljesen természetes, hiszen egy pontbol indulnak ki. Igen am,
de fizikabol meg €éppen azt tanultuk, hogy a Nap és a Fold
nagy tavolsaga miatt mar parhuzamosnak tekinthetjiik a nap
sugarait! Mi az igazsag?

A fizikadran tanult "parhuzamos" jelz6 az optikai csalodas
magyarazata. A vasuti sinek 1s parhuzamosak (hiszen a vonat
kerekeinek tavolsdga nem valtozhat!), de mar a vasatalloma-
son 1s ugy latjuk, mintha egymashoz kozelednének, egy pont-
ban talalkoznanak. Az iskolaban még tanultuk is (viccesen!):

A pdrhuzamos egyenesek a "végtelenben" taldlkoznak.

Ha pedig a Nap nagyon messze van, akkor a fénysugarak ott
talalkoznak!
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6. A Szinusz és a szogfiiggvények

A Szinusz (igen, igy nagybetlivel) hidba nem a kedven-
cliink (mert nehéz), de sokszor KELL! Ezért is tiszteltiik meg
egy egesz fejezettel.

Szalami és ingujj

Tekerjink egy papirhenger (vagy szalami) koré 2-3 ré-
tegben alufoliat, vagjuk el a hossztengelyére ferdén 45° -0s
szOgben, majd hajtogassuk ki az alufoliat. Milyen gorbét ka-
punk? (A vagasfeliilet ellipszis, ez jol ismert.)

Milyen alaku az ingujj szabasmintaja a vallrésznél (talolda-
lon a 87. rajz)?

Mindkét peldardl be lehet bizonyitani (nem til nehezen),
hogy bizony, egészséges szinuszhulldmok. (A bizonyitast pél-
daul a KéMaL [K95] C.376. feladatanak megoldasaban talaljuk meg.)
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B Armel einsetzen. Hemd entlang :
den Armeleinsetznéhten schmal ab- Schnitteile 85 bis ¢

steppen. auf Schnittbogen ¢
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Webkante 0.80m Webkamen 1,20m

~ Hemd und Hose fiir Jungen
in GroBe 146 von Seite 46

Sie brauchen:

Hose: Crinkle 1,30 i
140 cm breit. Bundeir
lage. 1 ReiBverschiuf;
Seitl. Hosenldnge 90 cm 14 cm lang. 1 Knopf.

Mint amilyeneket a viz- vagy EKG- hullamok mutatnak, ami
pontosan ugyanaz, mint amit kozépiskoldban a "Forgdsszog
szogfiggvényei" fejezetben tanultunk: egyenletesen korbe-
forgd pont magassagarol van szo, ami az alatta mozgd papir-
csikon hagy nyomot. Ezt szamitogépen szimulalhatjuk is:
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A fenti mozgdkeépet (animaciot) mikodes kozben az alabbi
internetcimen lehet megtekintent:
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/B-SIN-1.SWF
vagy http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/B-SIN-2.EXE .

Acsok

Sajat szememmel lattam, hogy acsok még mindig hasz-
naljak a kovetkez6 modszert mértani szogek kimérésére.
Készitenek két 45cm -es 1écbdl egy derekszogli haromszoget
(atfogdja valamekkora), ennek hegyesszoge nyilvan 45°. Ha
ezutan egy a fokos szoget kell kimérnilink, akkor a ferde
"atfogd" lécet csak lejjebb mozgatjak ugy, hogy a szemkozi
befogd (fliggdleges 1éc) csak a cm legyen. Ekkor (allitasuk
szerint) a megvaltoztatott hosszusagu léccel szemkozti szog

koriilbeliil a fok lesz, pl. a=40cm esetén o=40° (allitolag):

45 cm
d&cm

45 cm 45 cm
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Szamitsuk ki az igy kapott tényleges szoget mondjuk a =
20cm ... a=60cm esetén. (Valasz a Megoldas részben.)

Autoval

A "veszélyes lejto " tabla 10% -ot mutat, vagyis az ut
minden (térkép szerinti) 100m utan 10m-t lejt. Ez geometriai-
lag hany ° -0s lejtonek felel meg?

Itt a vizszintes befogo (vetiilet) 100m, a szoggel szembeni be-
fogd 10m, tehat tg(a) = 10% = 10/100, ahonnan o =arctg(0,1)
= 5,74° Ez ugyan geometriailag nem nagy ¢€rték, de kerékpar-
ral és autdval is mar vigydzni kell! A 100% -os lejtd 45° -0s |

Tengerpart

Pestrol keresett meg ligyvéd ismerdsom par évvel ezelott
a kovetkez0 siirgds kérdéssel (az adatokra nem pontosan em-
I¢kszem):

"A tengerpart dolésszoge 3° a vizszint emelkedése dagdlykor
1.2m. Elonthette -e a tenger a viztél 500m -re levé hazat?

Ugyvéd baratom izgatottan varta az eredményt, hiszen (mint
hangsulyozta): ez donté kérdés egy perében! A szinuszfligg-
veény ismeretében ez gyerekjatek, meég a konyv Megoldas feje-
zetéig sem kell varnunk: sin(a) = szemkozti oldal / atfogo -

: 1.2

ahonnan
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sin(3°)
ahol t a tenger elorenyomulasa a parton. Latjuk tehat, hogy a
haz épségben atvészelte a dagalyt. Ennyire egyszert!

~ 22,9288

Vizimenteés
A t6 kozepén bajban van valaki, mi a vizparton joval
arrébb vessziik észre segelykialtasait:

f P F A S
P~ P~ ~ P
~ -~ .~ e -~
~ -~ -~ Nu,/.( -~
P~
~ ~ ~ P
~ ~ ~ o .:'I) ~

Nyilvan a part mentén futunk egy darabig és csak utana ugrunk
vizbe (hiszen lassabban tudunk Gszni mint futni), és a leheto
leggyorsabban akarunk a bajban levohoz érni. De mennyit fus-
sunk a parton, hol ugorjunk a vizbe, mennyit tisszunk? A meg-
oldas egy egyetemistinak nem nehéz, a levezetést pé¢ldaul
[SzI2] 6.9. feladataban vagy [HN2] -ben is megtalaljuk.

A valasz meglep0: teljesen mindegy, hogy a bajbajutott és mi
hol vagyunk. Mindossze az a Iényeg, hogy mekkora sebesség-
gel tudunk futni a parton (legyen ez v, m/s), ¢és a vizben Gszni
(legyen ez vy m/s). Ekkor a fenti vazlaton jeldlt o szogre - ami
a part €s uszasunk szoge - a kovetkezo feltételt kapjuk:

2 2
v
tola)= [V—pj -1 azaz a=arcy [V—pj -1

VV \

Természetesen én sem hordok zsebszamologépet a fiirdonad-
ragomban. De ez nem is kell, hiszen a fenti képletek szerint
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csak az a szog kell, ami a vp és vy sebességek ismeretében mar
otthon elore kiszamolhato.

Példaul én koriilbeliil vo=10km/h~2,77m/s sebességgel futok
és Ww=2km/h~0,55m/s sebességgel Gszom, tehat szamomra a
legjobb (optimalis) beugrasi szog

2
a =arctg (%)) ~1=arctgJ24 ~7846°

Egy élsportold sebességei koriilbeliill vp=100m/10s=10m/s=
36km/h és w=1m/s=3,6km/h, igy neki az a=arctg(V99)~84°
beugrasi szoget javasoljuk, vegiil egy gacser eseteében a becstilt
vp=0,5m/s=1,8km/h, w=0,4m/s=1,44km/h sebességek esetén
a=arctg(V0,5625)~ 37 ° az optimalis.

Norbert Herrmann [HN2] konyve szerint kisérletekkel ¢€s
szamitasokkal deriilt fény arra, hogy a kutyak osztonosen
mindig a szamukra legmegfelelobb pontig futottak és a
matematikailag legjobb szogben ugrottak vizbe!

A probléma altalanosabban is felvethetd, ¢s a megoldas szin-
tén érdekes. A szarazfoldon beljebb is lehetiink (mint altala-
ban), és innen kell a bajbajutott segitségére sietniink - futnunk
¢s Usznunk:

Az el6z6 esethez hasonld szamitassal kapjuk, hogy az optima-
lis szogekre :

98



V, cos(p)

v, cos(a)

\Y

A kapott 6sszefliggés ismét azt jelenti, hogy a vp €s Vy sebesse-
gek ismeretében otthon eldre kiszamolhatdo cos(pB) és cos(a.)
aranya, a strandon pedig mar csak futnunk ¢€s isznunk kell!
A legutobbi Osszefliggés teljesen megegyezik a fizikaban a

fénytorésrol tanultakkal:

Vv, _sin(a)

v, sin(a,)
ahol v1 és vz a fény sebessége a kiillonb6zo anyagokban.

M G
e Y . " e
L S .~ A e,
Y o "
e R e S e,
. " o "

(A legutdbbi képletben csak azért van sin(o) mig az elotte
levo képletben cos(a), mert a fizikdban a fénysugar szogét a
beesési merdlegeshez mérik, mi pedig a vizparthoz viszonyi-
tottuk rohanasi palyankat.) Ki is probalhatjuk "szarazon" :
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/MindMusz/Mindennapi-
musz-start-2c.html , a 13. "Kimentés" fejezetben.

Magassag- és terepmérés

Akar egyszerl kirandulaskor is jol johet arnyék ¢s hason-
16 haromszogek segitsegevel egy fa, szikla vagy épiilet magas-
sagat megmérniink mint Pitagorasz tette tobb mint 2000 €vvel
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ezelott. Nagyon sok példat lehet talalni tavolsag és egyeb ada-
tok szamitasara a terepen (mint kiskatona, alaposan megtanul-
tam boldog legénykoromban), néha kirandulaskor is hasznal-
juk a csaladdal. Ezeket most nem részletezziik, a kozépiskolai
[GFgy] Geometriai Feladatgylijteményben nagyon sok jo fel-
adatot talalunk megoldassal egytitt.
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/. Térgeometria

A Fold gombolyu

Misi baratom meghivott Balatonakarattyara, és a csaladdal
néztik a Balatonon hosszdban kozeledo hajokat. Mar ekkora
vizfeliileten is (kb. 70 km hosszi) észrevehetjiik, amit eddig
altalaban csak az igazi tengerekrél (nem a Magyar Tengerrdl)
hallottunk: a kozeled6 hajoknak eldszor csak a csucsat latjuk,
torzsiiket csak utana. Ennek megfelelden a tadvolodo hajoknak
fokozatosan eltlinik a torzse, mintha "tengeri szornyek nyelnék
el Oket" (tobb szdz éve valdban ezt hittek sokan).

A konyV utolsé fejezetében részletesen kiszamoljuk, hogy egy
| magassagu (vagy | magassagban levd) személy egy h magas
hajé arboccsucsat meddig tudja szemével kovetni, illetve a
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t=5, 10, ..., 70 km tavol lev0 hajonak milyen magasnak kel-
lene lennie, hogy a gdmbolyli Fold ne takarja el teljesen.
Erdemes tehat fara vagy dombtetére masznunk - ezt mar &se-
ink is tudtak! Most csak par rovid, kozelito képletet ismerte-
tiink (bizonyitas nelkiil).

8 centis szabaly: Teljesen sima vizfeliileten a vizbol a sze-
mét eppen kidugo uszo az n_kilometer tdavolsagban lévo vi-
torldshajonak csak az 8n* centiméter feletti részét latja.

Mivel a sikra kiteritett Balatontérkép 70 km-nek megfeleld
egyenes szakaszt is tartalmaz, ezért a Balaton esetében 400
méteres magassagu takarasok is lehetségesek. Ha Aliga kor-
ny¢kén valaki a parton sétal €s eltekint Tihany mellett balra,
¢s a szeme mondjuk 2 méterre van a vizszint felett, akkor az
illetd 5 kilométerre lat ra a vizfeliiletre; 10 km tavolsagban
mar 2 meéteres magassagu a takaras, 15 km tavolsagban mar 4
méteres, 20 km tavolsagban mar 8 méteres stb.

Tehat igy is fogalmazhatunk: Ha a vizparton allva k km ta-
volsagra latunk ra, akkor 2k km tavolsagba ugyanakkora a
takaras, mint amennyire mi emelkediink a vizszint fol¢, 6k km
tavolsagban pedig mar 25-szor akkora.

1,7 méteres szemmagassagot feltételezve sik vidéken vagy
tengeren a latohatar (horizont) tavolsaga 4,5 kilométer, ezeért
peldaul a Balaton d¢li partjan allo fiird6z6 meég tavesdvel sem
latja az €szaki parton allo tarsat - €s viszont. A kozelitd szami-
tas szerint a horizont-tavolsag a latdbmagassag négyzetgyokeé-
vel aranyos, azaz példaul a magassagot megnégyszerezve a
horizont megduplazodik. Az elébb emlitett 4,5 km kevésnek
tlinhet, mert a tapasztalat szerint az ennél sokkal messzebb le-
vO éplletek, fak, hajok is lathatok. A tavolabbi targyakat azért
lathatjuk, mert egy résziik a horizont fol¢ emelkedik.

Hangstlyozzuk, hogy a fenti tavolsagi korlatok, ameddig
szemiinkkel ellathatunk, nem a jo tavesovek hianya, hanem a
Fold gorbiiltsége miatt vannak! (Ez a probléma semmit sem
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valtozott tobb ezer év alatt!) Csodalkoztam is kiskatona ko-
romban: miért lehet a tdvcsoves "mesterlovész-puskat” 20-30
km -re "kalibralni" (beallitani), hiszen legalabb 75 m (!) ma-
gasra kellene masznunk, hogy ekkora tavolsagig ne akada-
lyozzon benniinket a gdmbdlyt Fold!

Hajok és repiilogépek

Szintén a Fold gombolylisége miatt mar tObb mint szaz
¢ve hajos kapitanyok és repiildgépen utazok egyike sem cso-
dalkozik azon, hogy az 6ceanjard hajok, I€ghajok ¢€s repiiloge-
pek nem egyenes vonlban, hanem "valamilyen koriv" mentén
szelik at az 6ceant! Ussiik fel csak altalanos- vagy kdzépisko-
las atlaszunkat: a nagyobb tengereken a fO0bb haj6zasi Gtvona-
lak nem nyilegyenesek! Ez a bizonyos koriv a Foldnek egy
olyan fokorének ive, amely 0sszekoti a kiindulasi- és a célallo-
mast. Egy (akarmilyen) gomb fokoreit ugy kaphatjuk meg,
hogy a gombot (pl. alma) a kozéppontjan athalado sikkal
metssziik el (pontosan felezziik el), €s ennek a vagasnak a
gomb felszinén (almah¢j) levd nyomat tekintjiik! Mellesleg
ezek a korok a gomb felszinére rajzolhato korok kozil a leg-
nagyobbak.

Tehat a repiilogep optimalis palyajat ugy kapjuk meg,hogy a
Fold kozéppontjan, valamint a kiindulési- és a célalloméasokon
(ez harom térbeli pont) keresztiil fektetett sikkal elmetsziik a
Foldet, és a felszinén megrajzoljuk a vagas nyomat. Ez a leg-
rovidebb tavolsag a Fold két pontja kozott. Ha van otthon
Foldgombiink, ezt a modszert rogton ki 1s probalhatjuk: va-
lasszuk ki 4lmaink két pontjat, feszitsiink ki ez a két pont ko-
zOtt egy gumiszalagot. A gumiszalagot dvatosan kicsit meg
kell 1igazgatnunk, mert szegény tapad, de magatol megmutatja
a legrovidebb utat a ket kivalasztott pont kozott!

Térképen mindez azért nehez és csaldoka, mert egyrészt a pa-
pir sikbeli €s nem gomb alak(,, masrészt pedig nagyon sokféle
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terkép létezik: izelitdt a kozépiskolal foldrajzi atlasz elején
lathatunk, de ez mar legyen a térképészek, hajo- és repiilogép-
kapitanyok, €s a matematikusok baja.

Gombok

Dorzsolgessiink 0ssze sokaig ketto, egyforman puha ko-
vet vagy téglat. Legjobb a "bolcsek kove" (YTONG), de meg-
puhult régi agyagtégla is megteszi. A dorzsolgetést tetszoleges
(Osszevissza) iranyba végezzik, de jo sokaig, hogy legalabb 1
cm -es bemélyedés keletkezzen az egyiken. Ami egyik tégla-
darabon bemélyedés lesz, az a masikon épp ugyanolyan kidu-
dorodas. Csak nem gémbfelszinek? lgen, de miért? A CSiSzo-
las miatt a tégladarabok felszineinek olyanna kell valtozniuk,
hogy egymasban akadaly nélkiil konnyen elmozdulhassanak !
Marpedig csak a gémb az a feliilet, amely dnmagaban bar-
mely iranyban akadaly nélkiil elmozdulhat. Ez egy szép (€s
nehéz) tétel a felsobb geometriaban, a gyakorlatban pedig mar
tobb ezer éve 1smert, ugye.

A felfjt lufi, szappanbuboréek, ragogumi is azért gomb ala-
kaak, mivel a leheto legkisebb felszint igyekeznek ezek a ru-
galmas anyagok felvenni, ami ismét a gomb.

Gombok teérbeli optimalis elhelyezésé-
hw nek problémdjaval a Veszprémi Egyetem
R (ma Pannon Egyetem) hires tanszekveze-
t0 professzora, Fejes Toth Laszlo akadé-
mikus foglalkozott, a kutatast ma fia,
Fejes Toth Gabor folytatja. Mi csak az
aruhazakban jatszhatjuk a "Ki tud tobb
narancsot hazavinni egy vodorben?"
tarsasjatekot.
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Hasabok és poliéderek

"Hasabfaval kenegetik" azaz jol elverik, megdobaljak
(nem lehet kellemes). Sajnos a legtobb mai gyermek csak a
tankonyv lapjain talalkozik a hasab magyarazataval (defini-
ciojaval) és vazlatos rajzaval. Nézziink meg egy igazi fahasa-
bot kozelebbrol - vagy a fahazban vagy a tiloldalon:

Ennek is parhuzamos sikok az alja ¢és a teteje, ami nem ve¢-
letlen, ugyanis furészgéppel a ronkoket parhuzamosan szele-
telik (mint kolbaszt a konyhaasztalon). No és az oldalai ho-
gyan "kesziilnek"? Jomagam is kiprobaltam: fejszével fiiggo-
legesen hasogattam, azaz levagtam a "sz¢leit". Emiatt lett az
"alja" és a "teteje" is szabalytalan sokszog, de ugyanolyanok,
vagyis egybevagoak! No, innen ered a tankonyv meghataro-
zasa (definicidja) : "A hasabok alap- és fedolapja két egybe-
vago, tetszoleges sokszog, oldallapjai fiiggdleges téglalapok."

Hasonloan clvont fogalom a poliéder, sz6 szerint SOK-
lapu test. Pedig konyhaban is konnyen talalkozhatunk vele: ha
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a krumplit egyenes (azaz sik-) vagasokkal szeleteljiik vagy ha-
mozzuk meg, vagyis nem kovetjilk a krumpli gombolyded-
ségét. Ha mar minden oldala sikbeli (nincs mar barna héja),
akkor eloOttlink 1s van egy poliéder! Vagy figyeljiik meg ovo-
das gyermekiinket gyurmazas kozben. Ha egy gyurmagombo-
cot tobbszor erdsen odacsap az asztalhoz, a gombdc benyo-
modik, méghozza oldalai sikok lesznek - megint egy polieder
lesz el6ttiink!

Locsolocso

Hany liter viz maradt a locsolocsOben? Sulyra ugyan ne-
héz, a garazsban sem akarunk arvizet,vodorben sem akarom
méricskélni, viragoknak kevés ... . Ez egy konnyl matek-
példa: a henger hossza 50m, atméroje 3/4"=2,57cm, igy suga-
ra r=1,285cm, vagyis a térfogat liter = dm?® -ben:

V = r?n-h = 0,1285°7-500 = 25,937 ( ,
vagyis két és fél vodor !

Erdemes kiszamolnunk (hasonléan egyszerti), hogy egy cso-
pOgo vizcsap egy nap alatt mennyi vizet pazarol el, vagy egy
készenleti allapotban levd TV mennyi dramot fogyaszt -
hidba. (A helyes megoldast a konyv végén megtalaljuk.)

Henger alaku poharak

Meddig kell kiinnunk egy henger alakil sorospoharat,
hogy a pohar a benne maradt folyadékkal egyiitt a lehetd leg-
stabilabb legyen, vagyis sulypontja a lehet6 legalacsonyabban
legyen? A megoldas természetesen a pohar alakjatol és sulya-
tol is fligg, néhany egyszerlibb szamolast magunk is elvégez-
hetiink. Az alabbi ujsagcikk annyiban komoly, hogy Herr-
mann professzort lattam egy (kiilfoldi) TV show musorban, a
bemutatott kisérletet magunk is elvégezhetjiik a konyhaban.
Egy talcara egymas mellé tegyiink két azonos, kozelitdleg
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henger alaka poharat (vagy flaskat), stlyuk legyen kozepes,
vagyis sem muanyag sem Olomkristaly nem jo. Toltslik egyi-
ket teli, a masikat koriilbeliil fele-harmadaig. A talca egyik
végét ovatosan megemelve (masik vége az asztalon marad)
dontsiik meg fokozatosan a talcat. A teli pohar kb. 10 foknal
eldol, a masik viszont kb. 30 fokig stabil! Hasonlot tapasztal-
hatunk a teli pohar helyett {ires poharral.

Herrmann professzor igazi kutatasi teriilete természetesen
nem ez, hanem gépjarmiivek automatikus iranyitasa, pl. par-

kolas esetén (Id. [HN1] és [HN3]).
e -] 1 4
A sorivas
B J | | &

sajatos fizikaja
Hannover (mti) — A sérivas
is felvethet fizikai-matemati-
kai problémakat — veéli Nor-
bert Herrmann, a hannoveri

Alkalmazott Matematikai In-
tézet tudodsa. '

Herrmann azt kutatja, meny-
nyi sornek kell lenni az iivegben
vagy dobozban, hogy a felboru-
14s veszélye a legkisebb legyen
(ezzel mér a nyarra késziil). A
kutatd azt vizsgédlja, mennyit
kell kiinni ahhoz, hogy a felbo-
rulds veszélyének szempontja-
bol idedlis helyre keriiljon az
liveg vagy doboz sulypontja.
,,JKutatasa” szerint a sOr mintegy
kétharmadat helyes kihorpolni,
mieldtt letessziik az iiveget.
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Kiupok és poharak

Tekintsiink egy (forditott)
kip alaktl poharat, pl. pezsgds-
poharat (vagy tolcsért), eredeti tér-
fogatat altalaban még tudjuk.

a) Ha fele magassagig toltjiik, a
teljes térfogat hanyadrésze van
benne? Altaldban: ha magassagé-
nak x% részéig van toltve, akkor
ez hany % térfogatnak felel meg?

b) Mekkora magassagig toltsiik,
ha a pohar eredeti térfogatanak
felényi italt szerenénk inni?

c*) Oldjuk meg a feladatot csonkakup alakt poharra is (pl.
kaveéspohar).

=

g

Az a) kérdésre talan még fejben is tudjuk a valaszt: a félig
toltott folyadék 1s kup alaki mint a pohar, hasonl6 testek tér-
fogatai méreteikkel kobdsen aranyos, tehat az 1/2 magassa-
gig levo folyadék terfogata

(1/2)3 = 1/8 = 0.125 = 12.5%

része az eredeti pohar térfogatanak! Alig tobb, mint a tizede!
M¢ég jobban meglepddiink, ha tiveglapot szoritunk (0vato-
san! az liveg veszélyes!) a pohar szjjara, ¢s ezzel az liveg-
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tetovel lefel¢e forditjuk a poharat: az aljan alig latjuk a vékony
folyadékréteget! (Esetleg érdemes egy megfeleld befOttes-
liveg-gumit tenniink a pohar szaja ¢s az iiveglap koze, a szi-
vargas, azaz a csalas elkertiilése végett.) Az igy kialakult fo-
lyadékréteg vastagsaganak kiszamolasat érettségire késziilok-
nek ajanljuk, az eredményt a konyv végén megtalaljuk.

b) Ha a pohar magassaganak X -ed részéig van toltve (0<x<1),
akkor hasonldéan a folyadék térfogata a pohar térfogatanak
aranyosan x° része, raadasul 0<x<1 miatt x3<x Ha tehat
fele térfogatnyi folyadékot szeretnénk a poharba tolteni, akkor
az x3=1/2 egyenletet kell megoldanunk, ahonnan

x=31/2 ~0.7937 .

Bizony, a magassaganak 0.8 azaz 4/5 részéig toltott pohar-
ban csak fele térfogat van !

Mar gyermekek is talalkozhatnak a fenti problémaval: né-
met nyelvteriileten az altalanos iskola 1.osztalyaba legelsd na-
pon belépd tanuldkat az osztalyban hatalmas, szines papirtol-
csér, un. Schultiite (="iskolatdlcsér") varja, teli édességekkel.
"Szemmel ldthatoan alig hianyzik belole, pedig a felét mar
megettem" | “"tegnap még feléig volt, most iires" , ... , hasonlo
keérdésekkel kell a sziiloknek megbirkozniuk.

C) Vigyazat: a csonkakup és henger alaki edényeknél a félig-
meddig toltott folyadek mar nem hasonlo az eredeti edényhez,
a szamitasok sokkal bonyolultabbak. Egy specialis esetet a
konyv végén ismertetiink.

Hordok, borosiivegek, -kancsok ¢s meg bonyolultabb edé-
nyek térfogatat mar felsofokit modszerekkel is csak kozelitd-
leg tudjuk kiszamitani, még ha sziniiltig is vannak toltve!

Lyukak
Kemeényfaba, fémbe még furdgéppel 1s ferfimunka lyukat
varazsolni. Ha mar a deszkat (lemezt) mar majdnem atlyu-
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kasztottam, akkor még mennyi munka (térfogat/ido) var ram?
Persze ez fiigg a deszka vastagsagatol, a furdhegy (szakkifeje-
zéssel furoszar) alakjatol: €k vagy gomb vegii.

Lampaerny6 és szoknya

Manapsag mindent a boltban vesziink ¢€s kidobunk, pedig
mennyivel kedvesebb egy sajat keziinkkel készitett lampa (az
5. fejezet Hengerpalast feladatanal emlitett Erné nevezetii la-
katos ismer0Osiink készitette), altalunk valasztott szines papir
boritassal:

Legegyszerlibb persze csak kortiilbeliil kivagni a papirt, valami
korszelet-szertiséget, majd a keretre illesztve 0sszeragasztani,
a felesleget levagni, de igy ajande€knak csunya lesz. A pontos
"szabasmintat" a konyv veégen talalhatjuk.
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A képen lathato lampaernyOn valamilyen macskat ugyan sej-
tiink, de még Osszeallitas utan is (vagjuk ki és ragasszuk
Ossze!) csak megfeleld iranybol: feliilrdl l1atjuk az igazi, na-
gyon bajos cicat! Az ilyen optikai trikkkokkel par oldallal lej-
jebb, az Anamorfozisok cimszonal foglalkozunk.
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Csonkakupfeliiletek meég a szoknyak is, és nem csak Jacq-
ues Deval: A potyautas cimii vigjatékaban talalkozhatunk 1j-
sagpapirbol késziilt miniszoknyaval. Bizony a vilaghaboruk
alatt sok 0ltony, ruha késziilt krepp- €s kartonpapirbol!

Szemben

Konnyen kiprobalhatjuk: ha tarsunk 10-20 méterre all to-
link és zseblampaval felénk (de nem szemiinkbe!) vilagit, ak-
kor nem csak ki- be- kapcsolgatassal tud villogni nekiink, ha-
nem Kkicsit fel- le mozgatassal is. Ezért tiinik hepehupas uton
mindig Ugy, hogy a szembejovd autd valamiért villog nekiink.
A vezetd nem is jelez nekiink, csak az uton le- felfelé imbo-
lyog az auto ¢€s vele egyiitt fényszordja is: ezt latjuk villogas-
nak!

Az 5. fejezetben a tiikrozesekrdl megallapitottuk, hogy valo-
jaban teérbeli problemak, ezért itt folytatjuk a kiilonféle feliile-
tek tiikrozesi tulajdonsagainak ismertetéset.

Egyéb tiikrozo feliiletek

Kezdjiik a budapesti Vidampark elvarazsolt kasélyanak
tikkreivel: dombort €s homort (vagyis szokasos ¢€s kiforditott)
henger alaku tiikrokben kovérebbnek illetve sovanyabbnak lat-
juk magunkat. Hasonl6 jatéktiikroket otthon 1s konnyen készit-
hetiink: egy papirhengert (peldaul kakads doboz) kiviilrdl vagy
beliilrdl tigyesen beboritunk aluminium foliaval, vagy ha tala-
lunk a garazsban egy rugalmas ¢és fényes fémlemezt, akkor azt
(6vatosan) kifelé vagy befel¢ hajlitgatjuk. Ezek a tiikrok azért
torzitanak, mert csak egyik iranyban (vizszintesen) vannak
meghajlitva.
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A gombtiikrok, mint példaul a karacsonyfa diszek, borotvalko-
z0 tiikor, utkeresztezodesekben felallitott kozlekedési gomb
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tilkkrok vagy az autd (dombort) visszapillant6 tiikrei mindkét
iranyban hajlitottak, ezért képiik hasonl6 az eredetihez (a tii-
kor mindkét iranyban ugyanugy kicSinyit vagy nagyit).
Vigyazat: ezek a tikrok nem csak kicsinyitenek, hanem emiatt
a tavolsagot is nagyobbnak tlintetik fel, ami a kozlekedésben
nagyon balesetveszelyes!

A gombtiikrok torzitasat a matematikaban inverzionak (meg-
forditasnak) nevezik, kozépiskolai szakkorokon néha tanuljak
is. Peldaul a Gazso Istvan [GI] konyvében vagy a Wikipédia-
ban olvashatunk rola bovebben.

Anamorfoézisok (alak-atvaltozasok, gorogiil)

A képzOmiivészetben, elsdsorban a festészetben mar tobb
szaz éve (tucatjaval) készitenck "furfangos" képeket: megfele-
18 (sz€lsdséges) nézOpontbol a kép jelentéktelen vagy zavaros
részletel varatlanul élvezhetové valnak, "elotlinnek a semmi-
bol". Konyviinkben alabb csak if]. Holbein 1533-bol szarmazo
festményét idezziik: szemiinket a papir (monitor) sikjadhoz ko-
zel tartva, a kép aljan lathaté "maszatbol" hirtelen egy kopo-
nya lesz. Hasonlé gyermek-rejtvényekkel is gyakran talalkoz-
hatunk: megnyujtott betiiket kell elolvasnunk, mint példaul az
alabbi feliratnal. (Ismét a papir sikjabol, oldalrol kell nézniink
a bettiket.)
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Hasonldé mddon rejtettiink el egy titkos szot a kdvetkezd abra-
ban. Mivan ide irva ?

S —
—_— =
e | ——e———— |
e o ——
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Ezzel a "triikkel" az autdésok nap mint nap talalkoznak: az
uttestre festett jelek, az Gn. utburkolati jelek is azert olyan el-
nyult betlik és abrak, mert az alacsony tilésen il6 soforok igy
"méretaranyosan' latjak a feliratot.

Tanarok és diakok is nap mint nap talalkozhatnak e jelenség
forditottiaval: a tablara irt gyongybetiiket a tabla mellett allva,
oldalrél lehetetlen elolvasni! Ez lehet a gyenge felelet oka?

Cole magyarul is megjelent Perspektiva [CA] konyvében is
sok meglepd képzOmiveszeti (optikai) jelenséget, példat €s
magyarazatot talalunk.

M¢ég bonyolultabbak az olyan "triikkkok", amikor az "akom-
bakom" rajzra egy tiikkr6z6 henger- , kiip- vagy gombfeliiletet
helyezve tlinik szemiinkbe az elrejtett kép. Ezt magunk is ki-
prébalhattuk par éve a budapesti Csoddk Palotajaban, az in-
terneten is rengeteg képet talalhatunk az '"anamorphosis"
angol sz6 keresésével (fényes hengert pedig mar par oldallal
eldbb mi magunk is készitettiink, vagy vizvezetékszerel6tol
kérhetlink). MindOssze csak a nemzetkozileg is elismert
magyar mivész, Orosz Istvan egyik képét emlitjiik meg. A
hengert a rajz fehér korére (napkorong) téve - tessék kiprobal-
ni 11 - el6tlinik maga az ir6, Jules Verne arcképe:
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Orosz Istvan: Titokzatos sziget
(illusztraci6 Jules Verne regényéhez)
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Le a kalappal Orosz Istvan miivészete elbtt: az 6sszes tobbi
anamorfozis-kép tiikor nélkiil csak maszadek, és csak a hen-
gerbol nézve lesz élvezhetd! Orosz Istvan weboldala [Ol]:

http://web.axelero.hu/utisz/page.htm .

Egy masik erdekes cim:
http://scienceblogs.com/bioephemera/2009/05/anamorphic_sk
ulls_and_songbird.php .

Az imenti optikai jelenség (nem tul bonyolult) matematikai
elméletét példaul Hickin [MGO0] cikkében talalhatjuk meg,
ami alapjan magunk is szerkeszthetiink (igen, korzdvel és vo-
nalzoval) hasonlo abrakat. Még kényelmesebb példaul Kent
Anamorph Me! ("valtoztass at engem!") [KP] ingyenes sza-
mitogep-programjat hasznalnunk:

http://www.anamorphosis.com .

Az utobbi eévtizedekben szamtalan kozteriileten helyeztek el
hasonlo optikai latvanyossagokat: Manchester Museum of
Science and Technology (USA), Vauxhall station (London),
St Peter's Riverside, Sunderland (Anglia), "Sténopé" exhibi-
tion, Parizs, stb.

Hiperboloid
Gyarkéményekkel
ugyan ritkabban foglalko- .
zunk, mint pezsgéspoharak- |
kal. Azonban az Inotan, |
Ajkan, Budapesten a JovO s
Héza elotti téren, Guangzhou Sl P,
varosban a 610m magas Canton Tower, ¢€s meg a tobbl 1velt
formaja (0.n. eqykopenyii forgasi hiperboloid, vagyis tengely
koriil megforgatott hiperbola alaka) tornyoknal nem csak a
XX. szazadi mérnokok munkajat csodalhatjuk meg, hanem az
Okori matematikat 1s! Ugyanis 0k mar tudtak, hogy ezt a felii-
letet egyenesekkel is meg Iehet épiteni: nem csak a tartdévaza,
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hanem teljes egészét egyenes gerendak alkotjak, befedik. Ezt
mi magunk otthon is Kkiprébalhatjuk a kovetkezé Ki-
serlettel.

Vegylink elo két azonos at-
mérdji (egybevago) kb. 10-
15 cm atmérdji kartonpapir
kort  (pl. medvesajtos doboz
fedelét es aljat), szeliikre 15-
20 helyen fiizziink ceérnat, igy
egy kor alaprajzua, henger
alaktl ketrecet kapunk. Erde-
mes a két korbe ugyanoda
farnunk a lyukakat, csak a
sz€p ketrec miikodik. Az also
kort az asztalra tessziik, meg-
fogjuk, ¢s a felsot elforgat-
juk, mikozben a cérnaszalak
kifeszitve legyenek. A ceérnak
a  gyarkémény  egyenes
gerendai, a forgasfeliilet
pedig a hiperboloid.
Eszkoziink tokecletes masa
lesz a budapesti Csoddk Pa-
lotajaban talalhat6 szerkezetnek!

|

Festékréteg

A festekek dobozan a kiaddssagot csak koriilbeliil szok-
tak megadni, pl. " 10-14m? ". Persze, ez higitastol, hdmérsék-
lettdl, a feliilet milyenségétdl, stb. fligg - gondoljuk, pedig van
még egy jelentds tényezo: a feliilet alakja, pontosabban ivelt-
sége. Gondoltuk-e volna, hogy azonos méretii (m?) feliiletekre
kent azonos vastagasagu festékretegek térfogata kiillonb6zo?
Kozepiskolas feladat megadott azonos feliiletii (felszinll) sik-
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lemezre, hengerre és gombre azonos vastagsagban felvitt fes-
tekréteg térfogatat kiszamolni. Természetesen a henger ¢€s a
gdmb esetében érdemes kiviilrédl is és beliilrdl is "befesteni” a
feliiletet, hiszen a dombora és a homoru feliiletek festékigé-
nye mas! Mit tippel a kedves Olvaso: az azonos felszinli men-
t00v, azaz uszoégumi (torusz) bemazolasahoz tébb vagy keve-
sebb festék sziikséges? Ugyanis a torusz egyik iranyban dom-
bord, masik iranyban homort. Pontosan hogyan is néz ki egy
uszogumi? Keresztmetszete egy kis kor, de szembdl nézve is
egy nagy (lyukas) kor, vagyis az elobbi kis kor (a keresztmet-
szet) van egy nagyobb kor mentén megforgatva. Ha a kis kor
sugara p €s a nagy kor sugara r , akkor a torusz felszine

A = 4rrp .

A festékrétegek vastagsagainak részletes szamolasait is meg-
talaljuk a konyv végén.

Szamolas nélkil mi magunk is megmagyarazhatjuk, hogy
miért €¢s hogyan valtozik a sziikseges festék mennyisége a fe-
lilet ivelése (gorbiiltsége) miatt. Ha példaul eloszor egy sik
lemezt festiink be festékkel, majd hengerré csavarjuk szaradas
utan, akkor a festék lepattogzik. Miért? "Szeleteljiik fel" a sik
lemezre kent festéket kis kockakra (mint a siiteményt a tepsi-
ben), és figyeljiik meg e kis kockak elmozdulasat a hajlitas so-
ran: kifel¢ allnak, mint a fogaskerék fogai. A kozottik levo
hézagokat kell kitoltentink még plusz festekkel, ezért nagyobb
a hengerpalast festékigénye.

A gombot pedig tigy kaphatjuk

a hengerpalastbol, hogy még

egy iranyban is meghajlitjuk.
Ha pedig a a hengerpalast

vagy gomb belsejét kivanjuk I IEEEEEEERER

befesteni, akkor az el6bbi sikot

festekes felevel befelé kell hajlitanunk. Ekkor a kis kockak
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egymasba csusznak, ami azt jelenti, hogy kevesebb festék
kell, hiszen egy réteg festékrol van szd, a kockdknak meg-
felelo festék-részeket nem gyomoszolhetjiik egymasba !
(A részletes szamolasokat megtalaljuk a konyv végén.)

Dobokockak

A hatoldalu kockat (hexaéder) mindenki ismeri, jatszunk is
vele mar tobbezer éve. Kozépiskolaban tanultuk a tobbi sza-
balyos testet is: tetra-, okta-, dodeka- és ikozaéder, nincs t6bb
(bebizonyitott Tétel!).

ps

Dodekaéder (12 lapn) lkozaéder (20 lapn)

Jatékboltban néha kaphatdk is ilyen dobd alkalmatossagok,
oldalain (lapjain) pottyokkel vagy szamokkal kidiszitve.
Ezekkel a kis fa- (miianyag-) darabokkal nem csak 1-t6l 6-ig,
hanem 1-tol 12-ig vagy 1-t61 20-ig lehet véletlenszeriien kapni
szamokat. Nagyon lényeges, hogy a fenti testek mindegyik
lapjukra ugyanolyan gyakran ("gyakorisaggal") gurulnak, igy
a kapott szamok egyenld eséllyel ("egyenletesen") fordulnak
eld, ha nagyon sokszor (kb. millidszor) guritjuk el dket.
Kisfiam (altalanos iskolaban) ora alatt persze néha unatko-
zott, jatszadozott, €s kitalalt egy olyan testet, amelynek nem
csak 12 vagy 20 lapja lehet, ¢és guritgatva barmelyik lapjan
ugyanakkora esé¢llyel allhat meg. Pontosabban: barmilyen n
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természetes szamot mondok neki, pl. n=37, kiszalad a garazs-
ba, ¢€s par perc mulva hozza is az n=37 lapua figurat. Mi a tit-
ka? A konyv legutolso fejezetében elaruljuk!

Nagyon sok jatéknal (pl. Catan telepesel) kettd vagy tobb
hatoldalu kockaval dobunk és a kapott szamokat dsszeadjuk.
Felhivjuk a figyelmet azonban arra,hogy a kapott szamok nem
azonos es¢llyel fognak szerepelni: példaul a 6 tobbfeleképpen
allithato ket szam 6sszegekeént mint példaul a 2 . A 10. feje-
zetben ¢és a Szerzo [SzI11] cikkében talalunk még érdekesseé-
geket a kockadobasokkal ¢és a véletlenekkel kapcsolatban.
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8. Szemléltetés és becsapas

Mennyire ingadozik?

Egyik reggel két kiilonbozd hangveételii Gjsageikkel talal-
koztam, ugyanarrdl (!) az eseményrol szenzacioztak, de még
hogyan!? "Mar hetek ota alig mozdul!" - hangoztatta az egyik,
¢s a baloldali abran valdban lapos a gorbe. "Ekkora ingado-
zast régen lattunk" - igy a masik, és a a jobboldali grafikonon
valoban hatalmas ugrast ¢€s siillyedést latok. Mi tehat az igaz-
sag?

S BUX-index alakulasa , - S BUX-index alakulasa

/

/fl‘%f%}; q%f/? ‘ | L% .//

i
i

Ha alaposabban szemiigyre vessziik a két grafikont, lathat-
juk, hogy valoban ugyanazokat az adatokat abrazoljak, csak
fliggblegesen Osszenyomva az egyiken, jol széthuzva a masi-
kon. A fuiggbleges tengelyen a beosztasok is slrlibbek vagy
ritkabbak (kisebb vagy nagyobb az egység). EZ az optikai
csalodas, pontosabban optikai csalas magyarazata! A fenti 0j-
sagcikkek iro1 vagy maguk is becsapodtak, vagy tudatosan va-
lasztottak az egyik vagy masik grafikon-tipust illusztracionak!
Kedves Olvasom,a jovoben ne hagyja magat igy megtévesz-
teni! A tengelyeken vett beosztdsok mellett lényeges a mer-
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tékegység is: ezer mm ugye nem sokkal tobb egyetlen km -
nel?!

Hasonlitsuk 0ssze az alabbi két grafikont i1s! Amig az egyi-
ket szemléljuk, takarjuk le egy kis papirral a masikat, és for-
ditval
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Ime a masik (fentit letakarni!):
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A beosztasok ugyanakkorak a fliggdleges tengelyeken, sot a
két szines grafikont egymasra 1s tehetjiik, masolhatjuk, egybe-
vagoak. Miért latjuk mégis a felsd abrat kevésbeé hullamozni,
mint az als6t? Mert az also, vizszintes tengelyt0l messzebb
vannak a szines gorbek, igy jobban érzékeljilk az abrazolt
mennyis€ég nagy meretét €s a hozzd képest (valoban) aranylag
kicsi ingadozast. Az also dbran pedig a fliggdleges tengely be-
osztasa rogton 180000 -n¢l kezdodik, ezért keriilnek a szines
gorbek nagyon kozel a vizszintes tengelyhez, tavolodasuk is
legalabb ennyi, és ezért érezziik a hullamzast aranylag nagy-
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nak! A valdsagot pedig az els6 abra kozeliti jobban: minden
mennyiséget a 0 -hoz kell viszonyitani! A madasodik abrat a
helytakarékossag indokolja, de tudataban kell lenniink a valo-
sagot torzitd hatasaval!

A fenti torzitasok (manipulaciok) szeles korben ismertek a
szakirodalomban, "hazugsagfaktor" -nak (-tényezonek) neve-
zik. Ugyanazokat a valos adatokat mutatja mindegyik grafi-
kon, csak mas sulyozassal, mas talalassal! Nekiink sem art fel-
késziilniink, alaposan odafigyelniink a részletekre: - a fliggd-
leges tengely beosztasaira!

Nagyon sok fliggvény nagyon "lapos" (majdnem vizszintes)
tud lenni, mint példaul f(x) =x3+ 7.5x* + 18x a -4<x<-1 sza-
kaszon (intervallumon). Pontos szélséértékeit (maximum, mi-
nimum) a grafikonon lehetetlen megkeresni, akarhogyan is
nyujtjuk meg vizszintesen vagy fiiggdlegesen a grafikont.
Emiatt van sziikség felsObb matematikai analitikus eszkozok-
re, példaul derivalasra.

Az el6z0 problémaban emlitett torzitds nem tUjkeletli, csak
szand¢kos megtévesztd hasznalata ellen van kifogasunk!
Alabb néhany "bekésebb" felhasznaldsaval foglalkozunk.

Torzitasok

A legegyszerlibb torzitas Ggy jon 1étre, hogy egyik ¢és
masik iranyban a nagyitas mértéke nem ugyanakkora, mint
példaul a 7. fejezetben emlitett henger alaku tiikrok esetében
("Egyeb tiikrozodo feliiletek").

Foldrajzi atlaszokban talalkozhatunk ilyesmikkel a leggyak-
rabban. Példaul foldrészek vagy tengerek domborzati hossz-
metszetében vizszintesen ¢s fliggdlegesen rendszeresen kiilon-
b0z0 egyseégeket valasztanak. Nyilvanvaloan csak igy fér ra a
konyv lapjaira, de a hegyek €s tengeri arkok vonulatai (felfelé
vagy lefelé) és gorbiiletei jol szemléltethetoek. Pontosabban, a
tobbszaz kilométeres (vizszintes) foldrész vagy tenger eseté-
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ben a magassagi (fliggdleges) eltérések Osszehasonlithatatla-
nul aprok: meég a 10 kilométert is alig érik el! Ezt a valosagot
lekicsinyitve a tobbszaz cm vonalon kellene észrevenniink az
1-2 cm fuggoleges ingadozasokat!
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Sok helyen lathatunk dombort varos- vagy Magyarorszag
térképet: itt 1s a vizszintes (asztallap sikja) és fliggdleges mé-
reteket sziikseégképpen modositani kell a fentiek miatt.
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Hasonl6 okok miatt nem teljesen aranyos (hasonld) kicsinyi-
tést alkalmaznak a jdtékvasutakndl, példaul szemmel lathato-
an a sinek és a kerekek peremei aranytalanul nagyok a jaték-
kocsik meéreteihez képest. Ez a torzitds onnan ered, hogy az
asztali sinpalya aranytalanul rovid az allomasokhoz, tereptar-
gyakhoz és a vonathoz képest (kicsi az asztal). Ha a kocsik
sebessége aranyos lenne a sinpalyahoz, akkor nagyon lassan
kozlekednének a vonatok: legalabb 10-20 perc alatt jutnanak
el az asztal egyik végérdl a masik veégeig. Tehat a jatekvona-
tok szokasos sebessége aranytalanul nagy, ami miatt meg kel-
lett novelni a kerekek peremeit és a sinek magassagat is - de
¢z mar inkabb fizika.

Hasonld problémakkal talalkozik az operator, aki tengeri
csatat filmez viharos fiirddkadban. Ennek technikai és egy¢b
részleteirol sokfelé lehet olvasni, most inkabb evezziink mas
vizekre.

Nem egyenletes torzitasok
A még nagyobb tavolsagok (pl. kozmikus meretek) ese-

tén mar a tizedere- ezredrészére torténd csokkentés sem ele-
gendd. A tér kiilonbozo részeit mas-mas 1éptékben kell abra-
zolnunk, hogy minden lényeges részlet lathatd legyen. Nem
kell Kecskemétre utaznunk (bar érdemes!), hogy a Naprend-
szer bolygoinak modelljeit a varos kiilonb6z6 helyein felke-
reshessiik , elég ismét a foldrajzi nagy atlaszt kinyitnunk.

Peldaul a legkor (szférak) abrajanal a rajz alsé része 10km, a
kovetkezo (ugyanekkora) rész mar 100km, utana (ugyanekko-
ra rajzon) 1000km, stb. kovetkezik. Nyilvan a légkor felfelé
rohamos ritkulasa az oka, hogy egyre nagyobb savot tudunk /
kell 6sszeslriteni ugyanakkora rajzon!

No, ¢s a mindennapokban én mikor utazom a Kozmosz vagy
akar csak a légkor magassagaiba? - kérdezi kedves Olvasom.
Nézziik meg példdaul az alabbi ismertetd abrat az atom- €s
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rontgen- sugarzasokrol, amik ugye gyakran érintenek hétkoz-
napi embereket:

e T e

|SUGARDOZIS Sugarzasi szintek

Millisievert™ |

1000/6ra: ezt mérték a 2-es reaktor 3000:
hlitévizében marcius 27-én Otvenszazalékos

tulélési esély

2,4: atlagos eves 250: maximalis megengedett
sugardozis vészhelyzeti sugarzasi szint
a fukusimai dolgozoknak

10 000:
halal két
héten belll

0,2: Tokio—New York
repiléut oda-vissza

100: megnd
a rak veszelye

0,01:
fogrontgen

6,9: mellkasrontgen T : T
50: megengedett éves sugardozisérték
az amerikai atomerdmivekben 700: 6000:
hanyas, ekkora sugar-

170-180: ekkora sugardozis ért harom hajhullas  dozist kaptak
munkast marcius 24-én Fukusimaban 2-3 héten a csernobili

: , belil erému dolgozoi;
350: ekkora sugarzast kaptak Csernobil lakoi, egy hénapon
akiket utana kitelepitettek a veszélyzonabol belil meghaltak
Forras: IAEA, hirligynokségek *1 millisievert=1000 mikrosievert © GRAPHIC NEWS

Mindkét sugdrzas elég veszeélyes, mar az 1 millisievert alatti
ertekeket 1s pontosan kell mérniink. Azonban a 100 feletti
ertékeknél +/- egy-két tucat millisievert mar se nem oszt se
nem szoroz, itt lehet (sot kell 1s) nagyobb Iéptekben abrazolni!

Hasonlo torzitott abrazolassal bizony sokfele taldlkozunk,
példaul a hangerdsség (decibel) sem egyenletes mértekegyseg.
Minden grafikonon érdemes a skalabeosztast is megnézniink,
ne csak az abra "szépseégeben" gyonyorkodjiink! A nem e-
gyenletes torzitdsokat mnemlinearis abrazolasoknak hivjak
(sz0 szerinti forditas).
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Nem is olyan régen még minden papirboltban kaphattunk a
milliméterpapirhoz hasonlo6 logaritmus- €s szemi- (felig) loga-
ritmus- papirokat, ma az interneten kell keresniink ilyesmiket
(példaul a Szerzoé [Szl 14] cikkében). A mérndkoket és a
matematikusokat nem lepi meg, hogy az iskolaban megismert
X, X2, 2% és egyéb fiiggvényeket a hagyomanyos Descartes-
koordinatarendszer helyett példaul szemilogaritmikus rend-
szerben felrajzolva egészen mas gorbeket kapunk:

¥
A x!
4096 |~
2048 I~
1024 I~
512 2*
256 -
128 I
x.?
64 -
32
x-fog(x)
16 |- .
8 I~ / ' ud
1 log(x)
2
| |
| | | | | L,
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Az ¢el6z0 abran lathatjuk, hogy a szokasostol eltéréen a viz-
szintes (x) és fliggdleges (y) tengelyeken a beosztasok tavol-
saga (egység) nem ugyanakkor, sot az y tengelyen levok fel-
felé stirisodnek. Kb. 1cm vizszintes sav a rajz aljan 1 egység-
nyi, mig a rajz tetején mar 2048 egységnyi "l¢gkort" stirit 1cm
vizszintes savba. Az y tengelyen levo skala azért logaritmikus,
mert minden y valos szam az 1 szamtél logz(y) cm -re van:
példaul a 32 szamot 10g92(32)=5 cm -re talaljuk 1 -t6l. (Azért
kezdiink a 1 szdmmal, mert log2(1)=0, és 0-nak nincs logarit-
musa.)

Kiilon témakor (akar kozeép- akar felsésoku oktatasban) a
linearizalas modszere: kiillonb6zo fliggvénytipusok grafikon-
jai megfeleléen torzitott koordinatarendszerben (papiron) ab-
razolva egyenesek, vagyis a fliggvények "kiegyenesednek".
A fenti abran péeldaul a 2* "exponencialis" fliggvény egyene-
sedett ki, ami a szokasos koordinatarendszerben egy felfelé
iveld gorbe. Ez pedig nagy segitség fizikusoknak, vegyészek-
nek, statisztikusoknak, mérnokoknek: a néhany mért és beraj-
zolt értekhez egyszerlien csak egy egyenes vonalzot kell il-
leszteni, és maris megrajzolhat6 a fiiggvénygorbe, sot a vizs-
galt jelenség adatai (paraméterei) is leolvashatok az abrarol.
Persze, ma ezt mar szamitogep végzi (pl. Excell), de az elv
még mindig a régi.

(Matematikai) becsapasrol €s szemléltetésrdl bovebben ol-
vashatunk a Szerzo [SzI 14] cikkében.

Vegil két anekdota jut eszembe, az Interneten egyszerll
kereséssel tobb tucat helyen olvashatunk roluk.
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Carvonalzo

A Moszkva-Leningrad ko6zotti vasatvonalat a térképen is ér-
demes megszemlélniink: egy kis ujjnyi félkor Kivételével
egyenes. A hagyomany szerint a Car tervezte a vasutvonalat:
vonalzoval 0sszekototte a térképen Moszkvat €s Leningradot
(Szentpétervart). Az €pitkezéskor pedig még azt a vonalat is
hlien megvalodsitottak, ahol az atyuska ujja lelogott a vonalzo-
1ol ...
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Sztalin kavéscseszéje

Moszkvaban van egy kor alakii metrovonal, amit barna szin-
nel jelolnek. Ezt a metrovonalat maga Sztalin tervezte, még-
hozza Gigy, hogy a térképre tette a kavéscsészéjét. Allitdlag
még ceruza sem kellett neki.
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9. Kartyajatékok és buvesztrukkok

Barmilyen hihetetlen, gyermekkoromban a matematika
alkalmazasaval legeloszor Rodolfo (Gacs Rezso, sziiletett
Gross Rezsd, 1911-1987) biuivészkonyveiben talalkoztam.
Kiilon kategoria az automatikus mutatvanyok miifaja: a
blivesznek semmilyen triikkre nincs sziiksége, a kartyalapok a
matematika torvényeinek segitségével szorakoztatjdk a
kozonséget. Kezdd blivészinasoknak kiillondsen ajanljuk ezt a
fejezetet!

Hokuszpokusz

Kedves baratom, Tamas atya fedte fel el6ttem nem olyan
régen ennek a szonak az eredetét. Alig szaz évvel ezelott
ugyanis minden mise latin nyelven folyt, és dtvdltoztatdaskor,
az ostya felmutatasakor a pap (néha kicsit halkan) idézte:
"Hoc est corpus meus!" (=Ime, az én testem), amit nem
nehéz hokuszpokusz-nak e€rteni, féleg nagyotthallo nénikek €s
bacsikak esetében.

Maria Prope Vivet Mutuo
Nos, ezek a varazsszavak még annyit sem jelentenek, mint
a hokuszpokusz, de még halkan sem szabad motyognunk, mert
ha a kozonség meghallja dket, akkor azonnal rajon a triikkre,
amit Miko Erné nagypapatol hallottam. Sajnos csak "francia"
kartyaval lehet el6adni, "magyar" kartyaval nem.
Letesziink az asztalra 20 kartyalapot: 10 figurat, mindegyik-
bol kettot-kettot (a szin most nem érdekes), tablazat alakban:
négy sorban ¢s 0t oszlopban. Egy jelentkezO0t megkériink, hogy
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valasszon ki egy neki tetszo figurat (pl. Kiraly), de ne arulja el
nekiink, hogy mit valasztott. Csak annyit kérdeziink, hogy me-
lyik sorban vagy sorokban, szerepel ez a figura. Mi azonnal
ravagjuk, hogy melyik figurat valasztotta.

212,1. .x.gi
R B A

A 10 figura két-két példanyban nem olyan sok, egy vagy két
sorban meg lehet konnyen taldlni az azonosakat egy jo fejli bi-
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veésznek, mondhatja barki. M1 azonban nem akarhogyan tettiik
le a lapokat az asztalra, hanem matematikai meggondolas utan:
MARTIA

2 <
cHX
H<O
cm®mwo

E
T
O

A fenti tablazatot csak fejiinkben idézziik fel, az asztalra pedig
mindegyik betl helyett egy neki megfeleld figurat tesziink. A
tablazat gy van megszerkesztve, hogy mindegyik figura egy-
ertelmiien kitalalhatd legyen a néz6 altal megmutatott Sorok-
bol: az 1. sorban csak az A betli szerepel kétszer, hasonloan a
2., 3. illetve 4. sorokban csak a P, Villetve az U betiik szere-
pelnek kétszer. Az 1. és 2. sorban csak az R betli k6zos, ha-
sonloan csak az I betl szerepel az 1.€s 3. sorban, €s igy végig
mind a 10 figuran. (Csak a tablazat konyebb megjegyzéschez
kellenek a varazsigék) Ez a trilkkk magyarazatal!

Teljesen mindegy, hogy melyik betlinek nalunk melyik figura
felel meg, csak az a fontos, hogy 1 betii = 1 figura legyen a
a megfeleltetes! Peldaul:

E = kettes T = Tizes

V = 6tés (V) P = Pubi (£fin)

U = hatus (hatos) M = dama (Maria)
O = nyolcas R = Rex(kiraly)
I = kilences A = Asz

' Gyermekeimmel sokszor jatszot-
tunk "parosités kartyaval": mind-
egyik lapnak van parja. Példaul a
cseresznye parja a meggy, szek
parja az asztal, macilanynak a
macifia, stb. Mindenkinek osztunk

, Ot lapot, majd egyesével hiizunk a |
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paklibol. Ha a pakli elfogyott, egymastdl (utana kovetkezotol)
huzunk. EkoOzben, akinek kezében van egy par mindkét
kartyaja, azt a part leteszi maga el¢, €s az gy0z, aki tobb part
gy lijtott.

A Fekete Pétert altalaban kivettiik, hogy bogés ne legyen.
De igy is izgultam még, nehogy ¢én (Apa) gydzzek, kiilonosen
ha csak ketten jatszottunk Balazskaval. Par tucat parti utan
csillogd szemekkel megnyugtatott: "Apu, ha ketten jatszunk,
akkor mindig dontetlen!" Pér évvel késObb mar be is bizonyi-
totta ezt a tételt, a bizonyitast a konyv végen ismertet;jiik.

Tétel: A parositos kartyajatékban, ha a lapok szama oszthato
neggyel,akkor két jatéekosnadl a végeredmény mindig dontetlen.

Kozépen
Eloveszek 21 akarmilyen (kiilonb6z0) kartyalapot, meg-

mutatom mindegyiket egy nézonek aki valaszt egyet, termé-
szetesen nem mondja meg nekem. Tulajdonképpen a bliveszt
meég a lapok szine sem ¢€rdekli, persze mindenféle hokuszpo-
kusszal tereli el a nézd figyelmét - a semmirdl, hiszen most
sem csalok! A lapokat egyesével, sziniikkel felfel¢ rakom le
az asztalra harom pakliba: balra, jobbra, kozépre, balra, jobb-
ra, kozépre, ... . A nézOnek viszont figyelnie kell, és pontosan
meg kell mondania (de csak azt), hogy melyik csomagba ke-
riilt a kivalasztott lapja, mert ezt a csomagot teszem kozépre.
Raadasul ezt az unalmas szetosztast és Osszerakdst (egy kis
Abrakadabraval fliszerezve) még kétszer megismétlem! Ime,
lass csodat: kiteritem a 21 kartyat sziniikkel felfelé egy sorba,
a néz0 altal megjegyzett lap ekkor (mindig!) a csomag koze-
pén, a 11. helyen lesz! (Vagyis 10 lap lesz elotte €s 10 utdna.)

Ennek a triikknek is egyszerii a matematikai magyarazata,
kedves Olvasom, talan On mar 14 is jott?!
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Csodagomb
Interneten elég hamar megtalaljuk dédapaink kedvenc ja-
tekanak onmiik6do valtozatat:

/2 http://torrent.hu/e107_files/downloads/csodal.swf - Microsoft Internet Explorer =18 x|
Fajl Szerkesztés Mézet Kedvencek Eszkizok —Sdgd | :’n',"'
eVissza - O v @ @ :b ’ pkeresés i\\?l(edvencek @| Bv L-\?l(% - E ‘_J .‘3 Hivatkozasok
cim [{&] httpsjjtorrent.hufe 107 _filesfdowrloadsfcsodal suf | B varas

99 ¢ 79m 59& 39% 19

98 x 78] 58 x* 38 18C

97 X 77 G 57 ©@ 37% 17 @

8B © 7684 56Y 3IBCG 16w

95,2 754 55V 351 15(0

894 [, 74 54 C 344§ 14 &

93 73 53O 33k 13 @

82 @ 72 C¢C B2 x 32N 12mM

91 @ 71 & 51 & 31@ 110

802 70® S09Y 30R 10LQ

BOM B9 Y% 49 Y 28Y 8 C

88 ¢ 6BY 48 + 28w 8 o

87« 67% 470 27G 7 M

S B6Y B6©@ 46 26V, 6 R

Add S K oot amibL 1 Ba & GoEe dul cal = 6

Vond ki az eredeti szambol. 84 m) 64 & 44 m) 24 0 4 @

Keresd meg a hozza tartozé szimbolumot 83 63 G 43 23 X0 3 &

(a szemeddel), B2 & B2Y 42V, 22 % 20

¢s kattints a GOMB-re. 81 G B1T&® 410 2198 1 S5

Utana ne felejtsd a szadat becsukni! 80 X 80 ¥ 400 20 nl) 0=

Is);érn()lj igy: 32> 3+2= 5> 32-5=27 Nézz be ide: www torrent.hu

[&] kész

[ [ [ [ |4 tnternet

" Gondolj egy kétjegyii szamra. Add ossze a ket szamjegyet
amibol all. Vond ki az eredeti szambol.

Példdul szamolj igy: 32 => 3+2=5 => 32-5=27.

Keresd meg a hozza tartozo szimbolumot (a szemeddel), és
kattints a GOMB -re. Utdna ne felejtsd a szadat becsukni! "
... €s a magyarazatot a konyv végén elolvasni ... !

Varazsdiok

Vegyiink el6 harom kisméretli targyat, mondjuk ceruza,
kulcs, bicska. Az asztalra tesziink 24 diot, amib6l harom 6n-
ként jelentkezonek 1, 2 illetve 3 szemet adunk (marad 18 di6).
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Megkérjiikk Oket, hogy tavollétiinkben rejtsenek el zsebiikbe
egy-egy targyat. Tovabba: aki a ceruzat dugta el, vegyen el
még ugyanannyi diot mint amennyit adtunk neki, a kulcs gaz-
daja kétszer annyit vegyen el mint amennyit toliink kapott,
mig a bicskankat rejtegetd jatékos kapott didinak négyszeresét
vegye meég el a talbol. A szobaba visszatérve csak rapillantunk
az asztalon levo didkra és kitalaljuk, hogy kinél milyen targy
van!

A megoldas kulcsa nem nehéz: minden valasztasi lehetdség
esetén mas az asztalon maradt didk szdma. Ezt kis tablazatban
konnyen 6ssze is foglalhatjuk, persze hatasosabb a mutatvany,
ha a tablazatot kiviilr6l megtanuljuk!

1 di6t kapott 2 didt kapott 3 didt kapott asztalon
ceruza kulcs bicska 1
kulcs ceruza bicska 2
ceruza bicska kulcs 3
kulcs bicska ceruza 5
bicska ceruza kulcs 6
bicska kulcs ceruza 7

A feladattal Perelman [PJ] szoérakoztatdo konyvében talalkoz-
tam, késObb [SzI10] cikkemben altalanositottam a mutatvanyt
akarhany résztvevore €s eldugott targyra. (Az altalanos mod-
szer 1ényege a k -alapu szamrendszer hasznalata, ahol K a jaté-
kosok szama.)

Négy kartonpapir

Gyermekkorom kedvenc, meghokkent6 triikkkje volt a ko-
vetkez6. Megkérem jatékostarsamat, hogy gondoljon egy
(egész) szamra 0-t6l 80-1g, de ne mondja meg nekem. Ezutan
odaadom neki a taloldalon levé négy kartonpapirt, és megkér-
dezem, hogy melyiken milyen szinnel talalta meg a valasztott
szamot: feketével, kékkel vagy pirossal. Ezutan egy pillanat
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alatt mindig kitalaltam a valasztott szamot, pedig konnyen be-
le szoktam zavarodni a sok fekete, piros és kék szamba, mert
a szamokat raadasul 0ssze-vissza szoktam irni a lapokra!

A

o 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41
42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55
56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

B

o 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41
42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55
56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

C

o 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41
42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55
56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

D

o 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41
42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55
56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
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A gyors valasz titkdt mar gyerekkoromban is konnyen meger-
tettem: mindegyik lapon a mondott szinnel megegyezé legki-
sebb szamokat kell megkeresni, €s ezen a szamok 0sszege €p-
pen a tarsam altal gondolt szam! Nagy gonddal orizgettem so-
kaig a lapokat, de mar évek ota nem taldlom oket, Szerencsére
a "fekete/kék/piros" szavakbol eszembe jutott, hogy a hdrmas
szamrendszerben van harom szamjegy, €s bizony a fenti triikkk
semmi mas, mint a 0-t61 80-1g terjed6 szamok felirasa (kddo-
lasa) hdrmas szamrendszerben!

Nagyon sok automatikus triikkkot (€s magyarazatat) tala-
lunk mindenféle blivészkonyvekben, elsésorban Rodolfo
(Gdcs Rezso, 1911-1987) ismeretterjeszto miveiben! Mate-
matikai vonatkozasaikrol pedig a Szerzd és tarsa [Szl 15]
cikkében olvashatunk bovebben.
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10. Véletlenek

"Véletleniil torott 6ssze a tanyér - Fogtad volna jobban!™,
"Marhdnak dll a szerencse - En még sohasem nyertem a lot-
ton!", "Véletleniil rossz tételt huztam a vizsgdn - Hat aki csak
a felét tanulja meg ... !" . Bizony, nem csak kockadobalgatas-
sal és kartyahuzogatassal telnek mindennapjaink, mint az is-
kolai (valoszinliségszamitas) orakon és a feladatgyiijtemények
lapjain. Alabb né€hany egyszerli, a mindennapokban is felme-
rild problémat emlitiink.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a "valoszinliseg" (es€ly) szonak
eleve csak nagyszamu (legalabb tobb ezer) kisérlet vagy meg-
figyelés esetén van értelme! Ha csak egyszer-kétszer dobunk a
kockaval, toltiink lottoszelvényt vagy iiliink autoba, hogyan is
tudnank megmondani, hogy "altalaban" , "nagy eséllyel" ez
vagy az szokott torténni! Csak "hasbol", minden komoly alap
nelkiil!l Még az is tobbszor megesett csaladunkban: a "Catan
telepesel” vagy hasonlo jatékokban a két kocka osszege a
hosszu jaték alatt sehogyan sem lett 7, pedig a szamitasok és a
tObb évszazados tapasztalat szerint éppen a 7 -nek a legna-
gyobb a valdsziniisege!

Az aldbbiakban néhany, a mindennapokban elhangzd tév-
eszmét, szdjhagyomanyt vizsgalunk meg a matematika eszko-
zeivel - vagy alatamasztjuk vagy megcafoljuk 6ket. Emellett
az alabbi feladatok az iskolaban is jO gyakorlo peldak. A ked-
ves Olvaso, mieldtt hatralapoz a megoldashoz, probalja meg
el0bb sajat maga eldonteni, hogy a leirt "joslatoknak" (meg-
allapitasoknak) mekkora a valoszinlisege.
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A Cotton gyerekek
Szintén Gjsagban (volt) olvashato a kovetkezd, meglepd hir:

Naplo, 2007.0kt.12.

L

Mlnden COtton Cottonék — Jenna és Willi-
| am Cotton — 2007. okt6ber 2-
gye rek egy 4n egy ldnnyal szaporodtak,
' 2003 és 2006 oktGberének

napon sziiletett 20 . 0% e e

egy fiuval. |

Marysville (mt)) — Nem Az Ohio Egyetem statiszti-
nehéz megjegyeznie gye- kaprofesszora szerint annak
rekei sziiletésnapjat egy az esélye, hogy egy harom-
sziil§i parosnak az Egye- gyermekes csalddban mind-
siilt Allamokhan: immar egyik utéd mdés-més év
harmadik potontyuk szii- ugyanazon napjén ldssameg a
letett oktéber 2-an. napvildgot, egy a 133 ezerhez.

Nem kell ohioi professzornak lenniink ahhoz, hogy az
1:Xx

aranyt pontosan kiszamoljuk, minden kézépiskolas képes erre.
Ez valoban kicsi esély, nem is olvasunk gyakran ilyen hireket.
De alljunk csak meg egy kicsit: a vilagon nagyon sok harom-
gyermekes csalad van, tobbszazezer, ezek szerint nem is egye-
di a Cotton csalad esete. Varjuk a kovetkez6 hasonld (de pon-
tosabb) ujsaghireket!

A témahoz kapcsolodik még a Logika fejezetben megismert
Ikertestvérek probléma is!

Gyermekek nemei

Konyviinkben csak fiakkal és lanyokkal foglalkozunk, bar
hallottunk hireket masféle (ausztraliai) torvényekrol is!
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"Csak egyfélét tud" szoktak vadolni az apukakat. Mert allito-
lag a legtobb kétgyermekes csalddban azonos nemiiek a gyer-
mekek. (Pedig nagyon praktikus.) Matematikailag a feladat a
kovetkezd:

a) Ha fiuk és lanyok sziiletéseinek esélye egymastol (és az
apatol is) fiiggetleniil p illetve q=1-p , mondjuk p=0.51 és =
=1-p=0.49 , akkor egy ketgyermekes csaladban melyiknek na-
gyobb az esélye: azonos vagy kiilonboz0 nemiiek a gyer-
mekek?

a*) Mi a helyzet a haromgyermekes csaladokban?

Természetesen a p €s ( valoszinliségeket nem ugy kell érteni,
hogy minden tobbgyermekes csaladban p:q a fiuk és lanyok
aranya, hanem nagyon sok (tobb szazezer) sziilés utan sza-
moljuk G6ssze a kisfiukat és kislanyokat, akar orszagos, tobb-
¢vi statisztikak alapjan. Persze ez a p:q arany foldrészenként
¢s orszagonkent, sOt orszagrészenkent, is eltérd, sot pusztitobb
haboruk utan is nagyobb volt a fiuk sziiletési aranya.

A masik gyermek neme

b0) A kétgyermekes csaladban tudjuk, hogy a nagyobbik fiu.
Mennyi a valdszinliseége annak, hogy mindkett6 fi0?

bl) Ha egy kétgyermekes csaladrol annyit mar tudunk, hogy
van legalabb egy fia, akkor mekkora eséllyel mondhatjuk,
hogy mindketto fia?

b2) Mi a helyzet a lanyokkal ?

cl) Haegy haromgyermekes csaladrol annyit mar tudunk,
hogy van legalabb egy fia, akkor mekkora eséllyel varhatjuk,
hogy lany is van a csaladban?

c2) Cseréljiik fel a fitkat és lanyokat a fenti kérdésben!

c*) Tegyiik fel az 6sszes lehetséges kérdést.
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Pénzérme

Gyermekek egymads utdni sziiletése (matematikailag)
megegyezik egy penzérme feldobasaval, a statisztikusok sze-
rint ehhez olyan érme kell, amelyre P(fe))=0.49 és P(iras)=
0.51. Az Olvaso persze probalkozhat hagyomanyos (50-50%)
pénzeérmével is. Egy penzérmét feldobtunk kilencszer és mind
a kilencszer "fej" jott ki. Feldobjuk tizedszer i1s. Mennyi a va-
[0szintisége, hogy most "tras" jojjon ki?

Két dobokocka

Nagyon sok tarsasjatéknal (példaul Catan telepesei) kettd
vagy tobb kockaval dobunk egyszerre és a feliil levo szdmokat
osszeadjuk. Ha otthon csak egy kockank van, semmi baj: ma-
tematikailag (és a gyakorlatban is) egy kockat kétszer elgurit-
va ugyanazt az eredményt kapjuk, mint két kockat egyszerre.
Természetesen tobb (akarhany) kockat is helyettesithetiink
egyetlen kockaval, csak a kisérlet (jaték) lesz hoszabb.

A fenti modszerekkel persze 2-12 -ig kapunk szamokat, DE
vigyazat: nem ugyanakkora es¢llyel "jonnek ki" a szamok: a 2
¢s a 12 szinte soha, a 7 pedig nagyon gyakran. Az egyes sza-
mok esélyeit a konyv végeén részletesen kiszdmoljuk. Az alab-
bi grafikonon hét kocka dsszegét 1atjuk: a vizszintes tengelyen
a lehetséges O0sszegeket latjuk, az oszlopok magassagai pedig
a megfeleld valoszinliségek. Lathatjuk, hogy bizony a sz¢élso-
ségesen kicsi vagy nagy Osszegek esélyei majdnem 0 -val
egyenlock, legtobbszor a kozépmezonyben levo értékekre
szamithatunk. A Szerzd honlapjanak Valosziniiségszamitas
részében tovabbi grafikonokat talalhatunk kockadobasokkal
kapcsolatban: http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/ .
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Ismét hangsulyozzuk, hogy a fenti (akar elméleti, akar gya-
korlati tapasztalati) "joslasok" csak nagyszamu kisérlet koriil-
beliili végeredmeényeit jelentik! Szamtalan esti tarsasjatekon ki
sem jOtt egyik vagy masik nagyeselyli 6sszeg, mig a kis ese-
lytiek (n€ha) az egeész partiban vegig jelen voltak!

A Térgeometria fejezet Dobékockak problémajanak megol-
dasaban egy olyan modszert mutatunk be, amellyel barmilyen
N szam esetén egyenlo eséllyel lehet 1 €és n kozotti szamokat
"kiguritani" .

Harom ajto

A kozismert showmiisorban hirom ajtot latunk, egyik
mogott hatalmas nyeremény, a masik kettd pedig csak "NEM
NYERT" feliratot takar. Valasztunk egy ajtot, amit még nem
nyitunk ki. A jatékvezetd a masik ket ajto kozul kinyitja az
egyiket, ami mogott biztosan nincs nyeremény. A hatas foko-
zasa ¢érdekében hosszasan kérdezgeti, hogy eredeti valaszta-
sunkat nem akarjuk-e megvaltoztatni, hiszen most mar csak
ket ajtd kozil kell valasztanunk (50-50%), mig a jaték elején
csak 1/3 vagyis 33% volt az es¢lyiik.
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"Minek valtoztassak, hiszen az altalam eredetileg valasztott
ajto és a még csukott ajto mogott ugyanakkora eséellyel lehet a
nyeremeény!" - morfondirozik a legtobb jatékos. Ez hihet0 is,
hiszen ebben az egyetlen jatékban ez tényleg igy van, jatéko-
sunk nem kisérletezhet tobbszaz jatékban!

Eppen ezért meglepd, hogy a nagy szamban elvégzett kisér-
letek mast mutatnak: érdemes valtanunk. Ezt ugy kell érte-
niink, hogy nagyon sokszori (legalabb tobbszaz) jatékban ha
véletlenszertien (pl. kockadobassal) teszik az ajandékokat az
ajtok mogeé, mi vakon valasztunk, a jatékvezeto veletlenszeri-
en nyit ki egy (nem nyerd!) ajtot, akkor az "ezutan valaszto"
jatékosok tobbszor nyernek, mint a "maradok" kontroll jatéko-
sok. Még pontosabban: az el6z6 mondatunk csak nagy es¢ly-
lyel igaz.

Hogyan? Egy matematikus kijelentése csak "nagy eséllyel
igaz?" - kérdezi kedves Olvasom? Bizony, ha a véletlenrdl
nyilatkozunk, akkor a nyilatkozat is csak nagy eséllyel lehet
igaz!
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Tanulsag

Kedves Olvasom, ha eddig figyelmesen kovetett, bizo-
nyosan egeszen masképpen szemleli a mindennapokat, keve-
sebbszer tudjak becsapni, és példaul Tove Jansson: Mumin-
bocs és az tistokos [TJ] meséjében, a 94-103. oldalakon is
megeérti nem csak a matematikai hatteret, hanem a (mesebeli)
kereskedd emberi (mumini) nagysagat is!
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Megoldasok

1. Elemi szamolasok

Tulajdonrészek

Ha az apa hal meg elobb, akkor a két gyermek 3/13 - 3/13 részt kap,
az anyanak marad 7/13 rész. Ha az anya hal meg el6bb, akkor a két
gyermek 7/26-7/26 részt kap, az apanak marad 6/13 rész.

Valasztokorzetek
Jelolje x1,y1 az . keriiletben az X ill. Y partra szavazdk szamat, ha-
sonloak legyenek az X2,y2,X3,Y3,Xs,Y4 szamok. A kivant 0sszefliggések:

(1) X1+X2>y1+y2, Xz+Xe>Yy3+ys

¢s
(2) X1+Xz3<yi+ys, XotXa<yztys.
Az (1) illetve (2) egyenlttlenségeket 6sszeadva kapjuk:

(3) X1+ X2+ X3+ Xs > y1+Y2+Yys+ya,

€S
4) X1+Xo+Xs+Xse > y1+y2+ys+ys.

nyilvanvaloan (3) és (4) ellentmondanak egymasnak.

A fenti szdmolas azt mutatja, hogy az altalunk tekintett egyszerii
"negy varosi — ketté valasztasi keriilet” modellben nem lehet egy-
szer az egyik, maskor a masik part kétszer nyer6. Bonyolultabb mo-
dellekben ez viszont lehetséges.

Autokolcsonzés

n napi hasznalatot és k kilométer futast feltételeziink. Ekkor
az X cégnek fizetiink 8900*n+75*k Ft-ot,
az Y cégnek fizetiink 11900*n+49*k Ft-ot,

a kérdés: 11900*n+49*k < 8900*n+75*k ,
atrendezés utan 3000*n < 26*k ,
elosztva 26 -tal (kerekitve)  115*n < k ,

vagy masképpen 115 < kin .

Ez azt jelenti, hogy atlagos napi 115 km -nél nagyobb furikazas
felett éri meg az Y céget valasztanunk!
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A tervezett napok szama egyediil nem befolyasolja valasztasunkat,
csak az atlagos napi furikazasunk, mint elobb lattuk.

Fényképek

0) 919-24*5=799,-Ft egy-egy tekercs elohivasa.

a) kisfilmes gép:
24 kép 0ssz. 500+799+24*5=1419 Ft, atlag 1419/24 ~ 59.10 Ft/kép,
36 kép 0ssz. 500+799+36*5=1479 Ft, atlag 1479/36 ~ 41.10 Ft/kép,
72 kép 0ssz. 500+799+72*5=1659 Ft, atlag 1659/72 ~ 23.00 Ft/kép,

digitalis gép:
24 kép 0ssz. 199+24*39=1135 Ft, atlagosan 1135/24 =~ 47.30 Ft/kép,
36 kép 6ssz. 199+36*39=1603 Ft, atlagosan 1603/36 ~ 44.50 Ft/kép,
72 kép 0ssz. 199+72*39=3007 Ft, atlagosan 3007/72 ~ 41.80 Ft/kép.

b) x <72 kép esetén a digitalis olcsobb, ha

199+39*x < 500+799+5*x ,

aminek megoldasa X < 1100/34~32.35. Ez azt jelenti, hogy 33 vagy
tobb kép esetén mar a hagyomanyos fényképezdgép képei az olcsob-
bak.

2. Zsebszamologép, pontossag

Miveletek sorrendje (precedencia)

3;2:527 kiszamitasa zarojelekkel: (373+287)/(42+18)= 11,
egyszerl geéppel zargjelek nelkiil:
OFF ON/C vagy 0 MRC MRC 0 (torlés)
42+18 = M+ (nevezO a memoriaba)
ON/C (torles)
3734287 = / MRC = (kész).
Szamrendszerek, maradékok
A parkolodr probléméja: 14+ % + ;—g kiszamitasa egyszerii géppel.
OFF ON/C (torlés)
14 M+ 49/60 M+ 75/60 M+ (6sszeadas a meméoriaban)
MRC (latjuk az idot:  16.0666)
- 16 = (kivonjuk az 6rat: 0.0666)
* 60 = (megkapjuk a percet: 4.)
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Egyenletrendszerek
Az (I) ¢s (IT) egyenletrendszerek pontos megoldasa:

(N: = -7.873637750653879686137750654 ,
y =-13.7893962510897994 76896251090 ,
(1): X =6.62590837282780410742496050552 ,

y = 5.62590837282780410742496050552 .

3. Szazalékszamitas
AFA
2008 elott fizettiink x*1.15 Ft -ot, ezutan fizetiink x*1.20 Ft -ot,
tehat résziinkre a teljes arvaltozas
(x*1.20) / (x*1.15) ~ 1,0435
vagyis az aremelkedés nekiink kb. 4.3 % ..
2008 elott fizettiink x*1.25 Ft -ot, ezutan fizetiink x*1.27 Ft -ot,
tehat résziinkre a teljes arvaltozas
(x*1.27) / (x*1.25) = 1,016
vagyis az aremelkedés nekiink 1.6 %0 .

10% utan 10%

x*1.10*1.10 = x*1.21 miatt pontosan 21 % .
MAV

x*1.16*1.17 = x*1.357 ami majdnem 36 % aremelkedés a hirde-
tett 33% helyett !

Gaz

x*1.30*1.05 = x*1.365 tehat 0sszesen 36.5 % .
Kamatado

1 millié Ft utan kapunk 1 000 000 * 0.05 =50 000 Ft

kamatot (az eredeti tokénk megmarad!), ennek 20% -a a kamatado:
50 000 * 0.20 =10 000 Ft,
ennyit fizetiink az Allamnak. Szazalékosan, tékénkhez viszonyitva ez
X*0.05*0.20=0,01 azaz 1%.
Mindenképpen a (benniinket megilletd) kamat 1/5 részét adjuk az
Allamnak!
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Adobevallas
Az (x-1050000)*0.40 + 267 000 = x*0.30 egyenletet rendezve

x*0.10 = 1 050 000*0.40 - 267 000
amelynek megolddsa x =1 530 000 Ft.

Nyugdij

Ha most havi nyugdijunk X Ft, akkor négy év alatt 6sszesen mennyi
pénzt kapunk:

a mostani emelessel. x*1.04*12*4 = x*49.92 Ft,

a négy ev utani egyszeri emeléssel. x*12*4 +x =x*49,- Ft.
A szamolasban nem szerepel sem az 1d6kdzbeni inflacio, sem az eset-
leges megtakaritas (vagy elkeriilt hitel) banki kamata, amik szintén a
mostani emelés javara billentik a mérleget.

Szuperbruttositas
x*1.27*%0.17 = x*0.2159 ami kortilbeliill 21.6% adot jelent.

Vasarlas
Hat persze, hogy igaz: nagyobb vasarlasnak nagyobb az arenged-
ménye, bar az is igaz, hogy tobbet is kell fizetniink a kasszanal ...

Cipo és kenyér

Ha a kenyér tomege m, akkor 0,85m -et fogyasztunk el. A cipo t6-
mege 0,75m, ezt mind megessziik. Az elfogyasztott kenyér €s cipd
tomegének aranya tehat: 0,85m:0,75m = 17:15. Ha ugyanakkora fo-
gyasztast akarunk elérni, akkor cipobdl 17/15 -szor tobb kell mint ke-
nyerbol, €s a cipd ara 1,2-szerese a kenyér aranak, azaz 17/15*1,2 =
1,36. Vagyis, ha ugyanakkora fogyasztas mellett kenyér helyett cipot
vesziink, akkor 36%0 -kal tobbet kell kdlteniink. (KoMaL C.560. fel-
adat [K99a], 1999.)

20% -nak 80% -a
= ez eredetinek €éppen 0.2*0.8=0.16 része, vagyis 16% -a.

4. Logika
Adoellendr

Az adoszabaly nyelvtani és matematikai alakja:
(5) kis kereset — van jovdirdas
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ami alapjan (matematikailag) a jovairast igénybe nem vevoket kellene

ellendrizni, hatha elfelejtettek igenybe venni (kotelezd) jovairasukat!
Azonban az adétorvény a gyakorlatban azt is szokta még jelenteni,

hogy a nagy keresetiicknek nem szabad jovairast igénybe venniiik,

vagyis

(6) Nagy kereset — nincs jovairas .

Ezért szoktak inkabb az APEH -nal a jovairast igénybe vevoket elle-

nérizni, nehogy nagy keresetii legyen kozottik. Hangsilyozzuk: a

(6) kovetkeztetés matematikailag nem kovetkezik (5) -bol!

Létezik és minden iv) allitas
Az allitas szerkezete:

V adozo Y papir 3 oldal 3 sor V szamjegy 3 irdny kilog ,
tagadasa tehat

3 adozo 3 papir ¥ oldal V sor 3 szamjegy ¥ irdny nemkilog
vagy olvashatobban:

"Van olyan adozo, akinek valamelyik beadott papirjanak minden
oldalanak minden sordban legalabb egyik szamjegye egyik iranyba
sem log ki a negyzetecskébol."

Szarnyas allatok

Helyes valasz: F. Ugyanis a feltételbol nem kovetkezik, hogy egyal-
talaban 1éteznek szarnyas allatok, holott a C allitas ezt is tartalmazza.
Mindez jobban érthetd, ha a fogalmakat kicseréljiik. Példaul minden
hétfejli allat tiizet okad €s minden sarkany tiizet okad, mégsem igaz,
hogy néhany (azaz legalabb egy) tlizokado lénynek hét feje van. Az
tires halmaz elemeire minden tulajdonsag teljesiil; a minden kvantor-
bol nem kovetkezik a létezik kvantor. Az A-D allitasok egyike sem
kovetkezik a feltételbdl, ezaltal az E is hamis, az F pedig igaz.
([KO5] KéMaL Tesztverseny 2005.)

Szemben

Mikszath Kalméan megoldésa: "Hdt ldssa, OnbSl nem lesz jé vallal-
kozé, mert On nem latja tisztan maga elétt a dolgok kévetkezményeit
mar a masodik fokon sem. A pozsony-brassoi uton ott vannak az elozo
tiz napon elindult szekerek is, meg a mostani tiz napon elindultak. E-
szerint a pozsony-brassoi titon negyven szekér van. Ami pedig az On
mostani utjat illeti, ne haragudjék, de azon csak egy kosar van."
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(Ugyanis Horvath apuka a feladatot lanya kér6jéncek adta fel!)

Ikerterstvérek
Szintén nem szokOévben sziilettiink ¢jfel elott és utan, a Howland
szigeten, és anya agyat véletleniil attoltak a datumvalaszton ...

5. Sikgeometria

Ellipszisek

A rajzszogtcérna, a henger (szaldmi) 45° -os vagasa ¢s a teleszko-
pos korzovel torténd szerkesztések igazi ellipsziseket adnak, ez a kup-
szeletek elméletébdl konnyen kovetkezik. Azonban a hengerre (boros-
tivegre) korzovel rajzolt gorbe csak hasonlit az ellipszisre, de nem
pontos ellipszis. Ez utobbit példaul a "The Mathematical Gazette"

[MGO02] tjsagban szamoljak Ki részletesen.
w—é/

Kavicsok

Induljunk ki abbol, hogy minden Gjabb
kavics, ami valamelyik tivegdarabra
esett, olyan torésvonalakat eredmenye-
zett, amelyek az adott tivegdarabnak
teljesen a széléig terjednek!

Téglalaplefedések

Ha levessziik az A négyzetet, akkor elo- 3(
bukkan D teljes ¢letnagysagiban (mert /
A -n kiviil mas nem takarhatja). A jobb
also sarokban E nem takarhatja F -et, hiszen akkor nem tud "be-
kanyarodni", tehat az F felette van E -nek, és csak az abran jelolt
modon helyezkedhet el. Hasonldan a tobbi sarokban C letakarja a B-t,
H letakarja G-t. Az abrardl ekkor leolvashato a négyzetek (visszafelé)
levételének sorrendje: A, D, C,B,H, G, F, E.

Tehat az eredeti lerakasi sorrend: E, F, G, H, B, C, D, A volt.

Holdig

Egy papirlap vastagsaga 0.1mm. 1,2,3,...,n,... f¢lbehajtas utan 2, 4,
8,..., 2", ... réteg lesz egymason, aminek vastagsaga 2"-0.1 mm.
A Fold-Hold tavolsag atlagosan 384 000 km = 384 000 000 000 mm.
Tehat annak a feltétele, hogy hajtogatott papirunk a Holdig felérjen:
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2".0.1 > 384 000 000 000,
az egyenlStlenség megoldasa n > 10gx(3.84-10'%) ~ 41.804 , ami azt
jelenti, hogy 42 félbehajtas utan papirlapunk (-oszlopunk) mar a Hol-
dig ¢r! EkoOzben a papirlap eredeti teriilete

1/2% = 1/4398 046 511 104 -ed

részere zsugorodott, a téglalap oldalai pedig

1/2%1 = 1/2097 152 -ad
résziikre, vagyis az eredetileg 840mm x 1188mm méretii téglalapbol
0,0004mm x 0,00056 mm (1) "méreti" lap lesz, hiszen

840/2 097 152 ~0,0004 ¢és 1188/2 097 152 = 0,00056 .

Viztiikor

A rajz mindent megmagyaraz: el
a toban tiikorkeépet Ilétrehozo
fénysugaraknak (szaggatott vo- d
nal) mar utjat allja a fa. e Lt ]
(Részletesebb indoklast olvas-
hatunk a KéMaL 2011. majusi szdmaban a P.4348 fizika feladat meg-
oldasanal, Woynarovich Ferenc tollabol.)

Papirszalvéta
Vegylink el6 egy papirlapot ...

Két tiikor meg egy harmadik

A régebbi kerékparprizmak beliilrdl kis kockak cstcsait mutatjak, a
csucsokban talalkozo6 kis lapocskdk felelnek meg a feladat harom tiik-
rének. Az autd fényszordjanak fénye visszaverddés utan mindig a ve-
zetd szemebe €rkezik, ezért latja akdrhonnan a kerékpar prizmajat so-
tétben. Manapsag azonban inkabb kis félgombdceskék vannak a Kis
kockak helyett, talan csak az olcsobb gyartasi technologia miatt.
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Szélkerék
A propeller nem fogja strolni a foldet, mert a torony tetején a pro-
peller kozéppontja van, vagyis csak a sugara (=45m) "log" lefelé.

Egy vonallal

A négydimenzios kocka csucsait az alabbi sorrendben kell 6sszekot-
ni. C,D,H G FEM,PHEAILLDAB,CGO,KJN,F,
B,J,M,N,O,P, L KC.

Kirako

Az 0sszes elem kifele €s befelé allo fiileinek 0sszeszamolasabol kap-
juk, hogy a hidnyzé darabnak harom kifelé all6 fiile van. Igy csak B
lehet a hianyz6 darab.

6. A Szinusz és a szogfiiggvények

Acsok
A valddi szog = arctg(acm/45cm) , tehat

a=20 cm => szog = arctg(20/45)= 23,96fok = 23fok 58perc,
a=30 cm => szog = arctg(30/45)= 33,69fok = 33fok 41perc,
a=40 cm => szog = arctg(40/45)= 41,63fok = 41fok 38perc,
a=50 cm => szog = arctg(50/45)= 48,01fok = 48fok Olperc,
a=60 cm => szog = arctg(60/45)= 53,13fok = 53fok 08perc.
Hat talan ennyit a teto elbir ... .

7. Térgeometria

A Fold gombolyi

a) A Fold sugara R =6 370 000 m.
Legyen a személy magassaga | =2m,
a hajo magassaga h = 10m. Ekkor

cos(a) =R = 8370000m 5 999 999 686,
R+/¢ 6370002m

o = arccos(0.999 999 686) ~ 0.045 403°
~ 0.000 792 rad,

x = 2R -4 ~5.048 km, cos(g)=—~ = 5370000m 4 999 998 430,
360 R+h 6370010m

B =arccos(0.999 998 430) ~ 0.101 524° ~ 0.001 772 rad,
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y=2R-m L ~11.287 km,
360°

tehat a h = 10m magas hajot x+y ~ 16.335 km tavolsagban mar
egyaltalaban nem latjuk, tavesdvel, szélcsendes idoben sem!

b) Haahajé x+y =70 km tavolsagban van, akkor
y =70-x = 70-5.048 =~ 64.952 km,
B =Yy/R =64.952/6370 ~ 0.010 197 rad ~ 0.584 219°,

cos(B) ~ 0.999 948 ,
R . . ..o R{l-cos(B)) _
a cos(ﬁ)_—RJr - Osszefiigges alapjan h_—cos(ﬂ) 331.157 m.
Tehat 70km tavolsagban mar csak a 331.16 m (kb.100 emelet!) -nél
magasabb hajot nem takarna el a Fold !

Locsolocs6

Ha egy (kisebb) csepp kb. 1/10ml és percenként csoppen a csap, ak-
kor ez naponta 1/10*60*24 = 144ml, havonta 144*30 = 4320ml =
4. 32liter. Természetesen stirtibb csopoges vagy nagyobb csoppek ese-
tén a végeredmény aranyosan nagyobb! P¢ldaul masodpercenkénti
csoppenés esetén mar 4.32*60 = 259.2 liter ~ 1/4 kobméter ! a pazar-
las havonta! Evente pedig ... (hf.)

A TV készenléti allapotban 1W aramot fogyaszt, ez naponta 24Wh,
havonta 720Wh=0.72kWh, a mai energiadijak mellett kb. 20 Ft/ho.

Kupok és poharak -
a) Ha a poharat eredetileg x -ed
) teap s N

rész magassagig toltottiik, akkor -

Violyadek = X°*V

Vlevegc’i =V -x*V = (1'X3)*V ,
megforditas utan

Vievegs = (1-X3)*V = y3*V ahonnan y=31-x° ,
tehat a folyadék magassaga a megforditott poharban

h = m-my = m*(1-y) = m*(1-31-x®). Ez 4ltalaban nehezen értelmez-
hetd, de pl. x=1/2 esetén y=3/7/8 ~0.956 ¢s igy h=m*0.044, vagyis az
eredetileg feléig toltott poharban felforditds utdn a magassag kb.
0.044 részeéig, vagyis 4.5% -ig lesz csak folyadék!

c) Csonkakup alaku poharakkal példaul a KoMaL C.1079 feladata-
ban [K11] talalkozunk. Legyen az alapkor sugara r=1cm, a fedokor
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sugara R=4cm, a magassaga M=6cm. Milyen m

magassagig toltsiink, hogy félig legyen a pohdr? m
A csonkaktpot egy olyan ktppal egészitjik ki, amely Ix
alapkorének sugara 1cm, magassaga X, térfogatat jelolje -
V1. A kiegészito Kis kap és a poharat tartalmazé nagy

kip hasonldak, a hasonlosag aranya ¢ppen az alapkorok (sugarainak)
aranya, vagyis 1:4. Ezért magassagaik aranya x:(6+x)=1:4, ahonnan
x=2(cm), a folyadékkal toltott részekre a hasonlosag r:1=(m+2):2 .
Ezert

Violyadsk = 217 cm?® = n/3*((m+2)2/4*(m+2)-12*2)
ahonnan m=4,38cm, ami az eredeti magassag kb. 2/3 része.

Lampaernyo és szoknya A

Csonkakup adatai: PR
R = alapkor sugara, /o \x
r = fedokor sugara, / \
M = magassag,
a = alkoto ,

Kivagott korcikk adatai: a d_~

X+a = nagy sugar, :

X =kis sugar, & /

W = nyilasszog. S~
rR =x:(x+a) = rx+tra=xR = x =ar/(R-r), i=k
2rm = wlad*(a+x) = wd) = 2rp/(a+x), we =
2m/(a+x)*%’ .

Anamorfozisok - Mi van ide irva?
A konyv lapjat balrdl, majdnem a papir sikjabol nézve olvashatjuk:
SEMMI .

Festékréteg —
Konnyen belathato, hogy a ko-

vetkezo testek felszine azonos: egy @ -

R sugara gomb, egy R alapkori é€s

2R magassagl henger palastja, ¢s
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egy 2Rx2Rn méretli sik téglalap, a kozos teriilet 4R%r .

Ha a torusz keresztmetszete p=R/m sugart
kor, amely egy r=R sugaru koér mentén van
megforgatva, akkor felszine az At = 4m?rp
képlet alapjan ismét 4R%r. Mindegyik feliile-
tet d vastag festékréteggel vonjuk be, kiviilrol
(Fx) és beliilrol (Fu).

Siklemez mindkét oldala: Fsp=Fsk= T*d = 4R%rd = 4nd*R?.

GOmb: kiilso festés esetén az R+d sugarti gomb térfogatabol vonjuk
Ki az R sugari gomb térfogatat, mig belso festés esetén az R sugaru
gomb térfogatabol az R-d sugarti gomb térfogatat:
Fox = 4m/3*((R+d)3-R%)= 4n/3*(3R?d+3Rd*+d%)= 4nd*(R?+Rd+d?/3),
Fop = 4n/3*( R3-(R-d)®)= 4n/3*(3R?d-3Rd?*+d?) = 4nd*(R?>-Rd+d?/3).

Henger: Hasonloan a térfogatok kiilonbsége:
Fux = 2R*((R+d)?n-R?n) = 2Rn*(2Rd+d?) = 4nd*(R?+Rd/2),
Fup = 2R*(R?n-(R-d)?n) = 2Re*(2Rd-d?) = 4nd*(R?-Rd/2).

Torusz: térfogata Vi=2m?rp?, igy
Fri = 2n°r((p+d)?-p?) = 2n°R*[(R/n+d)?-(R/m)?] =

= 2n°R*[2Rd/n+d?] = 2n*[2R?d+nRd?] = 4nd*(R?+rRd/2),
Frp = 2r°r(p?-(p-d)?) = 2n°R*[(R/7)?-(R/=-d)?] =
= 2n°R*[2Rd/n-d?] = 2n*[2R?d-wRd?] = 4nd*(R2-wRd/2).

Mindegyik végeredménybdl elhagyhatjuk a k6zos 4nd szorzoténye-
z6t és nyilvan R>d>0.
Kiilso festésekre kaptuk:

R%+nRd/2 > R*+Rd+d%2 > R*+Rd/2 > R?
(7) Frk > Fok > Frk > Fsk |
belsé festésekre:
R2-nRd/2 < R*Rd+d? < R%-Rd/2 < R? ,

(8) Frb < Fep < Fup < Fsp .

Legyen példaul R=r=10cm és d=0.5mm=0.05cm, igy p=R/w =
3.1831cm. Ekkor
Fsk = Fsp = T*d = 4R?r*d = 4*10%1*0.05 ~62.8319 cm?,
Fox = 4n/3*((R+d)3-R%) = 41/3*(10.053-10%) ~ 63.1465 cm?,
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Fop = 4n/3*(R3-(R-d)%) = 4n/3*(103-9.95%) ~ 62.5182 cm?,
Frx = 2Rn*((R+d)?-R?) = 2*10x*(10.05%-10%) =~ 62.9889 cm?,
Fup = 2Ru*(R?-(R-d)?) = 2*10m*(102-9.95?) ~ 62.6748 cm?,
Fri = 2m%r((p+d)?-p?)=27?*10*(3,23312-3,1831%) ~ 63.3254 cm? ,
Frp = 2m2r(p?-(p-d)?)=27?*10*(3,18312-3,1331%) ~62.3383 cm?,
tehat (7) €s (8) ebben az esetben (tovabbi kerekitések utan)
63.33 cm® > 63.15cm® > 62.99cm?® > 62.83cm?®
és 62.52cm?® < 62.67cm® < 62.83cm® < 62.34 cm?®.

Az eredeti probléma a KoMaL [K99a] C536 feladata, itt kibovitet-
tik a feliiletek belso festésével, valamint a siklemez és a torusz festé-
sével is.

Dobokockak

Jusson esziinkbe a ceruzank, melynek 6 oldala van, elguritva bar-
melyik lapjan megallhat. Tehat vegyiink el6 egy henger alak(i puhafa
botot (pl. "tiplifat" kérjiink a barkacsboltban), és egy n oldalu (lapt)
ceruzat (hasabot) faragjunk vagy csiszoljunk (smirglizziink) beldle.

9. Kartyajatékok és buvésztrilkkkok

Eldrebocsajtjuk a tobb évezredes tapasztalatot: Ha egy triikk megfej-
tését ismerjiik, akkor mdr nem is szérakoztat maga a triikk | Igy sok
kellemes barati, csaladi vagy miivész estét lehet elrontani! Tehat a
tovabbiakat csak nagyon kivancsi (majdnem matematikus) Olvasok-
nak ajanljuk, és kerjiik: tarsasdgban ne akarjak mindenaron "leléni a
poént" !

Parok

Tekintsiik a jatéknak azt a pillanatat, amikor éppen elfogy az asztal
kozepén levo pakli, és a ket jatékos ezutdn mar csak egymas kezébdl
htz. Ekkor mindegyik, még le nem tett kartya parja a masik jatékos-
nal van, emiatt mindkét jatékosnal ebben a pillanatban ugyanannyi lap
van. A jaték kezdetén mindketten ugyanannyi lapot kaptak, felvaltva
ugyanannyit hiztak, most ugyanannyi van keziikben, tehat ugyan-
annyi lapot tettek le az asztalra maguk el¢, vagyis mar eddig ugyan-
annyi part gytjtottek. Igy az asztalon levd lapok szama 4-gyel oszt-
hatd. Mivel eredetileg is 4-gyel oszthato volt a lapok szama, ezért

160



most a jatékosok kezeiben levo lapok szama Osszesen szintén 4-gyel
oszthato, fele itt, fele ott.

Ezutan a jatékosok egymastdl huznak felvaltva, ezért ugyanannyi
part fognak gytijteni a jatek hatralevo részeében is. A jatek dontetlen!

Csodagomb

Barmelyik szambol kivonva szamjegyeinek O0sszegét, mindig 9 -cel
0szthaté szamot kapunk. Példaul kétjegyti szamoknal: (10*a+b)-(a+b)
= 9*a . Nézziik meg alaposabban a Csodagémb abrait: 0, 90 ¢és 99 ki-
vételével minden 9 -cel oszthaté szamnal ugyanaz a jel szerepel, és a
gombre kattintva is ez a jel tlinik el6! (A 0, 90 ¢és 99 szadmoknal azért
szerepelhetnek mas jelek, mert 1<a<9 miatt a 9*a végeredmény min-
dig 9 és 91 kozott lesz. Végso soron tehat akarmelyik szamra is gon-
doltunk eredetileg, ugyanez a jel fog el6tiinni minden esetben!

10. Véletlenek

A P(A) jelolés az A allitas valészintiségét, esélyét (angolul
probability) jeloli.

A Cotton gyerekek
P(egy napon sziilettek) = 365 / 6sszes lehetdség = 365/ 3653 =
= 1/133225,

tehat az Gjsagcikkben szerepld "133ezer" koriilbeliil helyes.

Gyermekek nemei

"Csak egyfélét tud"

a) Kétgyermekes csaladokban:

P(azonos nemiiek) = P(fia,fin)+P(leany,leany) =
= P(fit)-P(fin)+P(leany)-P(leany) = p-p+q-q = 0.51%+0.492 =
=0,5002 =50.02% ,

P(kiilonb6z6 nemiiek) = P(fig,leany)+P(leany,fin) =
= P(fia)-P(ledny)-2 = p-g-2 = 0.51-0.49-2 = 0,4998 = 49.98% .
(Ellenérzés: 0,5002+0,4998=1.0000.)

Megjegyzés: Lathatjuk, hogy két azonos nemii gyermeket "josolni"
valoban nagyobb eséllyel lehet (bar csak kis eltéréssel), mint kiilonbo-
z0 nemiieket. Figyeljiik meg, ez a megéllapitas nem az apa, hanem a

p+g9> > 2.pq vagyis  (p-0)°*>0
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egyenlOtlenség miatt teljesiil tetszéleges p=Q azaz p#'2 esetén! Az
eltérés pedig annal nagyobb, minnél jobban kiilonbozik p és q egy-
mastol, vagyis Y2 -t0l !

a*) Haromgyermekes csaladokban:

P(azonos nemiiek) = P(fit,fiu,fia)+P(leany,leany,leany) =
= P(fin)-P(fin)-P(fin)+P(leany)-P(leany)-P(ledny) = ppp+qq-q =
=0.513+0.49% = 0,2503,

P(két fia és egy lany) = P(fiu,fia,leany) + P(fi,leany,fin) +
+P(leany,fit,fin) = 3-ppq = 3-:0.51%.0.49 = 0,382347 ,

P(egy fiu és két lany) = P(fiu,leany,leany) + P(leany,fia,leany) +
+P(leany,leany,fit) = 3-pp-q = 3-0.51%.0.49 = 3*0.51*0.49*0.49 =
0,367353,

Ellendrzés: 0,2503+0,382347+0,367353 = 1.

A masik gyermek neme
b0) A feladat azt kérdezi, hogy P(masodik fia) =? . A feladat elején
leszogeztiik, hogy a gyermekek nemei egymastol fiiggetlenek, igy
P(mindketto fiu) = P(masodik fin)) = P(fiu) = p .

bl) A feltételes valdszintiség

9 P(X haY) = PR &Y)
(9) ( ) o)
képletét kell hasznalnunk:
o N — P(kétfia ESvanfit) _  P(kétfi) _ p-p
P(két fiui HA van fit) P(van fid) 1-P(nincsfid) 1-q-q

Specialisan, p=0.51 ¢és =0.49 esetében

P(két fiti HA van fi) = % ~0.3423 ~34.23 %,

p=g=" esetében pedig

P(két fii HA van firr) = 1?-52'09-320: ;’/ j :% ~0.3333 ~33.33 % .

b2) Ismét a (9) képletet hasznaljuk:

P (ké ¢t lany HA van Zdny) _ P(ketlany ES, vanlany) _ P(ke_tlan){) _
P(vanlany) 1-P(nincslany)

- a9
1-p-p
Specialisan, p=0.51 és =0.49 esetében

P(két lany HA van lény) = % ~0.3245 ~ 32.45 %,
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p=q="2 esetében pedig természetesen

P(két lany HA van ldny) = 1?5’200:‘;0 _ ;’/ j :% ~0.3333~33.33%.

cl) A (9) képletet alapjan:
, y — P(van lanyESvan fil) _
P(van ldny HA van fiu) Pvan fid
— 1-P(csak fit)—P(csaklany) _ 1-p-p-p-q-q-g _q_ P-p-p
1— P(nincs fi0) l1-g-g-q  1-g-q-q°
Specialisan, p=0.51 ¢s 4=0.49 eseteben

P(van lany HA van fiu) = 1- 051-051-051 0 84966 ~ 0.85 %,
1-0.49-0.49-0.49

p=q='2 esetében pedig

P(van lany HA van fiu) = 1~ 8 1 1.8:08571~8571%.
1-1/8 7 7

c2) Csere esetén természetesen
P(van fit HA van lany) = P(van fiuESvan lany) _

P(van lany)
— 1-P(csak fit) — P(csaklany) _ 1-p-p-p-g-q-q _1__9949
1— P(nincslany) 1-p-p-p 1-p-p-p

Specialisan, p=0.51 ¢és g=0.49 esetében

P(van lany HA van fi)) = 1--239-049-049 " 9 8643 ~ 86.43 % |,
1-0.51-051-0.51

p=0="2 esetében pedig
P(van fiti HA van lany) =1-—28 -1-1_8 208571 ~85.71%.
1-1/8 7 7
Ismételten hangsulyozzuk, hogy a fenti szamitasok csak orsza-
gos atlagra vonatkoznak, és nem a mi csaladunk kovetkezé szii-
lésére, hiszen az mindenképpen p eséllyel fiu és g eséllyel leany !

Pénzérme

Az egymas utani dobasok egymastol fliggetlenek (az érmének nincs
memoriaja), tehat minden tovabbi dobds, az el6zdektdl fiiggetleniil
50% esellyel fej és 50% eséllyel iras.

Két dobokocka

Két kockaval 6*6=36 féle dobas lehetséges (mindkettd a masiktol
fiiggetleniil lehet 1,2,3,4,5,6 barmelyike). A két kockat mindenképpen
meg kell kiillonboztetniink: hidba hivjuk mi Oket "két azonos feheér"
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kockanak, a valdsaban ez fizikailag két kiilon kocka! Nézziik meg,
hogy a kiilonbozo osszegeket hanyféleképpen lehet "kiguritani" :

2=1+1 = P(bsszeg=2) = 1/36,
3=1+2=2+1 = P(0sszeg=3) = 2/36,
4=1+3=2+2=3+1 = P(0sszeg=4) = 3/36,
5=1+4=2+3=3+2=4+1 = P(0sszeg=5) = 4/36,
6=1+5=2+4 =3+3 =4+2 =5+1 = P(0sszeg=6) = 5/36 ,
7=1+6=2+5=3+4 =443 =5+2=6+1 = P(0sszeg=7) =6/36,
8 =2+6 =3+5 =4+4 =5+3 = 6+2 = P(0sszeg=8) = 5/36,
9 =3+6 =4+5 =5+4 = 6+3 = P(0sszeg=9) = 4/36 ,
10 = 4+6 = 5+5 = 6+4 = P(0sszeg=10) = 3/36 ,
11 =5+6 =645 = P(0sszeg=11) = 2/36 ,
12 = 6+6 = P(0sszeg=12) = 1/36 .

Harom ajto

Jelolések: Ny=nyer, Ai,A2,Az = melyik ajtot valasztja eredetileg.
Legyen a nyeremény az Az ajté mogott.

Ha nem valt, akkor P(Ny)=1/3.

Ha valt, akkor

P(Ny) = P(Ny és A1)+P(Ny és A2) +P(Ny és Ax) =0+ 1/3 + 1/3=2/3
(precizebb matematikai képletekkel:

P(Ny) = P(Ny|A1)-P(A1)+P(Ny|A2)-P(A2)+P(Ny|A2)-P(A2) =

=0-1/3+11/3+1-1/3=2/3).

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a nyeremény eredetileg az
A; vagy az Az ajté mogott volt.

TEHAT (valésziniiség szerint, vagyis sok kisérlet esetén) :
valtaskor a gyakorisag (valosziniiség) kétszeresere emelkedik.
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Néhany mértékegység atvaltasa

1 inch (hiivelyk) = 2.54 cm

1 foot (Iab) =30.48 cm

1 mile (mérfold) = 1.6093 km

1 square foot (négyzetlab) =0.929 m? (négyzetméter)

1 acre (angol hektar) =0.4047 ha

1 square mile (négyzetmérfold) = 2.590 km? (négyzetkilométer)

1 cubic inch (kobhiivelyk) = 16.38 kobcentiméter
1 gallon = 3.783 liter

1 ounce (uncia) = 28.35 gr
1 pound (font) = 0.4536 kg
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