2020. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai Emlékverseny
A feladatok megoldasa

1. feladat. Az z,y: N — N sorozatokat teljesen kiilonbozének nevezziik, ha x(n) # y(n) minden
n € N-re. Legyen F olyan fliggvény, amely minden természetes szamokbol allo sorozathoz egy
természetes szamot rendel gy, hogy teljesen kiilonb6z6 x, y sorozatok esetén F'(z) # F(y), valamint
a konstans sorozatok esetén F((k,k,...)) = k teljesiil. Igazoljuk, hogy ekkor van olyan n € N,
amelyre F'(z) = xz(n) minden = sorozatra.

(Csernak Tamas)

Megoldas.

Lemma. Legyen S CN={1,2,...}. Ha z(n) € S minden n-re, akkor F(z) € S.

Bizonyitas. Minden k & S-re z és y = (k, k,...) teljesen kiilonbozsek, igy F(x) # F(y) = k. Ezzel
a lemmat bizonyitottuk.

Jelolje e az identitas fiiggvényt: e(n) = n. Legyen F(e) = ng. A természetes szamok szerepe
ebben a problémaban szimmetrikus, igy feltehetd, hogy F'(e) = ng = 1. Megmutatjuk, hogy ekkor
tetszbleges z fliggvényre F(z) = z(1).

e Ha z(l) =a és xz(n) =1Vn > 2, akkor F(z) = a. Ez a = 1 esetén fel van téve, egyébként a
lemma szerint F(x) € {1,a}, de F(z) # F(e) = 1, igy sziikségképpen F(x) = a.

e Ha y(n) #1Vn > 2, akkor F(y) = y(1), mert egy ilyen y teljesen kiilonbozik az el6z6 pontban
tekintett z fliggvényektdl feltéve, hogy a # y(1).

o Végiil Tetszbleges z esetén az

y(1):=b#2(1);  yn):=zn)+1 (n=2)

fiigggvény rendelkezik az el6z6 pontbeli tulajdonsaggal. Tovabba z és y teljesen kiilonbozdek,
igy F'(z) # F(y) = b. Viszont b barmi lehet z(1)-en kiviil, igy F'(z) csakis z(1) lehet.

2. feladat. Igazoljuk, hogy ha f: R — R folytonos periodikus fiiggvény, és a € R irracionélis, akkor
az {na + f(na)}e, sorozat modulo 1 siird [0, 1]-ben.

(Totik Vilmos)

1. megoldas. Legyen ¢ > 0 rogzitett, megmutatjuk, hogy a kérdéses sorozat minden & hosszi
[0, 1]-beli intervallumban tartalmaz pontot.

Legyen [ az f (egy) periodusa, és egy n > 0 egészre tekintsik a p, = ({na}, {na/B8}) pontot,
ahol {-} a tortrészt jeloli. A p, pontokra tekintsiink gy, mint az S x S topologikus csoport elemeire.
Mivel f folytonos és periodikus, ezért egyeletesen folytonos, rogzitsiink olyan ¢ > 0 szamot, amire

[z =yl <6 =[f(z) = fly)l <e/2. (1)

A S! x St szokasos metrikajat d-vel jeldljiik. Mivel St x S kompakt, ezért van olyan a < b, amire
d(pavpb) < mln{é/ﬁa 5/2} Mivel d<paapb) = d(paerprrn)a igy

d(Prks Pint1y)k) < min{é/B,e/2}
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minden n-re, ahol k = b — a. Ezt egyrészt n = 0-ra alkalmazva kijon, hogy van olyan m egész, amire
|ka —m| < e/2,

mésrészt (1) miatt

lf((n+ 1ka) — f(nka)| < e/2.

Most nézziik az r, = nka —nm + f(nka) valos szamsorozatot (n =1,2,...). Egyrészt
[Tn1 — ol < [k —m| 4+ |f((n+ Dka) — f(nka)| <e/2+e/2 =¢.

Masrészt |r,| — oo, hiszen f korlatos, és ka —m # 0 az « irracionalitdsa miatt. Tehat az r,
szamok tortrészei valoban minden € hosszu intervallumbol tartalmaznak pontot, és mivel {r,} =
{nka + f(nka)}, igy bizonyitottuk ugyanezt a feladatban szerepld sorozatra is.

2. megoldas (kittiz6). Legyen 8 az f (egy) periddusa, és tekintsiik a g(z) = f(Bx) fliggvényt.
Ez 1-periodikus, és na + f(na) = na + g(na/B). Az 1-periodikussag miatt igy az is igaz, hogy

{na+ f(na)} = {na} +g({na/8})  modl

(itt {-} a tortrészt jeloli).

I eset: 1,0,/ B raciondlisan figgetlenek. Ekkor az ({na}, {na/B}), n =1,2,..., vektorsorozat
stirt [0, 1]%-ben, igy minden z € (0,1)-hez van olyan részsorozata a természetes szdmoknak amely
mentén ez a vektor az (z, 1/2)-hez konvergal. Ezen részsorozat mentén na+ f(na) mod 1 az z+g(1/2)
szamhoz tart, és mivel itt x € (0, 1) tetszdleges, az allitas adodik.

II. eset: 1,a, /B mem raciondlisan figgetlenek. FEkkor valamilyen nem csupa 0 egész p,q,r
szamokkal

+gatre=0
p+aqa+rs =0,
g

és itt « irracionalitasa miatt r # 0. Feltehetd, hogy r > 1, és tekintsiikk az n = rm, m = 1,2,...,
alaku egészeket. Ilyenekre (hasznélva hogy g 1-periodikus)

na + f(na) = mra + g(mra/B) = mra + g(—gma).

Barmely x € (0, 1)-hez van olyan részsorozata az m-eknek, amely mentén {ma} — x, és ekkor nagy
n = mr-re na + f(na) mod 1 kozel van az rx + g(—qx) szamhoz. Marpedig a h(z) = rx + g(—qz),
z € [0,1], folytonos fiiggvény mod 1 vett értékkészlete tartalmazza a (0,1) intervallumot, mivel
h(1) =r+g(0) > 1+ g(0) =1+ h(0), és ebbdl az &llitas azonnal adodik.

Megjegyzés. Az adott sorozat nem sziikségképpen lesz egyenletes eloszlasi modulo 1.

3. feladat. Egy egész szamokbol allo n x n-es A méatrixot reprezentativnak neveziink, ha minden
egész szamokbol allo v vektorra talalhato vektoroknak egy véges 0 = vg, vy, ..., Vv, = v sorozata gy,
hogy minden 0 < i < ¢ esetén fennall, hogy v, 1 = Av;, vagy v;.1 — v; a standard bazis egyik eleme
(azaz egyetlen nemnulla koordinataja van, és az 1). Mutassuk meg, hogy A pontosan akkor nem
reprezentativ, ha A'-nak van egy nemnegativ sajatértékhez tartozo, nemnegativ valos szamokbol
allo sajatvektora.

(Carl Schildkraut)



Megoldas. Legyen A egy tetsz6leges egész szamokbol all6 n x n-es méatrix. Vezessiik be a kovetkezs
jeloléseket.

e Legyenek ey,. .., e, a standard bézis elemei. Jelolje S C Z" az A¥e;; k >0, j =1,...,n vekto-
rok nemnegativ egész egyiitthatos linearis kombinacidinak halmazat. Konnyen meggondolhato,
hogy S éppen a feladatban leirt moédon elérheté vektorok halmaza. Vilagos, hogy S zart az
Osszeadasra, valamint AS C S és N* C S.

e Jelolje tovabba C a {tv : t € [0,00);v € S} halmaz lezartjat. Mivel S zart az Gsszeadasra,
ezért C' egy konvex kip. Tovabba AC C C.

e Tekintsiik most a C' dualis kipjat:
C’*:{we]R” : wTUEOVUGC’}.

Belatjuk, hogy ATC* C C*. Tegyiik fel, hogy w € C*, azaz w'v > 0Vv € C. Ha u € C, akkor
v=Au € AC C C, és a fentiek szerint ekkor (ATw)"u = (w'A)u = w'(Au) > 0, amibsl
ATw € C~.

A fenti jelolések mellett a kovetkezd allitasok ekvivalensek.
(i) A nem reprezentativ, azaz S # Z".

(i) C #R™.

(iii) C* # {0}.

(iv) Jw € C*\ {0} és I\ > 0 gy, hogy ATw = \w.

(v) Létezik nemnegativ valos szamokbol allo w # 0 vektor és A > 0, melyre ATw = \w.

(i) & (ii) Egyszertien meggondolhatd abbol, hogy S zart az osszeadasra valamint N* C S.

(ii) & (iii) Mivel C kup, ezért C' # R™ pontosan akkor, ha 0 hatarpontja C-nek. Mivel C' konvex,
ez ekvivalens azzal, hogy C-nek van tamaszhipersikja 0-ban, avagy C* # {0}.

(iii) = (iv) Tegyiik fel, hogy C* \ {0} nemiires. Azt is feltehetjiik, hogy nincs w € C*\ {0},
melyre ATw = 0, kiilénben végeztiink. Mivel ATC* C C*, ezért AT ekkor ad egy C* \ {0}-bol
onmagaba mend leképezést.

Jelolje D a C* egységgdmbbel valé metszetét és tekintsiik a kovetkez6 D — D fiiggvényt:

ATw
fw) =57 (weD),
[ATw]|
ami a nemiires kompakt D halmazt folytonosan képzi énmagaba. Vegyiik észre tovabba, hogy
D kontrahéalhato, mert C* konvex és C* C [0,00) X - -+ X [0,00), hiszen ey, ...,e, € S C C. Igy
alkalmazhaté a Brouwer-féle fixponttétel f-re, ami éppen a kivant w sajatvektort adja.

(iv) = (iii) Trivialis.

(iv) = (v) Egy w € C* automatikusan nemnegativ szamokbol all, mert ey, ... e, € S C C és igy
wle; >0Vj=1,...,n.

(v) = (iv) Egy w nemnegativ szamokbol 4ll6 sajatvektorra w' A%e; = A\ (w'e;) > 0, amibsl mar
kovetkezik, hogy w € C*.



4. feladat. Adott n szakasz a sikban, mindegyik fiiggéleges vagy vizszintes. (A szakaszok metszhetik
egymast.) Tovabba adott m darab origobdl indulé gorbe, melyek a végpontjuktol eltekintve paronként
diszjunktak, és mindegyik pontosan két szakaszt metsz, kiillonb6z6 gorbék kiilonb6z6 szakaszparokat.
Bizonyitsuk be, hogy m = O(n).

(Eyal Ackerman, Keszegh Balazs, Palvolgyi Domotor)

1. megoldas (Schweitzer Adam megoldasa alapjan). Ha az origé valamelyik szakaszra esik,
akkor a feladat trivialis; a tovabbiakban feltessziik, hogy nem ez a helyzet. Apr6 perturbacidval
elérhetd, hogy semely két parhuzamos szakasz ne essen egy egyenesre, egyik szakasz végpontja se
essen egy masik szakasz belsejébe, de minden gorbe tovabbra is ugyanazt a szakaszpéart messe.

Azokbol a gorbékbdl, amelyek két vizszintes vagy két fliggtleges szakaszt metszenek, linearisan
sok van, hiszen mindketts egy sikgrafot hatdroz meg. Most tekintsiik azokat a gorbéket, amik egy
vizszintes és egy fiiggsleges szakaszt metszenek.

Vegyiink az origd koriil egy apro Jordan-gorbét, amit minden gorbe egyszer metsz. Jeloljiik azt
a tartomanyt, amit Ggy kapunk, hogy a sikbdl kivagjuk a Jordan-gorbe belsejét, D-vel. Feleltessiik
meg D-t egy gdomb északi féltekéjének, és rajzoljuk fel ra a gorbéket és a vizszintes szakaszokat. A
gomb deéli féltekéjére pedig rajzoljuk fel a gorbéket (ismét) és a fiiggoleges szakaszokat. Igy tjfent
sikgrafot kaptunk, tehat készen vagyunk.

Megjegyzés. Sehol nem hasznaltuk, hogy fliggbleges és vizszintes szakaszaink voltak, csak annyit,
hogy két, diszjunkt alakzatokat tartalmazé csalad. Azt viszont erdsen hasznaltuk, hogy minden gorbe
egyik vége az origd. A kovetkezs megoldas csak azt hasznélja, hogy minden gérbe atmegy az origon,
és tovabbi megfontolasokkal ez is altalanosithatd szakaszokrol més csaladparokra.

2. megoldas (kitiizék). Ha az origd valamelyik szakaszra esik, akkor a feladat triviélis; a tovabbi-
akban feltessziik, hogy nem ez a helyzet. Apré perturbacidval elérhetd, hogy semely két parhuzamos
szakasz ne essen egy egyenesre, egyik szakasz végpontja se essen egy mésik szakasz belsejébe, de
minden gorbe tovabbra is ugyanazt a szakaszpart messe.

1. lemma. Ha diszjunktak a szakaszok, akkor igaz az allitas.

Bizonyitas. Ekkor a szakaszokat pontra huzva sikgrafot kapunk.

Most tekintsiik azt a G grafot, melynek cstcsai a szakaszok végpontjai és metszéspontjai.
2. lemma. Az origét tartalmazd tartomany hataran G-nek legfeljebb linearisan sok éle van.

Megjegyzés. 4n — 4 az éles, az alabbi bizonyitéasbol kihozhato. Ha tetszéleges iranyt szakaszokat
megengediink, akkor szuperlinearis is lehetne.

Bizonyitas. A bizonyitas egyszerii szamolas, sokféleképpen megoldhato. Vegyiik észre, hogy elég
G Osszefliged komponenseire kiilon-kiilon bizonyitani az allitast. Ha n = 1, akkor az allitas igaz.
Egyébként legyen x a hatarra es6 metszéspontok szédma, y pedig a hatarra es§ szakaszvégpontok
széma, tehat y < 2n. Szamolva, hogy egy korbejaras alatt hanyat fordulunk, x = 2y 4 4, attol
fiiggGen, hogy origd tartomanyat korbejartuk-e, vagy a belsejében sétaltunk. Az élek szama viszont
mindkét esetben legfeljebb 8x, mert G minden élének egyik vége egy metszéspont. Tehat az élek
szama < 8r < 16y + 4 < 32n + 4.

Most visszatériink a f6 bizonyitashoz. Az 1. lemma miatt parhuzamos szakaszokat Osszekotd
gbrbébdl csak linearisan sok van. Tehat elég azokat a gorbéket megszamolni, amik az origobol indulva
el6szor vizszintes, majd fligg6leges szakaszt metszenek, mert ezzel csak egy kettes faktort vesztiink; a
tobbi gorbét toroljiik. Toroljiik ki G-bél az Osszes olyan vizszintes élet, ami nem origd tartoméanyanak
hatardn van. A hataron levs vizszintes élekbdl meg tordljiik ki a rajtuk levé metszéspontok koriil
kis részeket. Igy a kapott szakaszok diszjunktak, a 2. lemma miatt linearisan sokan vannak, tehét az
1. lemma miatt készen vagyunk.



5. feladat. Igazoljuk, hogy egy K sehol sem siirid sikbeli kompakt halmazra az alabbi két allitas
ekvivalens.

(i) K = |J K,, ahol minden n-re K, olyan kompakt halmaz, amelynek komplementere &sszefiiggd.
n=1
(ii) Nincs K-ban olyan nemiires S zart halmaz, amelyre teljesiil, hogy S barmely pontjanak barmely
kornyezete tartalmazza R? \ S egy sszefiiggd komponensét.

(Laczkovich Miklos, Totik Vilmos)

Megoldas (a kittiz6k megoldasa alapjan). (i) = (ii). Indirekt modon tételezziik fel, hogy (i)
igaz, de van S C K a (ii)-ben jelzett tulajdonsaggal. A Baire kategoria-tétel miatt van olyan n,
z € S és egy U kornyezete z-nek, hogy K, NS stird U N S-ben, ami a K, zartsaga miatt azt jelenti,
hogy U NS C K,. Legyen U; a z olyan kornyezete, amelynek lezartja benne van U-ban. Ekkor U,
tartalmazza az R?\ S halmaz egy V' komponensét, ami az éppen mondottak alapjan R?\ (SN K,,) egy
komponense is (ami persze kiilonbozik a végtelen komponenstél), azaz R? \ (SN K,,) nem 6sszefiiggs
— legyen G és Gy ennek két komponense. Mivel K sehol sem strd, van P; € G, \ K,,, és mivel a
Py, P, pontok R?\ (SN K,,) két kiilonb6z6 komponensébdl vannak, barmely ket sszekots tordttvonal
metszi SN K,-et. De ekkor barmely ilyen toréttvonal metszi K,-et is és ezért R?\ K, nem osszefiiggd,
ami viszont ellentmond a K,-re vonatkozé feltételnek.
(ii) = (i). Legyen

G = {z € K : valamely U > x nyiltra U N K fedhet6 megszamlalhatéan sok kompakt halmazzal,

amiknek mind 6sszefiiggd a komplementere}.

Konnyen latszik, hogy G relativ nyilt K-ban, valamint K Lindeldf tulajdonsaga miatt G is fedhetd
megszamlalhatoan sok, Osszefiiggé komplementerd kompakt halmazzal. Emiatt elég belatni, hogy
G = K, hiszen ekkor teljesiil (i) és készen vagyunk.

Legyen F' = K \ G. A fentiek miatt F' zart. Elég lenne belatni, hogy F' barmely pontjanak
barmely kornyezete tartalmazza R? \ F egy 6sszefiiggé komponensét, hiszen ekkor (ii) miatt F csak
az ires halmaz lehetne, tehat valoban G = K. Tegyiik fel indirekten, hogy van olyan = € F' és U
nyilt halmaz, amelyre x € U és U nem tartalmazza R? \ F egy Osszefiiggdségi komponensét sem.
Legyen D = F'N B(x,d) az = pont egy F-beli relativ zart, § sugara kornyezete olyan kis d-ra, hogy
DCU.

Most belatjuk, hogy D komplementere osszefiiggd. Ha nem lenne, akkor B(z,d) tartalmazné
R%\ D egy 6sszefiiggdségi komponensét. Mivel D C F, ekkor R?\ F egy 6sszefiigg@ségi komponensét
is tartalmazna B(x,d), ami ellentmond z, U és ¢ valasztasanak. Tehat R? \ D osszefliggs. Ekkor
viszont B(z,d) N K C G U D, ahol D egy kompakt halmaz, aminek Gsszefiiggé a komplementere, G
pedig fedheté megszamlalhatéan sok ilyen tulajdonsagu kompakt halmazzal. Emiatt x € G, de ez
ellentmond x valasztasanak.

Megjegyzés. A (ii) = (i) irdnyt transzfinit rekurzioval is be lehet latni, K-bol kiindulva minden
lépésben el kell dobni azon pontokat, amelyeknek van olyan zart, relativ kornyezete, ami Osszefiiged
komplementerd. (i) miatt igy zart halmazok szigortan fogyo, tireshalmazhoz kilyukadé sorozatat
kapjuk. Annyit kell meggondolni, hogy amit kidobtunk, azt le lehet fedni megszamlalhatéan sok,
Osszefiiged komplementert kompakt halmazzal. Ehhez egyrészt be kell latni, hogy a zart halmazok
szigortan csOkkend, transzfinit sorozata megszamlalhato (ez ismert). Méasrészt a fenti megoldashoz
hasonléan a Lindelof tulajdonsagot hasznalva meg kell gondolni, hogy az egy 1épésben kidobott pon-
tok halmaza valoban fedhets megszamlalhatoan sok Osszefiiggd komplementerd kompakt halmazzal.

6. feladat. Létezik-e olyan, az egész komplex sikon regularis, nem azonosan eltting F'(z) fiiggvény,
melyre |F(z)| < e/*l minden komplex z-re, |F(iy)| < 1 minden valés y-ra, és melynek végtelen sok
valés gyoke van?



(Laczkovich Miklos, Halasz Gabor)

Megoldas (Kos Géza). Azt allitjuk, hogy az

fiiggvény eleget tesz a kovetelményeknek.

1. El6szor is megmutatjuk, hogy ez a szorzat minden 0 koriili korben egyenletesen konvergens,
tehat F'(z) egészfiiggvény, és nem azonosan nulla.
Vizsgaljuk a szorzatot egy tetszdleges, 0 kozépponti és R sugara kérben. Legyen K olyan nagy

z/2F
pozitiv egész, hogy |z| < R és k > K esetén ETH < 2 ekkor a logaritmus f6értékét hasznélva
z/2k > ez/Qk
H( )-epolog(l— o )

k=1 k=K+1

A kifejezés elsG fele véges sok, nem azonosan nulla holomorf fliggvény szorzata. Az utolsé Osszeg
z/2F R/2F 1

tagjainak nagységrendje |log (1 — 62k > < O<e2k ) =0 <2—k), igy az Osszeg egyenletesen

konvergens, F'(z) az R sugart kérben holomorf és nem azonosan nulla.

2. A fiiggvénynek végtelen sok valos gydke van: a 2% - log 2% alakd szamok.

3. A képzetes tengelyen

, 14 ev/2" 1 i 1 =1
=1 =1 =1

4. Végiil, barmely komplex z-re

11 2\ 1 1 AN b |yt
- 2 ) llr2 - /28 (lzl/2 )
|F(Z)}§€||(1+ 2k)ge” <1+2k>e ge|| e'*e = e,
k=1

k=1 k=1

Megjegyzés (a kittiz6k alapjan). Pontosan karakterizahato, hogy mely aq, as, . . ., nem torlodo
valos szamsorozathoz létezik olyan, nem konstans F'(z) egészfiiggvény, amely kielégiti a feladatban
elsirt felss becsléseket, és eltiinik az a; pontokban: ilyen F'(z) akkor és csak akkor létezik, ha az eldrt
pozitiv gyokok reciprokosszege, és ugyanigy az elért negativ gyokok reciprokosszege is véges.

Klasszikus Phragmén—Lindelof tipusa tétel, hogy ha F holomorf a jobb félsikban és folytonos a
képzetes tengelyen, |F(z)| < el?l, és a képzetes tengelyen |F| < 1, akkor a G(z) = F(2)e™* fiiggvény
korlatos, s6t abszolut értékben legfeljebb 1 (a jobb félsikban).

Rozitsiink egy x > 0 szamot, amely nem gyoke F-nek, és tegyiik fel, hogy a bq,...,b, > x valos
szamok gyokei F-nek, és vizsgaljuk a G1(z) = G(z) - [[;_, = Z“”“ fiiggvényt. A T, = Z+bk Blaschke-
szorzat abszolut értéke a képzetes tengelyen 1, valamint a a Vegtelenben is 1-hez tart, igy a maximum-
elv miatt sup |G| = sup |G(z)| < 1.

Az x pontot behelyettesitve,

n

0 <[G(z)] = |Gi(x H

=1

H 1— 71;::1%
Pl l’—l—bk ’

+bk



tehét

1
Zbk xk’g C@)|

Ez az x-nél nagyobb gyokok barmely véges halmazara elmondhato, igy F' pozitiv gyokeinek recip-
rokosszege véges. Ugyanigy lathato, hogy F' negativ gyokeinek reciprokdsszege is véges.

A tovabbiakban bebizonyitjuk, hogy ez a feltétel elégséges is:

. 1
Allitas. Ha ag,aq,... valos szamok 1gy, hogy kozottiik csak véges sok 0 szerepel, és ﬁ
an#0
véges, akkor ezekhez létezik olyan nem konstans nulla F(z) egészfiiggvény, amelyre |F(z)| < el
minden komplex z-re, |F(iy)| < 1 minden valés y-ra, és az aq, as, ... szamok mind gyokei F(z)-nek

(mindegyik érték legalabb annyiszoros gyok, mint ahényszor szerepel a sorozatban).

Bizonyitas (Kos Géza; Borbényi Marton dolgozata felhasznalasaval). A fenti megoldéashoz
hasonloan, az F(z) fiiggvényt végtelen szorzatként fogjuk megkonstruélni; ehhez sziikségiink lesz
olyan fiiggvényekre, ,,gyoktényezskre”, amelyek egy konkrét, megadott helyen elttinnek, és teljesiilnek
rajuk az F(z)-hez hasonlo fels6 becslések. A teljes megoldashoz végiil kétféle gyoktényezst fogunk
kombin&lni.

1. lemma. Definidljuk a kovetkezs egészfiiggvényt:

Erre a fiiggvényre teljesiil, hogy (1) G(0) =16s G(1) =0; (2) |G(z)| < €¥l; (3) A képzetes
tengelyen ‘G(zy)| <1.

Bizonyitas. Az (1) tulajdonsag trivialis.

2z ,—2z
A (2) bizonyitasahoz tekintsiik 64— hatvanysorat:
z
€2Z —2z i 22 2k i |22|2k i 22|n 22
a2k +1)1| T &= (2k+ 1) &= al

a mésodik tényezs |1 — z| < 1+ |z] < el
(3) A képzetes tengelyen

|G(iy)| =

sin(2y) (- zy)‘ ‘sm 2y) ! \/7

2y 2yl

Ha |y| > LS, akkor y/1 4 y? < 2]y, és (3) trivialis. A 0 < |y| < \/ig esetben pedig

2 sin y cos
O<G(iy):#\/1+y2 <cosy-\1+tg?y=1.

1
2. lemma. Legyen N olyan index, amelyre Z ﬁ < = & sn=1,2,..., N-re legyen
nsn 14n

ez/ZN _ €a"/2N

1+ clanl/2N

Hy(z) =
Erre a fiiggvényre (1) Hy(a,) = 0;  (2) [Ha(2)| < e/2N; (3) A képzetes tengelyen | H,, (iy)| < 1.
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Bizonyitas. Az (1) allitds most is trivialis.
(2) Barmely komplex z-re

C#/2N | lanl/2N

|21/2N .
[Ha(2)| € — e < e
(3) Barmely valos y-ra
‘H (Z )| _ eiy/ZN . 6an/2N 14+ |€an/2N| <1
ity 1 4 elanl/2N = 14 elanl/2N = 7

Ezek utan, a G és H, fiiggvények birtokaban, az F(z) fliggvényt a kovetkezsképpen definialjuk:

F(z) = [] Hal2)- ﬁ G (i) .

n<N n>N

Az els6 megoldashoz hasonldéan lathatjuk, hogy F' egészfiiggvény. A masodik szorzat értéke a
z = 0 helyen 1, ez biztositja, hogy F' nem azonosan nulla. Az a, szam n < N esetén gyoke H,(z)-

nek, n > N esetén pedig G (i)—nek, tehat aj, ag, ... valoban gyokei F(z)-nek.
Valos y esetén mindegyik H,(iy) és G (ﬁ) tényez6 abszolut értéke legfeljebb 1, igy |F(iy)| < 1.
Qn
Végiil, barmely z komplex szamra

> 0 1 1),
Fe) =[] 1)1 T |6 (—)‘ < (@)Y T (H5) < S SR
n<N n>N An n>N

7. feladat. Legyen p(n) > 0 minden n pozitiv egészre. Legyenek tovabba x(0) = 0, v(0) = 1,
valamint

z(n)=z(n—1)+v(n—1), v(n) =v(n—1) = p(n)x(n) (n=1,2,...).
Tegyiik fel, hogy v(n) monoton csékkend modon tart 0-hoz, ha n — oco. Mutassuk meg, hogy az

x(n) sorozat akkor és csak akkor feliilrél korlatos, ha Y n-p(n) < oco.
n=1

(Rath Balazs)

1. megoldas (Borbényi Marton). Legyen u(n) = v(n—1)—v(n) = p(n)z(n). Ekkor > ;7 u(k) =
v(0) —v(oo) =1—=0=1,¢ésigy v(n) =1 =30 u(k) =3 7", u(k). Tovabba x(n) = S s v(0),

és 1gy
p(oo) =D v() =" ulk) = ku(k).
=0 (=0 k=t+1 k=1

Tehat azt kell belatnunk, hogy Y 7~ | ku(k) = +oo akkor és csak akkor, ha Y, | kp(k) = +o0.

Az egyik irdny kénnyd: n > 1 esetén z(n) > z(1) = 1, igy u(n) = p(n)z(n) > p(n), és emiatt
> re kp(k) = 4+00-bdl kovetkezik > | ku(k) = +o0.

A masik irdny: tegyiik fel indirekt modon, hogy > .-, ku(k) = +oo (azaz x(n) — o0) és
Y ope i kp(k) < +oo egyszerre teljesiilnek. Nyilvan ekkor v(n) > 0 minden n-re. Ha alkalmazzuk
a Kronecker-lemmat az x(n) — oo és a Y ., kp(k) < +oo sorozatokra, akkor a kovetkezét kapjuk:
lim,, o0 ﬁ S kp(k)z(k) =0, azaz #n) > p_y ku(k) — 0. Viszont

S ku(k) =Y kwk—1)—v(k) =Y _(k+ Dok) =Y _kv(k) =Y v(k) —no(n) = z(n) —nv(n),



igy %n)(x(n) —nv(n)) — 0, tehat

csak akkor, ha ((—nn)) — 1. Tehat tudjuk, hogy nv(n) ~ z(n), igy v(n —1) —v(n) = u(n) = z(n)p(n) ~

b
np(n)v(n), igy W ~ np(n), azaz h(n) := v(zfz;)l) — 1 ~mnp(n). Tehat > ;- kp(k) < +oo miatt

ey h(k) < +oo teljesill, és akkor [[p- (1 + h(k)) < +oo is teljesiil, viszont [[;_, (1 + h(k)) =
I, v(yk(;)l) = 5((2)) = ﬁ, igy arra jutottunk, hogy lim, ,, 1/v(n) < +o00, ami ellentmond azzal a
feltevéstinkkel, hogy v(n) — 0, igy az indirekt bizonyitasunk véget ért, és belattuk azt az iranyt,

hogy > r- | ku(k) = -+oo-bol kivetkezik, hogy > 7~ | kp(k) = +oc.
2. megoldas (kitlzs). A feladatunk az

nv(n)
z(n)

— 1. Hasznaljuk azt a jelolést, hogy a(n) ~ b(n) akkor és

z(n) :=z(n—1)+v(n—1), v(n) :=v(n —1) — p(n)z(n), n=12... (2)

masodrend linearis rekurzié vizsgalata az x(0) = 0 és v(0) = 1 kezdeti feltételekkel.
El6szor azt az iranyt bizonyitjuk, hogy ha z(co) := sup, z(n) < +oo, akkor >~ °  n-p(n) < 4oo.
Valoban: x(n) > x(1) = 1, emiatt v(n) < wv(n — 1) — p(n) minden n > 1 esetén, igy

Yoo < Y (wn—1) —v(n) =v(K), K =0, (3)

kovetkezésképp (00) = x(0) +v(0) +v(1)+--- > Y% > 7 i p(n) = 3" n-p(n), tehat valoban
az x(00) < +oo feltételbsl kovetkezik "2 n - p(n) < +oo.

Most pedig belatjuk, hogy ha Y~ >° , n - p(n) < +o0, akkor z(c0) < +o00. Elgszor is meg fogjuk
konstrualni az (2) linearis rekurzio egy maéasik megoldasat, de ezuttal a peremfeltételt az n — oo
limeszben szabjuk meg, nem pedig n = 0-ban. Jelolje N a legkisebb pozitiv egész szamot, amire

o0

> (t+1-N)pp(t+1) < 1.
(=N

(Jegyezziik meg, hogy N < +oo kdvetkezik a "> £ - p({) < 400 feltételbdl.)

1. lemma. Van olyan Z(n),o(n) € R,n € N, hogy

Z(n—1)=2(n) —o(n—1), o(n—1) =0(n) + p(n)x(n), n=12..., (4)

tovabba
12£(n)>1—i(€+1—n)p(€+1), Vn > N, (5)
0<d(n) < i p(k), Vn > N (6)

Definialjuk ezen kiviil az alabbi diszkrét Wronski-determinénst:

W(n) :=x(n)o(n) — v(n)z(n). (7)

2. lemma. W (n) =W (n —1) teljesiil minden n = 1,2, ... esetén, azaz W(n) konstans.

Miel6tt belatjuk az 1. lemma és a 2. lemma allitasat, vezessiik le bel6liik a bizonyitandé x(oo) <
+o0o egyenlétlenséget. Elgszor is belatjuk, hogy lim,, .., W(n) = 0. Valoban, Z(n) — 1 (ez kévetkezik
(5)-b8l és Y- £ - p(f) < 4+00-bdl) és v(n) — 0, amint n — oo, ezen kiviil teljestl 0 < z(n) < n (ez
kénnyen kovetkezik abbol, hogy 0 < v(n) <1 és az (2) rekurziobol), végiil lim,,_,, n0(n) = 0, hiszen
(6) teljesiil és lim, oo Y ooy p(k) < limy oo >0, kp(k) = 0. Tehat W(n) = 0 teljesiil minden
n-re a 2. lemma miatt, tehat z(n) = cZ(n) és v(n) = cv(n) teljesiil minden n esetén (mindeniitt
ugyanazzal a c-vel), és igy x(00) = ¢ < +00.



Az 1. lemma bizonyitasa. Tetszbleges k > N esetén definidljuk Zx(n)-et és Ox(n)-et minden
n € N-re a kovetkezd modon: legyen Zx(n) = 1 és Ux(n) = 0 minden n > k esetén, tovabba legyen
Tr(n—1) = Zp(n)—0k(n—1) és 0 (n—1) = Ox(n)+p(n)Zx(n) rekurzivan definidlvan = k, k—1,...,2,1
esetén. Be fogjuk bizonyitani a kovetkezs egyenlGtlenségeket:

1> dp(n) > 1= ((+1—n)p(l+1), Vn,k > N, (8)
{=n
0<(n) < > plk), Vn,k > N. (9)
k=n+1

A (8) és (9) egyenlétlenségek nyilvanvaloan teljesiilnek n > k > N esetén. Ha pedig k > N, akkor
n-re vonatkozo6 indukcioval fogjuk bizonyitani éket a n = k,k — 1,k — 2,..., N + 1, N esetekben
(fentrsl lefele haladva az indukcios lépésekkel). Valoban, tegyiik fel, hogy (8) és (9) teljesiilnek
valamilyen N + 1 < n < k esetén. Ekkor (8) miatt teljesiil z(n) € [0, 1], tehat 0x(n) < 77k(n -1 <
tx(n) +p(n) < Sooe p(k), és igy (9) teljesiil n — 1 esetén. Igy aztdn Tx(n — 1) < Fp(n) <18

1—§:(€+1—n (0+1)— Zp —1—§:(f+1—(n—1))p(€+1), (10)
l=n {=n—1

igy (9) teljesiil n — 1-re is. Ezzel befejeztiik (8) és (9) bizonyitasat.

Ahhoz, hogy megkonstrualjuk a Lemma 1-beli tulajdonsagokkal rendelkezs Z(n),v(n) € R,n € N
sorozatokat, elég kivalasztani indexek egy olyan k(i),i = 1,2, ... részsorozatat, hogy minden n > N
esetén a T(n) = im0 Tp()(n) és 0(n) = lim;_,o Up(s)(n) hatarértékek létezzenek (ez a Cantor-féle
atlos modszerrel megtehetd): ekkor a (8) és (9) egyenl6tlenségek tulélik a limeszt (és igy (5) és (6)
teljestilnek), tovabba az (4) Osszefiiggések is teljestilnek, hiszen az analog Gsszefiiggések teljesiilnek
Tr(iy(n), D@y (n), Tey(n — 1) és Ty (n — 1) esetén (kelléen nagy i-re), és a miveletek folytonossaga
miatt ezek az Osszefiiggések is tulélik a limeszt. Lévén, hogy sikeriilt Z(n), v(n),n > N konstrukcioja,
most mar csak ki kell terjeszteni a definiciot az n =N — 1, N — 2,...,2, 1 esetre, lefele lépegets (4)
rekurzioé segitségével.

A 2. lemma bizonyitasa.

W (n) = x(n)i(n) — v(n)a(n) LY (2(n — 1) +v(n - 1)(@(n 1> — p(n)i(n))—

(v(n — 1) = p(n)z(n))(E(n — 1) + #(n — 1)) = <

vin—1o(n—1) —v(n—1)p(n)z(n) —v(in — )o(n —1
W (n — 1) — p(n)#(n)((n — 1) +v(n — 1)) + p( n

W(n— 1) — p(n)&(n)z(n) + p(n)E(n)z(n) = W(n —1). (11)

;
3
g
3
=
E)
|
=
+
=
=
$=y
3
=
E)
|
=
I

3. megoldas (Nagy Janos). Lassuk be el6bb a konyebb iranyt és tegyiik fel, hogy az x(n) sorozat
konvergens és tegyiik fel, hogy z(n) < K valamilyen K pozitiv szamra minden n > 0 egész szam
esetén.

Mivel v(n) > 0 minden n > 0 esetén, ezért az x(n) sorozat monoton noévs, igy specialisan xz(n) > 1.
Ebbél a masodik rekurzios egyenletet felhasznélva adodik p(n) = W <wv(n—1)—uv(n). Igy
tehat minden N > 0 egész szamra ), v np(n) <> .. yn(v(n—1)—v(n)) = z(n)—Nv(N) < K.
Mivel p(n) > 0 minden n esetén ebbdl kovetezik a Y -, np(n) sor konvergencidja.

A forditott irdnyhoz tegyiik fel, hogy x(n) divergens, mivel x(n) > 0 minden n > 1 esetén,
tudjuk ekkor, hogy In(z(n)) is divergens. Vegytiik észre, hogy In(z(n)) —In(x(n—1)) = ff( () 1dy <

(z(n)—z(n—1)) v(n—1)
z(n—1) z(n—1)"

teljestil n > 2 esetén, vagyis In(z(n)) — In(z(n — 1)) <
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Mivel » -,(In(x(n)) — In(z(n — 1))) divergens, ezért a fentiekbdl azt kapjuk, hogy > -, %
divergens.
Most legyen N > 1 tetsz6leges egész, ekkor:

n—l n v(0 n+ Lv(n nv(n (N
S = 3 ():()+1El((w+)(>_ D) WL}

142N 1w o) #(1)

Ez azt jelenti, hogy:

v(n) v(n) v(n) v(N)
Z np(”) =1+ Z " (x(n—|—1) B a:(n)) + ZN 1:U(n+ 1) _NJJ<N)

1<n<N 1<n<N-1

Atrendezve adodik, hogy:

Két eset van a tovabbiakban:

ZEZ; < % Ekkor a fenti

egyenletben, ha N > M akkor N~ ”(N) < 1, valamint ha n > M akkor v(n) 2n(M)

N) z(n+l) = z(n+1)z(n)
Igy tehat azt kapjuk, hogy ZlgngN np(n) > > ony 2;25:;1 — O, ahol C egy N-tol fuggetlen
konstans. Masrészr6l z(n + 1) < 2x(n), ha n > 3, igy tehat >, .y np(n) > > oy ) 4z(n -,

ahol C" egy N-t6l fiiggetlen konstans. Igy tehat ebben az esetben a Zn>1 ”E") sor divergenciajabol

kovetkezik a feladat allitasa.

Most tegyiik fel a masik esetben, hogy minden M korlatra van olyan n > M, amelyre nv(n) >
z(n)/2 vagy masképpen irva z(n) < 2nv(n—1). Mivel a v sorozat monoton csékkend médon nulldhoz
tart, ezért van egy legkisebb m > n index amelyre v(m) < v(n—1)/2. Vegyiik észre, hogy han < i <
m akkor iv(i—1) > iv(n—1)/2 > nv(n—1)/2+(i—n)v(n—1)/2 > z(n)/4+>_, c;c; 1 v(J)/2 > x(i) /4.
Igy tehat n < i < m esetén x(i) < 4i-v(i — 1) < 4i-v(n—1).

Most vegyiik észre, hogy n < i < m esetén v(i — 1) —v(7) = p(i)x(i) < 4dp(i)iv(n — 1). Ezeket az
egyenltlenségeket dsszeadva azt kapjuk, hogy v(n—1)/2 <v(n—1)—v(m) <43 ., p(i)i-v(n—1),
vagyis 1/8 < > _._ p(i)i. Mivel feltevésiink szerint n akarmilyen nagy lehet, ezért a Cauchy
kritérium miatt a »_ .,p(n)n sornak divergensnek kell lennie, vagyis a feladat allitasat belattuk
ebben az esetben is.

8. feladat. Legyen ), a p elemi test valamely p > 3 primszémra, és jelolje S az Fp-b6l Fp-be képezo
fiiggvények halmazat. Hatarozzuk meg az Osszes olyan D: S — S leképezést, melyre

D(fog)=(D(f)og) - D(g)

teljesiil minden f,g € S esetén. Itt o a fiiggvénykompozicio, azaz (f o g)(z) = f(g(z)), és - a
pontonkénti szorzas, azaz (f - g)(z) = f(x)g(z).
(Carl Schildkraut, Brandon Wang)

Megoldas (a kittiz6k megoldéasa alapjan). Legyen IF; =T, \ {0}, valamint ¢y, illetve ¢, jeldlje
a konstans 0, illetve 1 fiiggvényt.
Vegyiik észre, hogy tetsz6leges rogzitett h: F, — F; fiiggvényre a
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definicié egy megoldast ad, hiszen f,g € S esetén

h(f(g(2)) _ h(f(g(x)) hlg(x))

h(z) hg(z))  h(z)

A fenti D leképezést Dj-val fogjuk jelolni.
Ezen a D), csaladon kiviil definidlunk harom masik megoldast (Dy, D1, Dggn):

e Dy(f) = co minden f-re.
® Dyn(f)(x) =sgn(f) Vo € I, ha f bijekcio, és Dy (f) = ¢ kiilonben.
e Dy = D2, azaz D\(f) = c1, ha f bijekcio, és Dy(f) = ¢ kiilonben.

Nyilvanvalo, hogy a megoldasok halmaza szorzasra zart, tehat a fenti megoldésok szorzatai is
megoldéasok, és latni fogjuk, hogy igy megkaphato az 0sszes megoldas. Egész pontosan azt allitjuk,
hogy a megoldasok halmaza a koévetkezé:

Do, Dy, Dp-Di, Dy Dgg, ahol I tetszbleges F, — ) fliggvény.
Vegyiink egy tetsz6leges D megoldast.
1. lemma. Minden c konstans fiiggvényre D(c) = ¢y, vagy D = Dj, egy megfelels h: F, — Fy-ra.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy van olyan ¢ konstans fiiggvény, melyre h := D(c) # ¢o. Ekkor
tetszbleges g-re ¢ = c o g, amibdl azt kapjuk, hogy

W) = h(g(x)) - D(g) ().

Ekkor ha h(yy) = 0 fennallna barmely yo-ra, akkor g-t a konstans y, fliggvénynek vélasztva h = ¢
adodna ellentmondva a feltételezésiinknek. Tehat im(h) C Fj. Legyen h'(x) = (h(x))™"; ekkor

_ W(g(a))
()

D(g)(x)

minden g, x-re, azaz D = Dy,.

A tovabbiakban elég tehat azzal az esettel foglalkoznunk, amikor D(c) = ¢y minden ¢
konstans fiiggvényre.

2. lemma. Ha D(id) # ¢, akkor D(f) = ¢p minden f-re, azaz D = Dj.
Bizonyitas. Legyen h = D(id), és tegyiik fel, hogy létezik xq, melyre h(zg) # 1. Ekkor
D(f)(zo) = D(f)(z0) - h(xo), azaz D(f)(zo) = 0 minden f-re.

Legyen most ¢ tetszdleges fiiggvény és x; € F,. Legyen tovabba f = o g™}

melyre g(z1) = zo. Ekkor

D(l)(z1) = D(f)(g(x1)) - D(g)(21) = D(f)(20) - D(g)(21) = 0,
vagyis D({)(x1) =0Vz, € F,, V0 € S.
A tovabbiakban azt is feltessziik, hogy D # Dy, és kovetkezésképp D(id) = ¢;.

egy olyan g bijekciora,

3. lemma. Ha f bijekcio, akkor D(f) sehol sem nulla.

Bizonyitas.

id=f"of = ¢, =D(id) = (D(f Yo f)-D(f) = D(f)(x) #0 (Vz € F,).
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4. lemma. Haegy f € S figgvényre f(a) = f(b) valamely a # b-re, akkor D(f)(a) = 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt modon, hogy egy fi fiiggvényre fi(a) = fi(b) és D(f1)(a) # 0.
Ebbdl belatjuk, hogy D(f) = ¢y Vf € S, ami persze ellentmondas. Indukciot fogunk alkalmazni
n = |im(f)|-re. Az n =1 eset trivialis, hiszen ez épp a konstans fliggvények esete. Tegyiik fel tehat,
hogy az allitas igaz minden n < k-ra, és g legyen olyan fliggvény, melyre |im(g)| = k& + 1. Legyen
zo € F,. Megmutatjuk, hogy D(g)(x) = 0.

Legyen yo = g(z9) € img, 2y € img, 2o # yo. Valasszunk olyan h bijekciot, melyre h(yo) = a és
h(zo) = b. Ekkor

D(fi o hog) = (D(f) o ho g)(D(h) o 6)(D(g)).

Azonban f; o h o g képe legfeljebb k elemd, igy xg-ban kiértékelve kapjuk, hogy

0 = D(f1)(a)(D(h) o g)(x0) D(g)(wo)-

Mivel azonban D(h) sehol nem vesz fel nullat a 3. lemma értelmében, illetve D(f1)(a) # 0 az indirekt
feltevésiink szerint, ezért D(g)(zo) = 0.

5. lemma. Ha g nem bijekcio, akkor D(g) = ¢o.

Bizonyitas. Legyen zp € F), és yo € F, \ im(g). Legyen tovabba

~ ) g(xzo) hax = yp;
Jw) = {x kiilonben.
Ekkor fog=g. Masrészt f(yo) = f(g(x0)), igy D(f)(g(x0)) = 0 az el6z8 lemma alapjan. Kovetke-
zésképp
D(g)(xo) = D(f o g)(z0) = D(f)(g(x0)) - D(g)(z0) = 0.

A megoldas hatralévs részében a kovetkezd lemma bizonyitasa lesz a célunk, ami leirja, hogyan
viselkedik D, ha bijekciokra alkalmazzuk. Az 5. lemma és a 6. lemma mar egyiittesen mutatja, hogy
ha a D megoldéas nem Dy, alaku és D # Dy, akkor sziikségképpen Dy, - Dy vagy Dj, - Dggy alaki, ahogy
allitottuk.

6. lemma. Létezik h: F, — F; és k € {0,1} tgy, hogy minden f € S bijekciora és x € F-re

W)

D)) = (sen /)0

Jelolje o, a transzpoziciot, mely felcseréli a-t és b-t.
7. lemma. Ha az f bijekcionak xq fixpontja, akkor D(f)(xg) = £1.

Bizonyitas. Elgszor transzpoziciokra latjuk be: ha xy & {a, b}, akkor
D(c2%,)(z0) = 1 = D(0w)(0)?, azaz D(og)(x0) = %1.
Most irjuk fel f-et olyan o,;, transzpoziciok szorzataként, melyek mind fixen hagyjak xo-t. Ekkor

D(f)(.il?o) = D(Oaﬂn ©--0 Uakbk> = D(Ja1b1>(x0) e D<O—akbk)(x0) ==l

8. lemma. Minden zq-ra létezik k € {0,1} (mely esetleg fiigg xo-t6l) Ggy, hogy minden zo-t fixen
hagyo f bijekciora
D(f)(wo) = (sgn f)".
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Bizonyitas. Eldszor belatjuk, hogy D(f)(zo) = 1, ha f paros permutacié. A fentiekhez hasonlo
gondolatmenet mutatja, hogy szoritkozhatunk arra az esetre, amikor f egy 3 hosszu ciklus. Ekkor
f2=id és

1 = D(f*)(z0) = (D(f)(0))".

Mivel D(f)(xzo) = %1, ezért azt kapjuk, hogy D(f)(xg) = 1. Azt kell még megmutatnunk, hogy ha
g, h paratlanok, akkor D(g)(zo) = D(h)(zo):

1= D(g o h)(wo) = D(g)(x0) D(h)(o)-

9. lemma. Létezik k € {0,1} agy, hogy minden f bijekcié minden x fixpontjara
D(f)(x) = (sgn f)".
Bizonyitas. Legyenek xg,z; € F,, és ko, k1 a 8. lemma szerint hozzajuk tartozo {0, 1}-beli szamok.
Legyen a,b & {xg,x1} és 0, = 04yz,. Mivel o, és oy, felcserélhetsk, ezért
(D(0y) 0 0ap)D(0aw) = (D(ow) © 0,)D(0,).
Ezt értékeljiik ki xp-ban:
D(02)(x0) D(0as)(20) = D(0a)(21) D(02) (o),

Mivel D(0y)(xo) # 0, azt kapjuk, hogy D(ow)(x0) = D(0w)(x1), igy (—1)* = (=1)", azaz ko = k.

A tovabbiakban £ jelolje a 9. lemma szerinti szdmot.

10. lemma. Ha az fi, fo bijekciokra fi(xg) = fa(xo), akkor

D(f1)(wo)/(sgn f1)* = D(f2)(wo)/(sgn f2)".

Bizonyitas. Legyen g = f; ' o fy; ekkor g fixen hagyja z(-t, igy D(g)(zo) = (sgn ¢)*, amibél

(sgn fo)"*
(sgn f1)*

Most mar ratérhetiink a 6. lemma bizonyitasara, amivel teljessé valik a megoldasunk. Vezessiik
be a D(f) = D(f)/(sgn f)* jelolést minden f bijekciora. Ekkor egyrészt tetszdleges g, h bijekciokra
D-re is igaz marad a lancszabaly:

D(f2)(w0) = D(f10g)(w0) = D(f1)(z0)D(g)(z0) = D(f1)(x0)

D(goh) = (D(g)oh)-D(h).
Masrészt a 10. lemma allitasa erre egyszertisodik:
ﬁ(fl)(xo) = 5(f2)(130)7 feltéve, hogy fi(zo) = fa(o).

Tehat valaszthatjuk h-t ugy, hogy h(i)/h(0) = D(f1)(0) minden olyan f; bijekciora, melyre f1(0) = i.
Azt allitjuk, hogy tetszéleges f bijekciora és x € Fy-re

D(f)(x) = : (%)
Vegyiik észre, hogy ha f, g bijekciokra fennall (x), akkor

B(fog) = (B(f)eg) - Dlg) = o120 hog _Rolfon),
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azaz f o g-re is fennall (x). Emiatt elegendd transzpoziciokra bizonyitani. S6t, elegends og, alaku
transzpoziciokra belatni, hiszen o,, = 00,00,004-
Vegyiik tehat a og, transzpoziciot. Ha x ¢ {0,a}, akkor z fixpont és igy (x) mindkét oldala 1.

Tovabba h defincidja szerint
~ h(a
D(00,)(0) = ( )

Végiil

1 =¢1(0) = D(004 0 002)(0) = D(00a)(a) D(004)(0) miatt D(cg,)(a) = % adodik.

id

9. feladat. Legyen D C C legalabb kételemii kompakt halmaz, és tekintsiik az 2 = X D szorzat-

n=0

[e.°]
teret a szorzattopologiaval. Tetszbleges (dn)n2, € €2 sorozat esetén legyen f(4,)(2) = > dn2". Adott
n=0

¢ € C, (] = 1 esetén jelolje S = S(C,(d,)) azon w komplex szamok halmazat, melyekhez létezik
olyan (z) sorozat, melyre |z;| < 1, 2z — (, és fu,)(2x) = w. Igazoljuk, hogy Q egy rezidualis
halmazan S fiiggetlen ( valasztasatol.

(Maga Balazs, Maga Péter)

2r s

Megoldas (kittizék). Azt fogjuk igazolni, hogy 2 egy reziduélis halmazan — méas terminologiaval
generikusan — minden (-ra S((, (d,)) = C. Azonnal lathato, hogy a D halmazt egy komplex szammal
eltolva, illetve szorozva sem a feltétel, sem a bizonyitanddé nem véltozik. Ebbdl adédoan feltehetd,
hogy 0,1 € D.

Mivel D kompakt, az ) Baire-tér, azaz teljesiil rajta Baire-kategoriatétel. Ezt tobb izben fel
fogjuk hasznalni, ebbdl adodik, hogy megszamlalhato sok rezidualis halmaz metszete is rezidualis.

Nyilvanvalo, hogy amennyiben ((;) olyan sorozat az egységkorvonalon, mely egy ¢, |(| = 1 pont-
hoz tart, valamint S((y, (d,)) = C minden k-ra, akkor S((, (d,)) = C is teljesiil. Igy az egységkdrvo-
nal szeparabilitdsabol adodoan elegendd azt igazolnunk, hogy tetszéleges konkrét ¢, |(| = 1 pontra
az S(C, (d,)) = C egyenletet kielégits (d,) sorozatok az € egy rezidualis halmazat alkotjak, hiszen
megszamlalhato sok rezidudalis halmaz metszete is rezidudlis. C szeparabilitasat felhasznalva hasonlo
okfejtés nyoméan adodik, hogy elegendd fix w € C mellett igazolni, hogy 2 egy reziduélis halmazan
w € S((,(dy,)). Ehhez az alabbiakban azt latjuk be, hogy tetszéleges €,0 > 0O-ra 2 egy siird, nyilt A
halmazan van a ¢ d-kornyezetében olyan (', |('| < 1, hogy | f(a,)(¢") —w| < €. Mivel szoritkozhatunk
racionalis €, szamokra, az igy kapott megszamlalhato sok stird, nyilt halmazt dsszemetszve ebbdl
mér nyerjiikk a w € S((, (d,)) tulajdonsag generikussagat.

1. A nyilt: fixdljunk egy (d,) € A konfiguraciot. Vegyiik az ezt tanusito (', |¢'| < 1 szamot,
melyre |( — (| < 4, valamint |f(4,)(¢') — w| < e. Allitjuk, hogy (d,) kellsképp kis U cilin-
derkornyezetében tetszleges (df)-re ugyanez a (' fogja tanusitani a (df) € A tartalmazast.
Ehhez technikai okokbol vélasszunk 0 < &' < € szamot, melyre |fq,)(¢') —w| < ¢'. Az U-t
a kovetkezSképpen definidljuk: egy késébb fixdlandd nagy N kiiszdbig az U n. koordinatara
vett vetiilete legyen a d,, € C szam W}‘w sugaru kornyezetének D-vel vett metszete, a
késébbi koordinatédkon pedig e vetiilet legyen maga a D. Ekkor tetszéleges (df) € U esetén a
haromszog-egyenlStlenséghdl és [('| < 1-bdl adodoan

- o L <
N . / < > L . — _ ! . .
(€)= Fap (O < 31 = il +agasld - 3 I 7 le= </l maxd]
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le=¢!| 6\

N — oo hataratmenetet véve a jobb oldalon adodik, magyaran elég nagy N-re | f(q,)(¢") —
fla)(()] < |e = €'|. Ezt sszevetve a -t és a ¢’-t meghatarozo egyenlStlenséggel egy tjabb
haromszog-egyenlétlenség adja, hogy | fiax)(¢")—w| < €, azaz (d},) € A. Ezigazolja A nyiltsagat.

2. A strd: rogzitsiink egy U cilinderhalmazt. Igazolni fogjuk, hogy létezik (d,,) € U, valamint
¢, [¢'] <1, melyre | = ('] <6 és | fg,)(¢") —w| < ¢ teljesiil, ezzel befejezve a bizonyitast.

Valasszunk N € N-et ugy, hogy az N + 1. koordinatatol kezdve az U-nak minden vetiilete
trivialis. Legyen (d,)_, tetszdleges gy, hogy mindegyik az U megfelels koordinatara vett
vetiiletébe essen, valamint legyen S = 22{:0 d,¢". Ha |w— S| < g, akkor azonnal kész vagyunk,
amennyiben minden tovabbi (d,,)s2 v, egyiitthatot O-ra allitunk, (-t pedig ¢(-hoz kell6en kézel
vessziik fel. Ellenkezd esetben valasszunk egy S* € C szamot, melyre [S* — S| < £, valamint
w—S* argumentuma 7 raciondalis tobbszorose. A kovetkezd harom feltételt kielégitve valasztunk
egy (o, |Co| = 1-et kielégits szamot: | — (o] < g, emellett Sy = Zg:o dn Gy esetén |S — So| < £,
végezetiil pedig ¢} argumentuma megegyezik w—S* argumentumaval valamely [ pozitiv egészre.
Ez nyilvan lehetséges: az els6 két tulajdonsag ( elég kis kornyezetében, a harmadik kitétel pedig
stirtin teljesil.

Ekkor (¢ = 1 valamely p pozitiv egészre. Tovabba, (y-nak végtelen sok olyan ¢\*™ hatvanya
van, melynek argumentuma épp w — S* argumentumaval egyezik meg, valamint [ +mp > N.
Ezek koziil elég sok helyen dj,,, = 1 valasztassal — legyenek ezek az 1-helyek —, az dsszes tobbi
N-nél nagyobb koordinataban pedig d,, = 0-t rogzitve >~ +1dn(y argumentuma w — S*
argumentuméaval egyezik meg, abszolut értéke pedig annél szigortian nagyobb. Valasszunk
most 0 < A < l-et a kovetkez6knek megfelelGen: (' = A(y mellett |(" — (o] < g, tovabba
|ZZ°: N1 dnC’"| > |w—S*|, végezetil \P > % Mindezt felhasznalva a kovetkez6 iteraciot
kovetve jarhatunk el a bizonyitast befejezendd: ha

Z dncln

n=N-+1

> Jw =5+ 2, (12)

akkor (d,)-et modositsuk tgy, hogy az 1-helyeket eltoljuk p-vel. Ez >~ ., d, ("™ argumentu-
mat érintetleniil hagyja, az abszolit értékét pedig A\P-vel szorozza. Mivel A < 1, elég sok 1épést
kévetGen (12) hamissa valik, s a A valasztasabol adodoan ekkor

Z dn Cm

n=N+1

|w—S*]—§< §]w—S*|+g. (13)

Igy mivel az argumentumok megegyeznek, ennek nyoméan

(w— S%) Z dg’”|§§.

n=N+1

Ezt a fentiekkel Osszevetve
(w—Sp) — Z d.("| < e,
n=N+1

azaz |w — f(a,)(¢")] < e. Mivel a fenti tavolsdgbecslésekbdl adododan [( — (| < 6, ezzel készen
vagyunk.

10. feladat. Legyen f egész egyiitthatos n-edfoku polinom és p prim, melyre f modulo p egy k-
adfokt irreducibilis polinom (nyilvan k& < n). Lassuk be, hogy k osztja az f polinom Q feletti
felbontasi testének a fokat.
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(Szab6 Csaba, Zabradi Gergely)

1. megoldas (kittzdk, vazlat). A Hensel-lemma miatt f-nek Q, felett lesz egy k-adfoku irredu-
cibilis tényezGje. Tehat f Q, feletti felbontési testének a foka valoban k tobbszordse. Viszont a Q,
feletti Galois-csoport részcsoport a Q feletti Galois-csoportban, tehat megvan az oszthatosag.

Részletes megoldas: ElGszor belatjuk, hogy k osztja f Q, feletti K, felbontasi testének a d, =
|K,/Q,| fokat, ahol Q, a p-adikus szamok teste (Z, a p-adikus egészek gytrdjét jeloli, F, pedig a
a p elemi testet). Ehhez hasznaljuk a Hensel-lemma kovetkezd formajat (a bizonyitas — tobbek
kozott — megtalalhato a http://www.cs.elte.hu/"zger/Jegyzetek/algszamjegyzet . pdf jegyzet-
ben, 4.4.2. Tétel):

Tétel. Legyen f € Z,[x] egy primitiv polinom (azaz nem mindegyik egyiitthato oszthato
p-vel), és tegyiik fel, hogy modulo p f felbomlik f(z) = g(x)h(z) szorzatra gy, hogy a
g,h € F,[x] polinomok relativ primek. Ekkor az f polinom is felbomlik Z, felett f(z) =
g(x)h(z) szorzatra, melyre g(z) = g(z) (mod p), h(z) = h(x) (mod p), és deg(g) =
deg(q)-

Ezt alkalmazzuk abban a szituaciéban, hogy § = f az f modulo p redukcidja és h = 1. A
Hensel-lemma feltételei nyilvan teljesiilnek, tehat kapunk egy g(z) € Z,[z] k-adfokt polinomot, mely
osztoja f-nek (Z, f6l6tt). Vegyiik észre, hogy g(x) irreducibilis Z, f6l6tt, hiszen ha felbomolna, akkor
a felbontast modulo p redukalva kapnank g = f-nek egy felbontasat, ami a feladat feltevése szerint
irreducibilis. Tovabba a Gauf-lemma szerint g a Q,, test f6lott is irreducibilis (Z, egy f6idealgytrt).
Tehat g egy gyokének adjungélasa Q,-hez egy k-adfokd bévités, mely résztest K,-ben, specidlisan a
fokszamtétel miatt & | d,.

Legyen K a Q feletti felbontasi test, és d := |K/Q| a foka. Feltehetjiik, hogy K < K, hiszen
a felbontési testet vehetjiik egy tetszéleges algebrailag zart test résztestének, specidlisan (K, §)@
résztestének is. Belatjuk, hogy d, | d, amit k | dy-vel kombinalva kovetkezik a feladat allitasa. Mivel
K/Q egy véges szeparabilis bovités (Q tokéletes), ezért K = Q(«) alkalmas o € K elemre és legyen
mq(x) € Q[z] az a minimélpolinomja Q 5l6tt (specidlisan d = deg(m,)). Ekkor a € K < K,
miatt Q,(a) < K. Viszont K = Q(a) < Q,(«) miatt f gyoktényezsk szorzatara bomlik Q,(«)
felett, azaz f felbontési teste benne van Q,(«a)-ban, igy K, = Q,(a). Legyen most G := Gal(K/Q),
illetve G, := Gal(K,/Q,). Megadunk egy injektiv ¢: G, — G csoporthomomorfizmust. Ha g € G,
tetszdleges, akkor ga is gyoke lesz m,-nak, specidlisan egyértelmtien létezik egy olyan ¢(g) € G
elem, ami a-t ga-ba viszi. Az egyértelmiiség miatt ¢ csoporthomomorfizmus lesz, az injektivitas
pedig abbdl kovetkezik, hogy ha egy g € G, elem fixen hagyja a-t, akkor az egész Q,(«) testet fixen
hagyja. Specidlisan d, = |G,| | |G| = d.

Megjegyzés. A fenti megoldas masodik részében nem hasznaltuk ki a p-adikus szamok testének
semmilyen tulajdonsigat, lecserélhetnénk azt tetszéleges O-karakterisztikaju testre. Precizebben a
fenti bizonyitasbol a kévetkezs allitas jon ki: Ha f(z) € Q[z] és F tetszbleges O-karakterisztikaju
test, akkor f F' feletti felbontési testének a foka osztja f Q feletti felbontasi testének a fokat. Vegyiik
észre, hogy ugyanez egy « algebrai szam fokara nem igaz, fontos, hogy felbontési testrsl (Galois
bévitésrdl) van sz6: Pl ha € egy primitiv harmadik egységgyok, akkor +/2e foka Q felett 3, viszont
Q(v/2) folott 2, ami nem osztoja a 3-nak.

2. megoldas. Borbényi Marton dolgozata alapjan Jeloljik K-val az f polinom Q f6lotti felbontési
testét, O-val a K-beli algebrai egészek gytirijét, és legyen G := Gal(K/Q) a Galois-csoport. Ek-
kor O egy Dedekind gytird, ezért minden O-beli ideal (sorrendtdl eltekintve) egyértelmten irhatod
primidealok szorzataként. Specialisan legyen

pO = P ... per

a p altal generélt ideal primfelbontasa, ahol Py, ..., P. < O paronként kiilonb6z6 primidealok és
e1,. .., e, pozitiv egészek. Hilbert egy klasszikus tétele (pl. 3.9.1. All. ahttps://zabradi.web.elte.
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hu/Jegyzetek/algszamjegyzet.pdf jegyzetben) szerint a G csoport tranzitivan hat a {Py,..., P.}
halmazon, specidlisan e := e; = --- = ¢, és t; = --- = t,, ahol ¢; jeloli a O/P; bovités fokat F,
folstt (azaz |O/P;| = p%). Ezt a fundamentélis egyenlettel” (3.8.3. All.) kombinalva |K: Q| =
Y oi_jeit; = etyr, azaz elég belatni, hogy k | t;. Ha az f polinomnak akar egyetlen O-beli gyoke is
lenne, akkor készen lennénk: ugyanis ha o € O egy gyok, akkor az f(a) = 0 egyenletet modulo P
redukélva @ := a + P, egy O/P;-beli gydke lenne f(z) € F,[x]-nek (ami az f redukciéja mod p) és
igy k = deg(f) | t1, hiszen f irreducibilis F, f6létt. De f fSegyiitthatéja k < n esetén nem 1 (hanem
p-vel oszthato), ezért a gyokei nem feltétlentil algebrai egészek.

Tekintsiik a h(z) = 2" f (1) polinomot; ennek egyiitthatéi ugyanazok, mint f-é, csak forditott
sorrendben, gyokei pedig — jeloljiik ket ay, ..., a,-nel — f gyokeinek inverzei. A h(x) polinom f6-
egylitthatoja az f konstans tagja, ami k > 1 esetén nem lehet p-vel oszthatd, mert az irreducibilis
f modulo p polinom konstans tagja nem 0. Igy az o, gyokok nevezéi nem oszthatok p-vel, tehat
definialhatok a képeik O/ P-ben; legyenek ezek @y, ..., @,. Ezek mind gyokei h(z) modulo p reduk-
civjanak, h(z)-nek, ami egy irreducibilis k-adfokt polinom — legyen ez g(x) — szorzata 2" *-val. Nem
lehet az Gsszes @; nulla, hiszen akkor h egyiitthatoi, melyek ezen a;-k szimmetrikus polinomjai, mind
nullak lennének a f6egyiitthato kivételével, ami & = 0-et jelentene. Tehat legalabb az egyik @; gyoke
g-nek, igy az irreducibilis g felbomlik [F,:;-ben, tehat k | ¢,, és ezzel készen vagyunk.

11. feladat. Legyen p > 1 valos szam, h: [0,00) — [0, 00) folytonos fiiggvény és Y: R" — R" egy
sima vektormezd, melyre divY = 0. Bizonyitsuk be, hogy ekkor fennall a kovetkezs egyenlGtlenség:

[ mablel < [ nable+ via)p.
(Balogh M. Zoltan)

Megoldas. Elég belatni, hogy tetszéleges r > 0 esetén

[ o< [ e YPdue) (14
Sn—1(r) Sn—1(r)
ahol S™71(r) jeloli az R™-beli orig6 koriili r sugart euklideszi gomb feliiletét, és p az S™~!(r)-en vett
feliileti mértéket, hiszen ha mar tudjuk a (14) egyenldtlenséget, akkor tetszéleges h: [0, 00) — [0, 00)
folytonos fliggvénnyel ,0sszeintegralva” adodik a feladat allitasa.

Legyen minden ¢ € [0, 1] esetén

0= [l Erue)

Mivel minden egyes x € S"!(r) esetén a t — |z + tY(z)|P fiiggvény konvex, ezért f is konvex.
Vizsgéljuk meg f derivaltjat O-ban:

S Olz +tY(x)|P
ro= [ T

= / O (|z|* + 2t{z,Y (z)) + 2|V (2)[*)
Sn=i(r) ot

ya
2

dpu(x)

t=0

_ / 72, Y (@) du(z) @ / pro -V div Y (2)dpu(z) = 0,
Sn=(r) D7 (r)

ahol D™(r) jeloli az R"™-beli origo koriili r sugart euklideszi gdmb belsejét és a (T) egyenldség a
divergenciatétel miatt teljesiil. Tehat f egy monoton novés fiiggvény és igy f(1) > f(0), amivel
belattuk a feladat allitésat.
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