Jelentés a 2017. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai
Emlékversenyrol

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat 2017. oktéber 20. és oktéber 30. kozott rendezte meg
a 2017. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyt. A versenyen kozépiskolai tanuldk,
egyetemi €s foiskolai hallgatdk, valamint 2017-ben egyetemet vagy foiskolat végzettek vehettek részt.

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat a verseny megrendezésére a kovetkezd bizottsadgot kérte fel:
Péles Zsolt (elnok), Nagy Abris és Varga Nora (titkarok), Baran Sandor, Bérczes Attila, Bessenyei
Mihély, Boros Zoltan, Dar6czy Zoltan, Fazekas Istvan, Figula Agota, Gadl Istvan, Gat Gyorgy, Gsel-
mann Eszter, Gy6ry Kalman, Hajdu Lajos, Kozma Laszl6, Losonczi Lasz16, Lovas Rezs6, Maksa
Gyula, Muzsnay Zoltidn, Nagy Gergd, Pethd Attila, Pink Istvan, Pongracz Andrés, Pintér Akos, Sztrik
Janos, Tamassy Lajos, Tengely Szabolcs, Terdik Gyorgy, Tran Quoc Binh és Vincze Csaba.

A versenybizottsag 10 feladatot tizott ki. A feladatokat sorrendben Pach Janos, Tardos Gédbor
és Andrej Kupavszkij; Pongracz Andras; Tengely Szabolcs és Pongracz Andras; Gy6ry Kalman és
Hajdu Lajos; Totik Vilmos; Pales Zsolt; Csirmaz Léaszlo; Gat Gyorgy; Totik Vilmos valamint Pap
Gyula bocsatotta a bizottsag rendelkezésére.

A versenyre 12 versenyz6 67 megoldast nyujtott be, amelyek koziil 34 volt hibatlan. Az alabbi
tdblazatban pontok jelzik, hogy a versenyz6k mely feladatokra nyujtottak be megoldasokat.
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A megoldasok értékelése utan a versenybizottsag a kovetkezd dontést hozta.

I. dijban részesiil Maga Balazs, az ELTE-TTK els6éves Matematikus MSc hallgatdja

IL. dijban részesiil Agoston Tamas, az ELTE-TTK elsGéves Ph.D. hallgat6ja

IIL. dijban részesiil Csernak Tamas, az ELTE-TTK els6éves Matematikus MSc hallgatéja; Fehér
Zsombor, az ELTE-TTK harmadéves Matematikus BSc hallgatéja és Szoke Tamas, az ELTE-TTK
harmadéves Matematikus BSc hallgatéja

Dicséretben részesiil Kusz Agnes Timea, a University of Bonn els6éves Matematikus MSc hall-
gatdja.



Indoklas

Maga Balazs 10 feladatra nyujtott be megoldast; a 2. feladatra adott megolddsa kiemelkedd, az
1.,3.,6.,7.,8.,9. és 10. feladatokra adott megoldasa hibdtlan és teljes; a 4. és 5. feladatokra adott
megoldasa hidnyos, de javithato.

Agoston Tamis 10 feladatra nyujtott be megoldast; a 2. és 5. feladatokra adott megoldasa kiemelkedd,
a 3.,8.,9. és 10. feladatokra adott megoldédsa hibétlan és teljes; a 4. és 7. feladatokra benyujtott
megoldasa lényegében helyes, az 1. és 6. feladatok esetében részeredményeket ért el.

Csernak Tamas 6 feladatra nydjtott be megoldést; a 8. feladatra adott megolddsa kiemelkedd, a
2.,7.,9. és 10. feladatokra érkezett megolddsa hibatlan és teljes, az 1. feladatra adott megoldés Iénye-
gében helyes.

Fehér Zsombor 8 feladatra nydjtott be megoldast; az 1. feladatra adott megolddsa kiemelkedd,
a 3.,5.,8.,9. és 10. feladatokra adott megolddsa hibdtlan és teljes, a 7. feladatra adott megoldasa
lényegében helyes és a 2. feladatban részeredményeket ért el.

Szoke Tamas 8 feladatra nyujtott be megoldast; a 3., 5., 7. és 9. feladatokra adott megoldéasa hibatlan
és teljes, a 4., 8. és 10. feladatok megoldasa 1ényegében helyes, a 2. feladatra adott megolddsa erdsen
hidnyos, de javithato.

Kiisz Agnes Timea 9 feladatra nyujtott be megoldast; a 3.,8. és 9. feladatokra érkezett megoldas
hibatlan és teljes, az 1. feladatra adott megolddsa lényegében helyes, a 2. feladatra adott megolddsa
erdsen hidnyos, de javithat6 és részmegoldasokat ért el a 4. és 6. feladatokban.

A feladatok és megoldasaik

1. feladat (Pach Janos, Tardos Gabor és Andrej Kupavszkij). Fel lehet-e bontani egy négyzetet
véges sok haromszogre ugy, hogy semelyik kettdnek ne legyen kozos oldala? (A haromszdgeknek
nincs k6zos belsd pontjuk, és unidjuk a négyzet.)

Megoldas (Fehér Zsombor).

Tegyiik fel, hogy van ilyen haromszogelés. Vegyiik a felbontdshoz tartoz6 sikgrafot, azaz melynek
csucsai a hdromszogek csucsai, élei pedig a haromszogek oldalainak azon darabjai, melyek kozvetleniil
szomszédos csucsokat kotnek ossze. Legyen a haromszogek szdma [, a graf csucsainak és éleinek
szama c és e. Ekkor Euler tétele szerint

c—e+l=1.

Szamoljuk most Ossze a szogeket: az | darab hdaromszog belsd szogeinek Osszege Im. Madsrészt,
minden cstcsndl legaldbb 7 ezen szogek Osszege, és a négyzet 4 cstcsanal csak /2, ezért

l7r2(c—4)-7r+4-%,

l+2>c

Szamoljuk Ossze az oldalakat, ehhez irjunk a graf éleire szdmokat a kovetkezOképpen: ha egy hdrom-
szogoldal a grafban n részre van osztva, akkor mindegyik darabra frjunk 1/n-et, és ezt tegyilk meg
mindegyik haromszogre. Ekkor dsszesen 3[-et irtunk az élekre. Mdsrészt, mivel a haromszogeknek
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nincsen kozos oldala, egyik élre sem irhattunk Gsszesen 2-t. gy mindegyik élen a réirt szamok
osszege legfeljebb 3/2, és a négyzet oldalain legalabb 4 élre csak 1-et irtunk, igy

3l§(e—4)-g—|—4,

2l+4<
= <e.
3 =

Mindezeket Osszevetve: -
21+§§1+e:c+l§21+2,

ami ellentmondas.

2. feladat (Pongracz Andras). Bizonyitsuk be, hogy egy K test pontosan akkor rendezhets, ha
minden A € M, (K) szimmetrikus matrix diagonalizdlhaté K algebrai lezartja felett. (Azaz min-
den n € N-re és A € M,(K) szimmetrikus matrixra létezik olyan S € GL,(K), amire S~*AS
diagonalis.)

Megoldas (Agoston Tamds és Maga Baldzs).

Els6 megoldas (Agoston Tamas).

El6szor is belatjuk, hogy egy ilyen K test esetén K rendezhetd. JOl ismert tény, hogy egy test
pontosan akkor nem rendezhetd, ha a 0 el64ll, mint nem 0 négyzetek 6sszege, azaz valamilyen n > 0
egészre

0=aj+ - +a,

ahol ay, ..., a, # 0 a K-ban vannak. (Specidlisan ha char K = p > 0,akkorn =p,a; = --- =a, =
1 vélasztassal kapunk ilyen alakot.)

(Megjegyzés: Leosztva a?-tel és dtrendezve az egyenletet azt az alternativ megfogalmazést kapjuk,
hogy K pontosan akkor nem rendezhetd, ha

—1=0b7+- +b

valamilyen by, . .., b, € K elemekre. Ezen 4llitds bizonyitdsa megtaldlhat6 példaul az A. R. Rajwade:
Squares konyv 212. oldalan, 15.1. Tételként.)
Legyen tehit most K nem rendezhetd, és a fonti a;-khez tekintsiik az aldbbi matrixot:

0 a1 as --- ap
aa 0 0 --- 0
A=|a 0O 0 --- 0
a, 0 0 --- 0
E matrix karakterisztikus polinomja
A —ar —ap —ay,
—a; A o - 0
xa(\) =det(M,, g — A)=|—az 0 Ao 0
—a, 0 0 A

Kérdés, hogy itt hogyan kaphatunk nem 0 kifejtési tagokat. Ha ez elsd sorbdl a A elemet valasztjuk,
akkor a hozz4 tartoz6 részmatrix a \I,, skalarmadtrix, azaz igy egyediil a \"™! nem 0 taghoz jutunk.
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Ha viszont i > 1-re az elsd sor (i + 1)-edik elemét, a —a;-t vdlasztjuk, akkor az (i + 1)-edik
sorbdl csak az elsd elemet, a —a;-t tudjuk kivalasztani mint nem 0 elemet. Ezutdn pedig mar minden
j # 1,7+ 1-re a j-edik oszlopbdl csakis a j-edik elemet, a M-t vdlaszthatjuk. Az ezen kifejtési taghoz
tartoz6é permutécié az 1. és (i + 1). elem transzpozicidja, vagyis elGjele —1.

Tehat .

Xa(A) =AM =y aiart = At
i=1
Marmost eszerint A egyediili sajatértéke (a K barmilyen bdvitésében) a 0 lehet, azaz ha diagondlis
alakja a 0 matrix kéne, hogy legyen, ami nyilvan nem lehet, mert A # 0. gy A nem diagonalizalhaté,
bar szimmetrikus.

Most lassuk be a madsik irdnyu éllitdst. Legyen K rendezhetd test, rogzitsiink egy rendezést.
Ismeretes, hogy létezik egyértelmiien ennek egy legb6vebb algebrai, rendezett bdvitése, melynek
rendezése kiterjeszti a K -n 1évét. Ez az L egy ugynevezett valoszart test. Egy valdszart test teljesiti,
hogy minden pozitiv elemnek létezik négyzetgyodke, és minden pdratlan foku polinomnak van benne
gyoke. Sot, ez a két tulajdonsdg ekvivalens azzal, hogy egy rendezett test valoszart. (Ezen allitasok
ugyszintén megtaldlhatok az A. R. Rajwade:Squares konyv 15. fejezetében.

Végezetiil Tarski egy tétele (lasd A. Tarski: A decision method for elementary algebra and geom-
etry) szerint a rendezett test axiomdihoz hozzavéve az el6bbi két tulajdonsagot:

Va(a>0 = Jz(z* = a))
és minden n pdratlan szdmra a
YagVa - - -Va, (a, #0 = 3x(a,2" + -+ a1 + ag = 0))

formulakat, a valdszart testek igy kapott elmélete teljes. Specidlisan barmely két modellje elemien
ekvivalens, azaz L elemien ekvivalens R-rel.

Miérmost minden n esetén az az allitds, hogy minden L folotti n X n-es szimmetrikus métrix
diagonalizalhaté L folott, elsérendd formuldval kifejezhetd. Kovetkezésképpen ha L = R-re igaz
(mdrpedig ezt valéban tudjuk), akkor tetsz8leges L val6szart testre is. Igy viszont specidlisan minden
M,,(K)-beli szimmetrikus métrix diagonalizdlhaté L folott, igy persze K > L folott is. Ezzel a masik
irdnyt is belattuk.

Masodik megoldas (Maga Balazs).

El6szor tegyiik fel, hogy minden K feletti szimmetrikus matrix diagonalizlhaté K felett. Alli-
tom, hogy ekkor a —1 nem 4ll el6 négyzetek 6sszegeként. Ez elegends: az Artin—Schreier elmélet
eredményei alapjdn egy test pontosan akkor rendezhetd, ha a —1 nem 4ll el6 benne négyzetek Osz-
szegeként. Indirekt tegyiik fel, hogy mégis. Ekkor a; = 1-re és valamely ao, as..., a,, € K elemekre

>or . af = 0. Tekintsiik a kovetkezd matrixot:

ai a1a9 a1Qy,
2
A= 207 ay (05X07
2
ana1 apas a,,

Azaz az (i, j) helyre az a;a; keriil. Ekkor az A% métrix (s, t) helyre keriil§ eleme definici6 alapjén:

n n

g asa?at = Q404 g af = 0.

i=1 i=1

Azaz A? nullméatrix. De ekkor ha S~'AS diagondlis lenne, az & négyzete is 0 = S~1A2S, azaz
S~ AS nullmatrix. Igy A is, ami ellentmond a; = 1-nek. Ezzel az egyik irdny bizonyitdsat befe-
jeztik.



Most tegyiik fel, hogy K rendezhetd. Ekkor K formdlisan valds, azaz a -1 nem négyzetek Osszege
benne. (Ebben a bekezdésben az alabbi cimen fellelhetd eredmények 40-42. oldaldra hivatkozunk:
http://homepages.math.uic.edu/ marker/orsay/orsay3.pdf.) Vegyiik a K test [’ val6s lezartjat, azaz K
olyan algebrai bovitését, mely formdlisan valds, nincs valddi formélisan valds bovitése, s amelyre K
rendezése egyértelmiien kiterjed. (Corollary 7.12). F' tehat egy valos zart test.

Mivel F val6s zért, nyilvan valds zart testek metszete. Igy David Mornhinweg, Daniel B. Shapiro, és
K. G. Valente: The Principal Axis Theorem over Arbitrary Fields cikkének Theorem 4-e alapjan (The
American Mathematical Monthly, Vol. 100, No. 8 (Oct., 1993), pp. 749-754) tetszbleges F' feletti
szimmetrikus matrix diagonalizalhaté F felett. Specidlisan X C F' C K miatt tetszSleges K feletti
szimmetrikus matrix diagonalizalhaté K felett. Ezt akartuk megmutatni.

3. feladat (Tengely Szabolcs és Pongracz Andras). Egy « algebrai egészre definialjuk « pozitiv
fokat: deg™ () legyen az a minimalis k& € N, amelyre van olyan nemnegativ egészekbdl 4116 k x k-as
matrix, melynek « sajatértéke. Mutassuk meg, hogy tetszdleges n € N esetén minden n-edfokud «
algebrai egészre deg™ (o) < 2n.

Megoldas (Tengely Szabolcs és Pongracz Andras).

Ha o n-edfoku algebrai egész, akkor legyen A az a blokkmatrix, mely két n x n-es blokkbdl 4ll,
és mindkettd o kisérémadtrixa. (A kisérémadtrix az az n X n-es matrix, melynek a fo4tldja alatt minden
elem 1-es, a jobb sz€Is6 oszlopdban fentrdl lefelé o minimalpolinomjanak az egyiitthat6i szerepelnek
ellentétetes elgjellel, index szerint novekvd sorrendben, és minden més eleme 0.) Ha u a kiséromatrix
egy sajatvektora « sajatértékkel, akkor legyen v az a 2n-hosszi vektor, melynek elsé fele v, mdsodik
fele —u. Ekkor a v vektor sajatvektora A + m - F-nek « sajatértékkel, ahol £ a csupa-1 matrix. Elég

nagy m-et vélasztva A + m - F nemnegativ; ezzel deg” (o) < 2n bizonyitdsa kész.

4. feladat (Gyory Kalman és Hajdu Lajos). Legyen K egy, a raciondlis szamtestt6] és a masodfokd
imagindrius szdmtestektSl kiilonbozs algebrai szamtest. Jelolje £(K') azon pozitiv n > 3 egészek
halmazat, melyekre taldlhatok olyan K-beli ey, ..., e, egységek, hogy

e1 44, =0,

de > e; # 0az {1,...,n} barmely nemiires, valédi / részhalmaza esetén. Igazoljuk, hogy L(K)
il

végtelen sok elemet tartalmaz, és legkisebb eleme K fokszdma és diszkrimindnsa segitségével feliil-

161 korldtozhaté! Mutassuk meg tovdbbd, hogy végtelen sok K esetén L(K) végtelen sok péros és

végtelen sok pdratlan elemet tartalmaz!

Megoldas (Gyory Kalman és Hajdu Lajos).

Legyen ¢ egy tetszdleges K -beli egység amely nem egységgyok (Dirichlet tétele alapjan ilyen
létezik), és legyen f.(z) = % + a;z® 1 + -+ + ax_12 + a,, az € definidlé fépolinomja. (Nyilvan
ar = £1.) Vegyiik észre, hogy ekkor L(¢) = 1 + |a1| + - -+ + |ag—1| + |ax| jeloléssel egyrészt
L(e) > 2, masrészt L(e) € L(K). Mivel barmely C konstans esetén C' > L(e) csak véges sok
e esetén teljesiilhet, viszont K végtelen sok egységet tartalmaz, igy |L(K)| = oco. Mdsrészt régdta
ismert (lasd pl. T. N. Shorey, R. Tijdeman: Exponential Diophantine Equations bevezetd A fejezetét,
amely torténeti utalasokat is tartalmaz), hogy barmely (adott tipusu) K test tartalmaz olyan € (egység-
gyokoktdl kiilonbozd) egységet, amelyre L(e) a K fokszdma és diszkrimindnsa segitségével feliilr6l
korlatozhat6. Igy ugyanez igaz £(K) legkisebb elemére is.

A masodik rész bizonyitdsdhoz legyen p egy pdratlan prim, és legyen K, = Q(¢,), ahol ¢, a
gp() = 2% + (p + 2)z + 1 polinom egy gydke. Vildgos, hogy g,() irreducibilis, K, egy valos
kvadratikus szamtest, és K, = Q(/p(p + 4)) miatt a K, szdmtestek paronként kiilonbozdek. (Az
utébbi Osszefiiggés abbdl adédik, hogy ha ¢ > p prim, akkor p(p + 4) és ¢(q + 4) négyzetmentes
része nyilvan kiilonb6z3.) Legyen most 7 egy tetszGleges K,-beli egység, x? + bz + 1 definidl6



fépolinommal. Konnyen ellendrizhetd, hogy ekkor 7? definialé fépolinomja 22 + (2 — b?)x + 1, n®
definidl6 fépolinomja pedig x? + (b> — 3b)z + 1. (Ez rdgton adddik az

'+ (202 + 1= (2® + bz + 1) (2% — bx + 1),

2% 4+ (0 — 3b)z® + 1 = (2% + b + 1)(a* — b2 + (0* — V)2 — bz + 1)
osszefiiggésekbdl.) Igy indukciéval konnyen adédik, hogy barmely & > 0 esetén L(gf)k) pératlan,
mig L(gfg'Qk) pdros. (Ehhez csak azt kell észrevenni, hogy egyrészt L(e,) paratlan, masrészt a fentiek

alapjan ha L(n) pdratlan akkor L(n?) is pdratlan, L(n®) viszont pdros.) Ez pedig (a kordbbiakat is
figyelembe véve) dllitdsunkat igazolja.

5. feladat (Totik Vilmos). Egy legaldbb els6foki p polinomra legyen H, = {z||p(z)| = 1}.
Igazoljuk, hogy ha H,, = H, valamely p, ¢ polinomokra, akkor van olyan r polinom, hogy p = ™ és
q = & - ™ valamely m, n pozitiv, egész szamokkal és || = 1 konstanssal.

Megoldas (Agoston Tamas).

Legyen H = H, = H,, és degp = m,degq = n. Nyilvan H # () zart, hiszen p, ¢ legaldbb
els6fokuiak, vagyis minden komplex értéket folvesznek. Tovabba mivel p és ¢ polinomok, igy co-ben
oo-be tartanak, tehat H korlatos. Tovabba specidlisan H szepardlja oo-t mind p, mind ¢ gyokeitdl.

(mn,ln) és n' = i, és tekintsiik az f (2) = 5((5))7”,
Ekkor f € M(C), azaz f meromorf C-n (s6t f € M(C), ahol C a Riemann-gémb), és deg [ =

My — Moy = [msn] — [m,n] = 0, tehdt co-ben nem 0 értékkel megsziintethetd szingularitdsa

van. Azaz f-et mint a C-on értelmezett meromorf fliggvényt tekintve az 6sszes gyoke és pdlusa a p
és q gyokei.

Legyen most m' = raciondlis tortfliggvényt.

’

— = 1, és H szeparalja co-t ezen gyokoktol, igy C \ H-nak a oco-t
H

tartalmazé G 0sszefiiggdségi komponensén (G nemiires, 6sszefiiggd nyilt) f holomorf, hatdran pedig
| f| azonosan 1. Igy a maximumelv miatt | f L < 1, azaz | f|-nek van lokélis minimuma G-ben. A

Ugyanakkor | f ”H =

minimumelv szerint ez vagy gyoke f-nek, vagy f konstans. Mivel tudjuk, hogy G-ben nincs gyoke
se p-nek, se g-nak, ezért f|o = ¢ € C. A G hatdran pedig |f| = 1, igy || = 1.
(A szokdsos, C-n értelmezett fliggvényekre érvényes minimum- és maximumelyv itt kozvetleniil a

1 . A 1
g(z)=f (—) fiiggvényre alkalmazhatd, mely G-nek a C — C, z — — diffeomorfizmus éltali képén
z 2

holomorf.) X X
Tovabba G C C nemiires nyilt, igy persze az egész C-n konstans az f, vagyis

P = (g™ (1)

Igy specidlisan p™ -ben minden gy6k multiplicitdsa oszthaté m/-vel, mig ¢™ -ban n/-vel. Viszont
az m’,n’ értékek vélasztdsa miatt (m’,n') = 1, igy valdjdban p-ben oszthaték a multiplicitdsok m/'-
vel, és g-ban n’-vel. Azaz

Mairmost (1) miatt
= G,

vagyis ro, = 1y, ahol ™" = (, specidlisan In| = 1. Tehdtr = ry és & = n™ valasztdssal (ekkor
persze || = 1)

nl

p=ri=r", q=ry = ()" =&".



Marpedig éppen ezt akartuk belatni.

6. feladat (Pales Zsolt). Legyenek [ és J intervallumok, o, : I — R szigorian monoton novo és
folytonos fiiggvények, tovabbd @, ¥ : J — R folytonos fiiggvények. Tegyiik fel, hogy ¢(z)+v(z) =
x és ®(u) + U(u) = w teljesiil minden x € I, illetve u € J esetén. Legyen f : I — J folytonos
megoldasa a

fle@) +d) < (f(@) +¥(fy)  (wyel)
fiiggvényegyenlStlenségnek. Mutassuk meg, hogy ekkor ®@o fop™t és Wo fo1)~! konvex fiiggvények.

Megoldas (Pales Zsolt).

A megoldasbeli sorozatok konstrukcidjahoz sziikségiink lesz az alabbi lemmara.

Lemma. A feladat jelolései és feltételei mellett barmely a,b € I, a < b esetén létezik olyan
a<u<v<b hogy

u=gpla) +9),  v=pb)+Pu)

A Lemma bizonyitasa. Ertelmezziik a g : [a,b] — R fiiggvényt a

g9(u) = p(a) + ¥ (p(b) + (u))

képlettel. Ekkor u € [a, b] esetén a p és 1) fiiggvények szigorii monotonitdsa miatt

a = p(a) +¥(p(a) +¢(a)) < pla) +P(p(b) + ¥ (u) < @(b) +¥(p(b) + (b)) = b,

tehat ¢ az [a, b] intervallumot (a, b)-be képezi. igy g folytonossaga miatt g-nek létezik (a, b)-ben egy
u fixpontja. Legyen v := ¢(b) + ¢ (u). Ekkor u = g(u) = ¢(a) + 1 (v) is teljesil, tovdbba

u=p(u) +¢(u) < pb)+v(u) =v=pb)+ ) <eb)+ ) =b,
tehat v < v < b is fennall.

A feladat megolddsahoz kimutatjuk, hogy ® o f o ! Jensen-konvex a () intervallumon.
Legyen z,y € I, v < y rogzitett. Ekkor a Lemma alkalmazdsaval megkonstrudlhaté egy olyan
(x,,) szigordan monoton nové és (y,,) szigordan monoton csokkend sorozatok, melyekre x1 := z és
Y1 =y, tovabban € N
Tt = Q(@n) + U(Yns1),  Yni1r = ©(Un) + V(@ns1)-

Mivel z,, < y, is teljesiil, igy (x,) felulrdl, (y,) pedig alulrdl korldtos sorozat. Ezért léteznek a
limx,, =: uwéslimy, =: vhatdrértékek. A fenti egyenletekben végrehajtva az n — oo hatardtmenetet
kapjuk, hogy

u=g(u)+9@),  v=9p0)+Pu),

ahonnan ¢ €s 1) szigori monotonitdsa miatt © = v kovetkezik. Most megmutatjuk, hogy

= o] (90(56) —2% @(y))‘

A rekurzids definici6 szerint:

O(Tni1) + V(@nt1) = @(Tn) + Y (Yny1), OWYnt1) + PV (Yns1) = P(Yn) + V(Tny1).

Ezeket 6sszeadva nyerjiik, hogy
P(Tnr1) + @(Un+1) = ©(zn) + ©(yn)-
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Ezt az egyenlGséget iterdlva, kapjuk, hogy n € N-re

p(n) + @yn) = () + @(y),
amibdl az n — oo hataratmenetet elvégzése utan

20(u) = @(x) + p(y)

ad6dik, tehat valéban u = o1 (212w,

Térjlink most ré a tétel allitdsdnak igazoldsdra. A fliggvényegyenlGtlenség teljesiilése miatt

f(anrl) = f(Map,w(xna yn+1)) S Cb(f($n)) + (I)(f(ynJrl))

f(yn—i—l) = f(M%lﬂ(yna xn-l-l)) < (D(f(yn)) + \I[(f(xn+1))7
O (f(znt1)) + U (f(zn1)) < O(f(20)) + U (f(Yns1))
és

O (f(ynt1)) + Y (f(Ynt1)) < 2(f(yn)) + ¥ (f(2ns1))-
Ezeket Osszeadva:
D (f(2ng1)) + P(f(Wnt1)) < @ (f(xn)) + 2(f(yn))-
Ezt az egyenl6tlenséget iterdlva nyerjilk, hogy n € N esetén

(I)(f(xn» + (I)(f(yn)) < q)(f(:lj)) + q)(f(y))

Véve az n — oo hataratmenetet:
20(f(u)) < @(f(2)) +2(f(v)),

amibdl u = ¢

1 (2tel)) figyelembe vételével adédik, hogy

(pof<¢—1<90<x> +90(y)>> _ o f@)+@of(y)

1).

Innen p(x) = s és p(y) := t helyettesitésekkel kapjuk, hogy ® o f o ! Jensen-konvex a ¢(I)
intervallumon. EbbdI a folytonossdg miatt ennek a fiiggvénynek a konvexitdsa is kovetkezik.
A Vo f o~ fiiggvény a konvexitdsa hasonlé médon igazolhato.

7. feladat (Csirmaz Laszlo). Jellemezziik azokat a pozitiv szamokbdl allé6 névekvd (s,,) soroza-
tokat, amelyekhez létezik a valés szamoknak olyan pozitiv mértékd A részhalmaza, hogy minden %
hossziisagi I intervallum esetén A(A N 1) < *=, ahol A a Lebesgue-mértéket jeloli.

Megoldas (Elekes Marton).

Lebesgue siirtiségi tétele miatt lim s,, > 1, megmutatjuk hogy ez elég is. Feltehetd, hogy s; >
1 — 1/4, egyébként vessziik a konstrukciét a [0, 1/2¢] intervallumon, ahol ¢ az az index, ahonnan
s, > 1 — 1/4. Legyen i olyan novd, hogy n > 2% esetén mdr s,, > 1 — 27%. Az egységszakasz di-
adikus 2% hosszii szakasz4bdl kihagyjuk az utols6 2~*-ad részt. Ami megmarad, az pozitiv mértékd,
mert [[(1 —27") nem nulla. A halmaz a diadikus intervallumokra j6, tetsz8leges 1/n hosszd interval-
lum lefedhetd két, 1/2n-nél hosszabb diadikus intervallummal. Ami azt jelenti, hogy a konstrukciét
a [0,1/2]-re elkészitve készen vagyunk.

Megjegyzés: Persze nem kell, hogy s, novekvs legyen, ekkor lim inf s,, > 1 a feltétel.
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8. feladat (Gat Gyorgy). Legyen az x € [0,1) valds szam 2-es szamrendszerbeli alakja: = =
>oi2 st. (Ha z diadikusan raciondlis, azaz « € {4 : k,n € Z}, akkor a véges felirdst vdlasszuk.)
Legyen az f, : [0,1) — Z fiiggvény a kovetkezd médon megadva:

[y

n—

fulr) = Yo (=1

<
Il
o

Van-e olyan ¢ : [0,00) — [0, 00) fiiggvény, amelyre lim,_, , o, ¢(x) = 00 és

sup / (| ful))d < 007

neN

Megoldas (Csernak Tamas).

Fogalmazzuk 4t a feladatot a valszintiség szamitds nyelvére: Legyen X a [0, 1) intervallumon vett
egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozo. A kérdés ekkor az, hogy van-e olyan ¢ : [0, 00) — [0, 00),
melyre lim, ., p(x) = 00 és sup,cn £ (¢(fn(X))) < 0o (a varhat6 értékek supremuma).

Legyen X; az X val6szintiségi véltozo értékének 2-es szdmrendszerbeli :. jegye a feladatban

definidlt médon. Konnyen ellendrizhetd, hogy X, X7, . . . fliggetlen valészindiségi valtozok és ¢ € N-
re P(X; =0) = P(X; =1) = 1/2. Legyen T,, = Xy + X; + ... + X,, (mod 2). Rogzitsiik le
Ty = to,...,Tn—1 = t,—1 értékeket. A mod 2 Osszegbdl persze vissza tudjuk szdmolni ebben az

esetben Xy, ..., X, értékét, legyen Xy = z¢, ..., X,,_1 = x,_1. llyen feltételek mellett persze X,
pontosan egyik lehetséges értékére lesz T,, = 0, a mdsikra 7,, = 1, tehdt ¢ € {0, 1}-re P(T,, = t|Ty =
to, .., Ty =tn1) = P(T,, = t|Xo = 20, ..., X1 = 1) = 1/2. Mivel T),-nek a Tg,, . . ., T,,_1-
re vonatkoz6 feltételes eloszldsa nem fiigg T, ..., 7,1 értékétdl, ezért a T), valdszinlségi valtozok
fiiggetlenek és P(T,, =0) = P(T,, =1) = 1/2.

Legyen Y, = (—1)T» = (—1)Xi=0Xi_ Ezek a valészintiségi valtozok is fiiggetlenek lesznek, mert
fiiggetlenek fiiggvényei és P(Y,, = 1) = P(Y, = —1) = 1/2. A definici6 szerint f,(X) = 3."_! Y;.

Jj=1
Az Y, valoszinliségi véltozok varhat6 értéke 0, szérdsa 1, nézziik a normalt osszegiiket: 7, =
n—1
k Y
j=1"J

N A centrdlis hatareloszlas-tétel alapjan a Z,, valdszinliségi véltozok eloszldsban tartanak az
N(0, 1) standard normadlis eloszldshoz.

Jelolje ®(x) a standard normdlis eloszlds eloszldsfiiggvényét, ®(z) = [*_ #e‘%dt. Az elosz-
1-3(1)
—.

lasbeli konvergencia miatt lim,, ., P(Z, > 1) = 1—®(1), ezért Ing, Vn > ng, P(Z,, > 1) >
Legyen K € R, mivel lim, ., p(z) = oo, Ja,Vz > a-ra p(r) > K. Legyen n € N olyan, hogy
n > ngés/n > a.Mivel f,,(X) = Z,-\/n,ha Z,, > 1, akkor f,,(X) > a, ekkor persze | f,,(X)| > a,
(1 Fa(X)]) > K, iy P@(Ifu(X)]) > K) > P(Zy > 1) > =20 Mivel (], (X)]) nemnegativ.
ezért E(o(|fa(X)) = K - Plp(|fu(X)]) > K) > K - =58, ezért sup,ey E (2(fa(X))) >

K- %ﬁ), de mivel K tetszélegesen nagyra valaszthatd, és amivel meg van szorozva egy fix pozitiv

konstans, ezért sup,,cy E (¢(fn(X))) = oo. Mivel ¢ is tetszSlegesen valasztott fiiggvény volt, a
feladat feltételeinek megfeleld fiiggvény nincs.

9. feladat (Totik Vilmos). Legyen N linedris normalt tér és M az N egy sfir( linedris altere. Iga-
zoljuk, hogy ha L4, ..., L,, véges sok linedris funkciondl N-en, akkor minden = € N-re van olyan
x-hez konvergédlé M-beli (y,,) sorozat, amelyre L;(y,) = L;(z) teljesil minden j = 1,...,m és
n € N esetén.

Megoldas (Totik Vilmos).
Az
U={(Li(z),...,Lin(x)) |z € N}

az R™ (vagy a C, ha a tér komplex normalt tér) egy altere, amelyben

U* = {(Li(2),...,Lpn(z)) |z € M}
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egy strd altér, ezért U* = U. Legyen k € N az U dimenzidja, és legyenek x4, ..., x; € M olyan el-
emek, amelyekre (Li(z;),..., Ly(z;)) j = 1,...,k az U egy bazisa. Mivel véges dimenzidban
barmely két norma ekv1valens (igy az z;-k altal klfes21tett altérben maxj., |L;(z)| ~ |[z|), azt
kapjuk, hogy van olyan C, hogy ha (vy, ..., v,,) € U tetsz6leges, akkor van olyan zazxy,...,x al-
tal kifeszitett altérben, amelyre L, (z), . .. ,Lm(z) = (v1,...,0m) & ||lz]| < Cmax]L, |vj]. Marmost
ha X,, — z, X,, € M tetsz6leges, akkora v, ; = L,(x) — L] (X,,) valasztdssal kapunk olyan z, € M
fenti tipusd elemeket, amelyekre ||z, || < Cmax}2, |L;(x) — L;(X,)| és igy yn = X, + 2, megfelel
minden feltételnek.

10. feladat (Pap Gyula). Legyenek X, X», . .. fiiggetlen, azonos eloszldsu véletlen véltozok P(X; =
0)=P(X;=1) = % eloszldssal. Legyenek Y7, Y5, Y35 és Y} fiiggetlen, azonos eloszlast véletlen val-
tozok, ahol Y; = 20:1 1%' Abszolut folytonos eloszlast-e az Y, + 2Y; + 4Y3 + 8Y), valamint az
Y] + 4Y5 véletlen valtozd?

Megoldas (Pap Gyula és Barczy Matyas).

Els6 megoldas (Pap Gyula).
Az X, véletlen véltozo karakterisztikus fiiggvénye

Nyilvdan a )2, f%,z sor 1 valészintiséggel konvergens (hiszen a részletdsszegek sorozata mono-

ton ndvekvd és nem nagyobb, mint ) 7, # = %), ezért eloszlasban is konvergens, igy Lévy
folytonossagi tétele alapjan Y; karakterisztikus fiiggvénye

. n X 1th
itY1\ __ 71:
) = i B (w0305t ) —,}LIEOHE
= ﬁ(ezil%k cos( t )) = eBO HCOS(L> t € R.
216k 2-16~/)°

k=1 k=1

fgy Y1 + 2Y5 + 4Y5 + 8Y), karakterisztikus fiiggvénye

E (eit(Yl +2Y2+4Y3+8Y4) )

(HMWHCOS’(z 16k)HCOS<2 16k>ﬁ (2 16’“)10_0[1 °S<2 8f6k>
Os(z t24k)HCOS<2 Dth— 1>HCOS<2 9ik— 2>HCOS<2 Qtk— 3)

it
ez2

it t ad it uxe
o) Tl ) - e T
=1 =1
. X,
= JL%E(exp{ltZ o }) teR.
=1
TetszGleges pozitiv egész n esetén y_,_, 2;’ egyenletes eloszldsti a {0, - Sy 23—_1} halmazon, igy

eloszlasfiiggvénye legfeljebb ——nel térela (0,1) intervallumon egyenletes eloszlas eloszlasfiigg-
vényétdl, ezért >, , );f eloszlasban konvergal a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlashoz, tehdt
Lévy folytonosségi tétele alapjan Y; + 2Y; + 4Y3 +8Y) egyenletes eloszlasi a (0, 1) intervallumon,
ami abszolut folytonos eloszlas.

10



Hasonl6an szdmolva, Y; + 4Y5 karakterisztikus fiiggvénye

it(Y+4Y B (1+4)1t 4t it = t = t
E(e""1m)) = Hcos 5 16’“ H os{5gr ) =t Llcos( 5 kli[lcos SO

i el t d i t = X
— eat HCOS(2 ‘ 4@) — H(ezlik COS(2 ‘ 4@)) = E<exp{itz 4—;}), t € R,
=1 =1 =1
ezért Y] + 4Y5; eloszldsa megegyezik a Z;’;l % véletlen valtozo eloszlasaval, ahol a 21 )4%

sor is nyilvan 1 val6szinliséggel konvergens. A °, % véletlen valtozo lehetséges értékei azok

a [0, %] intervallumba es6 szamok, melyek felirhatok a 4-es szdmrendszerben a 0 és 1 szdmjegyek
segitségével, tehdt nem eshetnek a H = U, [(5=, 522) U (325, 2£2)] halmazba, aminek a
Lebesgue-mértéke 5. Ezért az Y; + 4Y3 véletlen valtozo 1 val6szintiséggel beleesik a [0, 5] \ H
halmazba, aminek a Lebesgue-mértéke 0, vagyis az Y; + 4Y3; véletlen valtozé nem lehet abszolut

folytonos eloszlasu. 0

Masodik megoldas (Barczy Matyas).

. o ) ) KW oy ®@ g x®) gy
Az Y] + 2Y; 4 4Y5 + 8Y, véletlen valtozo eloszlasa megegyezik a Z‘;l e 12X 1+6411€ i 18X

eloszldsdval, ahol {X O je{1,2,.. )€1, 2,3,4}} fiiggetlen kopidi az X; véletlen vél-

(D 4oy @ Ly x®) 1 gx®
xMpox P pax® 18x | e . c
tozénak. Nyilvdn a ) -, TG sor 1 valoszmuseggel konvergens (hiszen a rés-

zletosszegek sorozata monoton névekvd és nem nagyobb, mint » .-, 16k = 1), ezért eloszlasban is

XD pox® 1ax® 1 sx®) o
konvergens. TetszGleges pozitiv egész n esetén » ,_, i egyenletes eloszlasu a

{0, 16%, .., X211 halmazon, igy eloszlasfiiggvénye legfeljebb =-neltérela (0, 1) intervallumon

16m
(D) x (213 ®) g3 )
x M yox§ +4X +8X . .
egyenletes eloszlds eloszlasfiiggvényétdl, ezért y ,_, ok k— eloszldsban konvergél

a (0,1) intervallumon egyenletes eloszldshoz, tehat Y; + 2Y5 + 4Y3 + 8Y, egyenletes eloszldsu a
(0,1) intervallumon, ami abszolut folytonos eloszlas.

( e . : XM 4ax® (o
Az Y; 4 4Y3; véletlen valtoz6 eloszldsa megegyezik a o1 1+6—k eloszldsaval, ahol a

(1) 4 4 x® D, 4@
0o X{Mrax oo XU 4axy < e o
o1 g = soris nyilvdn 1 valdsziniiséggel konvergens. A}~ | ~E—~5— véletlen vdltoz6

lehetséges értékeinek A halmazét azok a [0, 1] intervallumba esé szamok alkotjdk, melyek felirhatok
a 16-os szamrendszerben a 0, 1, 4 és 5 szamjegyek segitségével. Ez az A halmaz ugy keletkezik,
hogy a [0,1] intervallumbdl el&szor kivessziik a (=, &) U (<, 1%) halmazt, mert ebben vannak

167 16 167 16
azok a [0, 1] intervallumbeli szdmok, amelyek 16-os szamrendszerbeli alakjédban a nulla uténi elsd
szémjegy kiilonbozik a 0, 1, 4 és 5 szamjegyektSl, igy a 2 + 10 = 3 részt vessziik ki. Utdna a

maradék halmazbdl azt a halmazt vessziik ki, amelyben a nulla utdni méasodik szamjegy kiilonbozik a
0, 1,4 és 5 szdmjegyektdl, igy a maradéknak megint a % részét kell eltavolitani, és gy tovabb. Tehdt
a [0,1] intervallumbdl kivett halmaz Lebesgue-mértéke 2 + 2 + % + -+ = 1, igy az A halmaz
Lebesgue-mértéke 0. Ezért az Y; +4Y; véletlen valtoz6 1 valoszinliséggel beleesik az A halmazba,
aminek a Lebesgue-mértéke 0, vagyis az Y; + 4Y3 véletlen véaltozé nem lehet abszolit folytonos
eloszlasu. U
Megjegyzések a feladathoz: Konnyi beldtni, hogy a > ,°, % véletlen véltozo eloszlasfiiggvénye
folytonos, ezért az eloszldsa nem tartalmaz atomot, vagyis nem diszkrét. Tehat Y; + 4Y5 folytonos
szinguldris eloszlasu véletlen valtozo.

Az els6 megoldas elsd részében felhasznéalhat6, hogy minden ¢ € R\{O} esetén [],2, cos(547)

2.47) —
S”;(/#, és igy Yi + 2Y, + 4Y5 + 8Y, karakterisztikus fiiggvénye ez Smt%Q), ami éppen a (0, 1)

intervallumon egyenletes eloszlas karakterisztikus fliggvénye.
Barczy Matyas megjegyzése: Az elsd megoldds masodik részét ugy is be lehet fejezni, hogy az
(1+4)it

Yy + 4Y; Karakterisztikus fiiggvénye e 30 [[;7, cos(5er) [Tre cos(5955), ¢ € R, amely a
16~ - 2m, N € {1,2,...} sorozat mentén nem konvergél 0-hoz, mert az abszolut értéke egy pozitiv
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2 . . 2
konstans, mégpedig [],~, cos(5 ) [The; cos(1gr). h;szen S (T —cos(r)) < Sopei 5oemr <
oo €s hasonléan > 7 (1 — cos(7gr)) < Dopoy +r < oo. Viszont ha az Y; + 4Y; véletlen
valtoz6 abszolut folytonos eloszldsu volna, akkor a karakterisztikus fiiggvénye a Riemann-Lebesgue

lemma szerint 0-hoz konvergalna végtelenben, tehdt az Y; +4Y5 véletlen valtozé nem lehet abszolut
folytonos eloszlasu. 0
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