Jelentés a 2014. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyrél

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 2014. oktober 22. és november 3.
kozott rendezte meg a Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyt. A
versenyen kozépiskolai tanulok, egyetemi és f6iskolai hallgatok, tovabba azok
vehettek részt, akik egyetemi vagy f6iskolai tanulmanyaikat 2014-ben fejezték
be.

A verseny lebonyolitasara a Tarsulat a kovetkezd bizottsagot kérte fel:
Ronyai Lajos (elnok), Csikos Balazs, Keleti Tamés, Mori Tamés, Simonovits
Miklés, Stipsicz Andras, Szegedy Balazs, Toth Balint, Frenkel Péter (titkar).

A bizottsag oktober 14-i iilésén kivalasztotta a 11 kitlizendd feladatot.
A bizottsag koszonetét fejezi ki mindazoknak, akik feladatot javasoltak a
versenyre. A kitiizott feladatok szerzGi: 1. Langi Zsolt, Naszdédi Marton,
Pach Janos, Tardos Gabor és Toth Géza, 2. Pach Janos és Tardos Gabor,
3. Karolyi Gyula, 4. Ruzsa Imre, 5. Kos Géza, 6. Zabradi Gergely, 7. Keleti
Tamas és Laczkovich Miklos, 8. Halasz Gabor és Moéri Tamaéas, 9. Csikos
Baléazs, 10. Frenkel Péter és Kos Géza, 11. Mori Tamés és Székely J. Gabor.

A versenyen 13 didk indult, mindannyian az ELTE TTK matematika
alapszakos, matematikus mesterszakos, illetve matematikus PhD hallgatoi.
Osszesen 71 feladatra adtak be dolgozatot. A versenybizottsag december 9-i
iilésén megallapitotta, hogy egyetlen versenyzé oldotta meg — aprd pontat-
lansagoktol eltekintve — mind a tizenegy feladatot. Ennek alapjan

I. dijban és 80 000 forint pénzjutalomban részesiil

Nagy Janos elsGéves mesterszakos hallgato.

Egy versenyz6 oldott meg hét feladatot (1., 3., 5., 6., 7., 8., 10.), tovabba
a 4. feladat (a) részét, és ért el részeredményt a 2. feladatban. Ennek alapjan

I1. dijban és 40 000 forint pénzjutalomban részesiil

Mészaros Andras masodéves mesterszakos hallgato.

Négy versenyz$ oldott meg lényegében 6t feladatot (vagy nytujtott ez-
zel egyenértéki teljesitményt), és ért el tovabbi értékes részeredmény (eke)t.
Ennek alapjan

ITI. dijban és 20 000 forint pénzjutalomban részesiil

Agoston Tamas harmadéves alapszakos hallgato,

Kalina Kende els§éves mesterszakos hallgato,

Nagy Daniel doktorandusz és

Poo6r Mark elsGéves mesterszakos hallgato.
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Koziiliik Agoston Tamés megoldotta a 4., 5., 6. feladatot, valamint lénye-
gében a 3. és 10. feladatot is, mig az 1. feladatban a kivantnal gyengébb, de
aszimptotikusan pontos becslést bizonyitott. Kalina Kende megoldotta a 6.,
7., 11., valamint — kis hianyossagtol eltekintve — a 3. és 5. feladatot, az 1.
feladatban egy a kivantnal gyengébb becslést bizonyitott, tovabba részered-
ményt ért el a 4.(a), 9. és 10. feladatban is. Nagy Daniel a 2., 3., 4.(a), 10. és
11. feladatot oldotta meg, és részeredményt ért el a 8. és 9. feladatban. Pooér
Mark az 1., 2., 3., 4.(a), 5. és 6. feladatot oldotta meg.

Két versenyz6 oldott meg harom feladatot, vagy nyujtott ezzel egyenér-
téki teljesitményt. Ennek alapjan

1. dicséretben részesiil

Ta The Anh elsGéves mesterszakos hallgat6 és

Wolosz Janos doktorandusz.

Koziiliik Ta The Anh megoldotta a 3., 4.(a) és 11. feladatot, és kisebb-
nagyobb részeredményt ért el az 5., 6. és 10. feladatban. Wolosz Janos meg-
oldotta a 3., 4. és 5. feladatot.

Egy versenyz6 oldott meg két feladatot (3. és 10.). Ennek alapjan
2. dicséretben részesiil
Agoston Péter elsGéves alapszakos hallgato.

A dijakat a Morgan Stanley Magyarorszag Elemz§ Kft. tamogatta, ezért
a versenybizottsag koszonetét fejezi ki.

A feladatok és megoldasaik
A megoldas szerzéjét csak ott jelezziik, ahol eltér a feladat szerz§jétol.

1. Feladat: Legyen n pozitiv egész. Legyen F egy olyan halmazrend-
szer, amely egy n elem X halmaz &sszes részhalmazanak tébb, mint
a felét tartalmazza. Bizonyitsuk be, hogy F-b&l mindig kivalaszt-
hato [log, n] + 1 halmaz tigy, hogy ezek egyiitt szeparaljak X elemeit,
vagyis X barmely két kiilonboz6 eleméhez van olyan kivalasztott hal-
maz, amely a kett6 koziil pontosan egyet tartalmaz.

Megoldas (Mészaros Andras megoldasa alapjan). Az X halmaz rész-
halmazai a szimmetrikus differencia mivelettel, mint 6sszeadéassal egy
Fy feletti V' vektorteret alkotnak. Megadhato egy [log, n] elemd U
csaladja nem feltétleniil F-beli részhalmazoknak, ami szepardlja X-et.
Legyen W az U altal generdlt altér. Ennek eltoltjai particionaljak V-t,
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igy talalhatunk olyan W + c eltoltat, amelyikben az elemek t6bb, mint
fele F-ben van. Legyen d € (W + ¢) N F tetszbleges, és tekintsiik az
{r € W | z+d € F} halmazt. Minthogy ez W elemeinek t6bb, mint
felét tartalmazza, igy generdlja W-t és kivalaszthato belGle W egy Z
bazisa. Itt Z az U altal generalt W altér bazisa, igy

2] < U] = [logy n]

(az egyenlGség is konnyen latszik, de nem kell). Tekintsiik az F (legfel-
jebb) [logn] + 1 elemébdl allo

{dyu{z+d|z€e Z}

halmazt. Ez megfelel a feladat elvarasainak, hiszen az altala generélt
altér tartalmazza W-t, és igy szeparalja X-et, marpedig az X barmely
két rogzitett elemét nem szepardlod részhalmazok alteret alkotnak V-
ben, igy egy részhalmaz pontosan akkor szeparalja X-et, ha az altala
generalt altér szeparélja.

Megoldotta: Mészéros Andras, Nagy Janos és Poor Mark. Agoston Tamés a
kivantnal gyengébb, de aszimptotikusan pontos becslést bizonyitott. Kalina
Kende egy a kivantnal gyengébb becslést bizonyitott. Nem tartalmaz érdemi
eredményt 2 dolgozat.

. Feladat: Legyen k& > 1 és legyenek Iy,...,I; a [0,1] intervallum el
nem fajul6 részintervallumai. Bizonyitsuk, hogy

I ymELs
|I; U ]

ahol az Gsszegzés az olyan (7, j) indexpéarokra vonatkozik, ahol I; és I;
nem diszjunkt.

Megoldas. Legyen f; a kovetkezs valos fiiggvény a [0, 1] intervallumon
(1; indikatorfiiggvénye normalizalva):

1
TORS FN
0 egyébként.

Ttt fol fi(z)dx =1, igy

/Olgfi(x)dx = k.
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Emiatt

[ (o) =

(Cauchy-Schwarz). Beszorozva azt kapjuk, hogy

1

Z/ fi(2) f(@)de > K2,

ij V0
Innen méar csak azt kell észrevenni, hogy ha I; és I; diszjunktak, akkor

fol fi(z) fj(x)dz = 0, ha meg nem diszjunktak, akkor

Lnn 1
_ < ,
LI~ LU

[ st

Megoldotta: Nagy Daniel és Poér Mark, tovabba — apré pontatlansagoktol
eltekintve — Nagy Jénos. Részeredményt ért el Mészaros Andras. Két
dolgozat nem tartalmaz érdemi eredményt.

. Feladat: A sik 4n + 5, hdrmanként nem kollinearis pontjat két szinnel
kiszinezziik. Igazoljuk, hogy lesz n iires (azaz, belsejében szines pontot
nem tartalmazo) haromszog, amelyeknek a belseje paronként diszjunkt
és amelyeknek az Osszes csiicsa mind egyszind.

Megoldas. Feltehets, hogy legalabb 2n + 3 piros pont van. Legyen p
darab csticsa a piros pontok konvex burkénak, és legyen p’ tovabbi piros
pont. A piros pontokat felharomszogelve kapunk p + 2p’ — 2 egymasba
nem ny1lo piros haromszoget, amelyek koziil legalabb z = p+2p'—2—k
iires, ahol k£ a piros pontok konvex burkan beliil levé kék pontok szama.
E kék pontokat felharomszogelve kapunk legalabb k& — 2 egymasba nem
nyulo kék haromszoget, amelyek koziil legalabb y = k — 2 — p/ {ires.
Mivel
r+y=p+p —4>2n-1,

ezért x > n vagy y > n.

Megjegyzések. 1. A feladat megoldasa megtalalhato a [6] cikkben
(3.2 tétel).

2. A feladat a 2013. évi Kézép-europai Matematikai Didkolimpia (MEMO)
T-4. feladata altalanositasénak tekinthetd.



Megoldotta: Agoston Péter, Mészaros Andras, Nagy Daniel, Nagy Janos,
Poor Mark, Szabd David, Ta The Anh és Wolosz Janos, valamint kis hia-
nyossagtol eltekintve Kalina Kende és lényegében Agoston Tamaés is.

. Feladat: Legyen n pozitiv egész szamhoz f(n) azon ay, ..., a; pozitiv
egészekbdl 4llo szamsorozatok szdma, amelyekre a; > 2 és ay ...ap = n,
k > 0 tetsz6leges. (f(1)=1.) Legyen « az az egyetlen 1-nél nagyobb
valos szam, amelyre > ° n~® = 2. Lassuk be, hogy

(@) )
> f(k) =0(n%)
k=1
és
(b) nincs olyan 3 < a szam, amelyre f(n) = O(n?) teljesiil.
Megoldas. (a) Legyen

3

Nyilvan n > 2 esetén
fn) = f(n/d),
és innen .
F(n) =1+ F([n/k).
k=2

Indukcioval belatjuk, hogy F(n) < 2n® — 1. Ez igaz, han = 1,2. Ha
méar n alatt igaz, akkor

F(n) <1+2) ((n/k)*—1) =

=(2—n) +2i(n//€)o‘ < Qi(n/k)a —1=2n"—1.

k=2

Megjegyzések az (a) részhez. 1. Kis odafigyeléssel lathato, hogy
F(n) <n®.



2. (Wolosz Jéanos)
1
fln™ = o——
200 =
igy az (a) rész a Wiener-Tkehara tételb6l kovetkezik, sét,
limn~*F(n) (1)

értéke is megkaphato. Lasd pl. [9].

3. A feladat (a) részének allitdsa Kalmar Laszlo eredménye az [4] cikk-
bél, ahol szerepel a fenti (1) hatarérték kiszamitasa is. Az [5] cikkben
pedig Kalméar becslést ad a konvergencia sebességére.

(b) (Nagy Janos megoldasa.) Valasszunk egy tetszdleges t € (5, «)
szamot. Az a szam definici6ja miatt

oo o
Zn_t>2, Zn_t>1
n=1 n=2

tehat talalunk olyan m szdmot is, hogy
Z k7t > 1.
k=2

Legyen f'(n) azon szorzatfelbontésok szédma, amelyekben minden té-
nyezé < m, és

F'(n)=>_f(k).
k=1
Az el6z6khoz hasonldoan

fliny="Y_ f(n/d),

dln,m>d>2

és innen



Belatjuk, hogy F'(n) > ¢(n + 1)" alkalmas pozitiv ¢ konstanssal. Va-
lasszuk c-t Ggy, hogy ez teljesiiljon 1 < n < m esetén. A tovabbiakban
indukciét hasznalunk. Mivel

n-+1
- kK

ezért

Viszont f” csak olyan szamokon pozitiv, amelyek kizarolag m alatti
primszamokbol allnak. Az ilyenek szama n-ig O((log n)l), ahol [ az m
alatti primek szama. Ha tehat f(n) = O(n?) lenne, akkor

F'(n) = O((logn)'n”) = o(n")
lenne.
Megjegyzések a (b) részhez. 1. Talan meglepd, hogy f Gsszegzése

alig nagyobb a maximalis tagjanal, tehat az Osszeg a kevés nagyon nagy
értékbol szarmazik.

2. A (b) rész bizonyitasa megtalalhato a [3] cikkben.

Megoldotta: Agoston Tamas, Nagy Janos, Strenner Péter, Wolosz Janos. Az
(a) részt megoldotta Mészaros Andras, Nagy Daniel, Poor Mark és Ta The
Anh. Az (a) részt részben megoldotta Kalina Kende.

. Feladat: Legyen o nem tisztan val6s, mésodfoku algebrai egész, és
legyen P a Z[a| gyiird irreducibilis elemeinek halmaza. Bizonyitsuk

be, hogy
1
> e
o Ipl

Megoldas. (Frenkel Péter, Ruzsa Imre) A

Zlo]) = {a+ bala,b € Z}
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gytirid elemei a komplex sikon parallelogrammaracsot alkotnak. Ennek
minden korlatos részhalmaza véges, ezért minden nem-nulla elem ab-
szolut értéke legalabb 1 (kiilonben a hatvanyai torlodnanak). Emiatt
minden egység abszolut értéke 1, tehat véges sok egység van.

A
> o
|z[?
0#x€Za]
Osszeg divergens. Valoban, ez az a = 1 specialis esetben konnyen

lathato, altalaban pedig Z[a] parallelogrammaracs, tehat a Z[i] négy-
zetracs képe egy invertdlhatod lineéris transzforméciondl, és e linearis
transzforméacié normaja persze véges, igy a fenti 0sszeg divergens.

Ezt felhasznalva

1 1 1
H—l_\pw:H(H +—4+...>:oo,

e
P P pl*  Ipl

mert Z[a] minden, nullatol és az egységektdl kiilonb6z6 eleme felirhato
P-beliek szorzataként (s6t iires szorzatként az 1 is felirhato6). Igy tehat

)

szorzat a nulldhoz divergal. Ebbdl az allitas vilagos.

Megoldotta: Agoston Taméas, Maga Balazs, Mészaros Andras, Nagy Janos,
Pooér Mark és Wolosz Janos, valamint — kis hidnyossagtol eltekintve — Ka-
lina Kende is. Részeredményt ért el Ta The Anh.

. Feladat: Legyen p: G — GL(V) a G véges p-csoport egy reprezenta-
cidja egy p karakterisztikaja test felett. Igazoljuk, hogy haa_ ., p(9)
lineéris leképezésnek a V' egy véges dimenzios W alterére valdo megszo-
ritasa injektiv, akkor a p(g)W (g € G) alterek altal kifeszitett altér
ezen altereknek direkt Osszege.

Megoldas. Legyen dimy W = n, és valasszunk egy vy, ..., v, bazist
W-ben. Jeloljiik tovabbéa U-val a W altal generalt G-részreprezentéiciot
V-ben. A bizoyitando allités azzal ekvivalens, hogy a természetes

7 K[G]" — U

e; =



K[G]-modulushomomorfizmus bijektiv. Itt K[G] jeloli a G csoport K
egylitthatos csoportalgebrajat, ey, .. ., e, pedig az n rangu szabad (bal-
oldali) K[G]-modulus generatorait.

Legyen
T=Y geKI[G)

geG

Vegyiik észre, hogy T benne van a K[G| centruméaban. Igy a T-vel valo
szorzés egy K[G]-moduluson egy K[G]-modulushomomorfizmus. Ha
K[G]-t mint G-reprezentaciot tekintjiik, melyen G a balszorzassal hat,
akkor a T" altal generalt altér éppen a G fixpontjainak halmaza. Valo-
ban, ha egy > a,g9 € K[G] elem fixpontja a hg~'-zel valo szorzasnak,
akkor sziikségképpen o, = ay. (Specidlisan a regularis reprezentacio
talpa a T altal generalt altér, hiszen K[G]-nek egyetlen egyszerti mo-
dulusa van, a trivialis reprezentacio.)

Tekintsiik a

K[G" L= K[G)" (2)
U U

kommutativ diagramot, melyben a leképezések K[G]-homomorfizmu-
sok. A feladat feltétele azt mondja, hogy a T-vel valo szorzéas W-n
injektiv, tehat T(U) legalabb n-dimenzios. (Valojaban az is latszik
rogton, hogy pontosan n-dimenzios, hiszen a (g — 1)v alaka elemek
benne vannak 7" magjaban.) Node a T-vel valo szorzas képe K[G]"-en
is n-dimenzios, hiszen a kép éppen a Teq, ..., Te, elemek altal generalt
altér. Ezért a feltételbsl kdvetkezik, hogy m megszoritasa a

Soc(K[G]") = T(K[G]")
n-dimenzioés altérre injektiv, azaz
Ker(m) N Soc(K[G]") = {0}.

Viszont a talpat minden nemtrividlis részreprezentacié nemtrivialisan
metszi, ezért Ker(m) = {0}, azaz 7 izomorfizmus. Vagy, ha tugy tet-

v s

fixpontja (ami ugyanez), és ezért Ker(mw) = {0}.
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Megoldotta: Agoston Tamas, Kalina Kende, Mészaros Andras, Nagy Janos
és Poor Mark. Részeredményt ért el Ta The Anh.

. Feladat: Legyen f : R — R folytonos fiiggvény, g : R — R tetszéleges.
[gaz-e, hogy ha f grafikonjanak és g grafikonjdnak a Minkowski-6sszege
(azaz az

{(x+y f(z)+9(y) : 2,y €R}
halmaz) nulla Lebesgue-mértéki, akkor az f fiiggvény f(x) = ax + b
alakt alkalmas a,b € R konstansokkal?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy az f(z) = |z| fliggvényhez van megfe-
lels g, vagyis az allitds nem igaz. Jelolje I az |z| fiiggvény grafikonjat,
C a klasszikus Cantor-halmazt, legyen A = C + Z, végiil legyen B
az a halmaz, amelyet A x A origd koriili 45 fokos elforgatasaval ka-
punk. Ekkor az F'+ A halmaz 45 fokos elforgatottja (A x R)U(R x A),
tehat nullmértékd. Igy mar csak azt kell megmutatni, hogy A tar-
talmaz R — R fiiggvénygrafikont, azaz az x tengelyre vett vetiilete a
teljes szamegyenes. Ehhez elég azt meggondolni, hogy a C' x C' halmaz
45 fokos vetiilete egy 2 hosszi szakasz, ami latszik akidr az énhasonlo
struktirabol (indukcioval minden generéaciora igaz), akar abbol a szin-
tén egyszerten ellendrizhetd kozismert ténybdl, hogy C' + C = [0, 2].

Megjegyzés: Felmeriil a kérdés, hogy melyek azok a folytonos f : R —
R fliggvények, amelyekhez van olyan g : R — R, hogy f és g grafikonja-
nak Minkowski-0sszege nullmértékid. Mathé Andras megmutatta, hogy
tipikus folytonos f ilyen, tovabba minden abszolut folytonos f is ilyen.
Kiss Viktor megmutatta, hogy van olyan szingularis f is, amely ilyen;
nevezetesen, a Cantor-fiiggvény is ilyen.

Megoldotta: Kalina Kende, Mészaros Andras, Nagy Janos. Hibés egy dol-

gozat.

. Feladat: Legyen n > 1 rogzitett egész. Szamitsuk ki az
inf max |f(z) — p()]

p,f 0<z<1

tavolsagot, ahol p az n-nél alacsonyabb fokua valds egyiitthatos polino-
mokon, f pedig a [0, 1] zart intervallumon értelmezett,

flz) = Z cpx”

k=n
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alaku fiiggvényeken fut végig, ahol ¢, > 0és > 7 ¢ = 1.
1. Megoldas (Nagy Janos). Legyen

l=2g>...>2,>0.

A [0,1] intervallumban értelmezett (folytonos) g(z) figgvényhez készit-
siik el az ezen alappontokban interpolalé legfeljebb n-edfoku ¢(x) poli-
nomjat, és definidljuk a g(x) fliggvényeken értelmezett Lg funkcionalt
mint a polinom n-edfokt tagjanak az egyiitthatojat.

Az interpoldlé polinom Lagrange-féle alakja

tehat a funkcional,

Lg = lim a(z) = Z _o(z) o Zb]g ;).

z—o0 " = H(xj _xz)

75

.
<.O

Specialisan a hatvanyfiiggvényekre alkalmazva, érvényes a

Segédtétel.
=0 (0<k<n-1),
La* =Y bk =1 (k=n),

§=0 >1  (k>n).

zp = 0 6s k = 0 esetén itt 2% = 0° % 1 értends.

Ha k£ < n, akkor ezt mar tudjuk, hiszen minden, legfeljebb n-edfokt
polinom interpoléaciés polinomja onmaga. Az utols6 allitas, az egyen-
I6tlenség bizonyitasat késGbbre halasztjuk.

A feladat jeloléseivel alkalmazzuk a funkcionalt a g(x) = f(x) — p(z)
fiiggvényre:

Lg:Lf—Lp:Lf:chka Echzl.
k=n k=n
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Ha f(z) = 2", masszoval, ha g(x) 1 f6egyiitthatos n-edfokd polinom,
akkor az egyenlGtlenségben is egyenlGség van.

Masfelsl trividlis becsléssel
< .
Lg < max |g(z)] ; 1651
=

A b, egyiitthatok alakjabol 1atjuk, hogy egyik sem tiinik el, az elGjeliik
valtakozik, és by > 0. Ezért itt pontosan akkor lehet egyenlgség, ha
g(x;) = (1)) max |g(z)| (j=0,...,n).

0<z<1
A feltétel teljesithets: A
T, (x) = cos(n arccos x)

n-edfoktu Csebisev-polinom a [—1, 1] intervallumon a
Jm ,
cos — =0,...,n
— U )
pontokban, ahol valtakozo elGjelt, abszolit értékben felveszi a maxi-
mumat. Linedrisan attranszformalva hat a [0, 1] intervallumra, a

def

go(x) = 21_2”Tn(2x -1)

n-edfoki polinom, amit mindjart igy normaltunk, hogy a fGegyiittha-
toja 1 legyen, az

in :
defl—i—cos; o JT
;= = cos” —

Tj= o (j=0,...,n)

pontokban veszi fel, valtakozo elGjellel, xg-ban pozitivval, a maximu-
mat. A g = gy valasztasra tehat Lg-nek mind a fels6, mind az als6
becslésében az egyenlGség teljesiil:

_ Lgo 1
21 2n = max ’go(x)‘ — n = ) S
0<z<l1 > o 10l 220 1by]
L
< et < max [g(a)]

ST T] = 0
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minden g(z) = f(z) — p(z) tipust fiiggvényre.
Ezzel megoldottuk a feladatot, a keresett tavolsag 21727,

Megjegyzés. A feladatban szerepld infimum val6jaban tehat mini-
" def L. .,
mum, s6t go(x) = x™ — po(x) az egyetlen extremalis eset, kivéve, ha
n = 1. A Segédtételre adandd mindegyik bizonyitasunkbol kiolvashato
ugyanis, hogy k > n > 1 esetén hatarozott La* > 1 egyenl6tlenség all.
Az n =1 eset ebbdl a szempontbdl valoban kivételes: La* = 1 minden
k > n = l-re, és minden g(z) = f(z) — 3, és csak ezek, extremalisak,
mint kdzvetleniil is lathato.

A Segédtétel egyenlStlenségének a bizonyitasa. Legyen egyelGre

z, > 0 hatarozottan.
n
> biak = A(eh),
=0

ahol .
def v
)‘(y) = ijy 7
§=0
def .
vi =logz; (1=0,....,n),0=1v5>...> 1,

A (kozonséges valés) polinomokra vonatkozd Descartes-féle elGjelsza-
baly Laguerre-t6l szarmazoé altalanositasa szerint ilyen, tgynevezett al-
talanositott (nem azonosan eltting) polinomoknak is legfeljebb annyi
pozitiv nullhelyiik van, ahany jelvaltas taldlhato a b; egyiitthatéiknak
a sorozataban (1. példaul Polya—Szegs).

A A(y) altalanositott polinomnak a Segédtétel mar ismert allitasa sze-
rint van n nullhelye az y = ¢* (k = 0,...,n — 1) pontokban. (Ez
még nem ellentmondas, de mutatja, hogy a b; (j =0,...,n) egyiittha-
toknak valtakozo elGjeliieknek kell lenniiik, amit korabban a specialis
alakjukbol olvastunk le.) Rolle tétele biztosit legalabb n — 1 gyokot az
(1,e"!) intervallumban X (y) szaméra. Azt is tudjuk mar a Segédté-
telbdl, hogy A (e™) = 1.

Ha volna olyan y > €, ahol A(y) < 1, akkor A-nak kellene, hogy legyen
egy lokalis maximuma az (¢"~!,y) intervallumban. Ez még egy gyokot
jelentene N szamaéra, 6sszesen n darabot, holott N’ n tagu altalanositott
polinom — 1y = 0 miatt a 7 = 0 tag a derivalassal kiesik —, és az
elGjelszabaly értelmében legfeljebb n — 1 gyoke lehetne.
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Tehat A(y) > 1 (y > e), specidlisan La* = A (e¥) > 1 (k > n), amit
bizonyitanunk kellett.

Az érvelés nem lenne érvényes x,, = 0 esetén, mert v,-nek nem volna
értelme. Legegyszeriibb arra hivatkozni, hogy La* folytonosan fiigg az
interpolécios alappontoktol.

A segédtétel egyenlGtlenségét belattuk.

Ehhez a b; egyiitthatokrol, az x; alappontokrol alig kellett tudnunk va-
lamit. Bemutatunk még néhany bizonyitast, amelyek kiilonb6z6 mér-
tékben hasznaljak azok specialis alakjat. Az els6 a b;-k képletén alapul,
de az alappontok tovabbra is tetszdélegesek lehetnek.

A Segédtétel egyenlGtlenségének 2. bizonyitasa (Kos Géza).
Konnyt 1atni, hogy

az

- n

Hi:o<z — ;)
raciondlis fliggvény reziduumainak az osszege. Racionélis fiiggvény re-
ziduumainak a zart sikra vett 0sszege mindig 0, ha a co-beli reziduumét

1\ d; 1 (1
Fl-)%=——F(=
(z) dz 2 (z)

0-beli reziduumakeént értelmezziik. (A kézonséges Reziduum-tétel egy-
szer( alkalmazasaval.)

Az LaF érték tehat a

2,’2 < leo(l - IiZ)
— Z”—l_kH (I+zz+ai2+..) (2| <)
i=0
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fiiggvény 0-beli reziduuma, azaz a szorzat hatvanysoraban zF~" egyiitt-

hatoja:
d n
La® = Z xoo---xi,
do+...+dn=k—n
ahol {dy, ..., d,} az 6sszegzésben szerepld feltételt kielégité nemnegativ

egész szamokbol allo (n + 1)-eseken fut végig.

A csupa nemnegativ taghol allo6 Osszegben k > n esetén szerepel az

TE™™ = 1 tag is, ami bizonyitja az allitast.

Ha méarmost az x; = cos? % (j =0,...,n) alappontokra szoritkozunk,
akkor a b; egyiitthatok zart alakban is megadhatok:

( 22n—2
422n—1
bj =< (=1) (1<j<n-1)
n
22n—2
—1)" | =
D)= (j=n)

Erre a szdmoldasra nincs is sziikségiink, ha az ezekkel a b;-kel definialt

Lg def Z bjg (cos —)

funkcionalra ellendrizziik a Segédtétel Osszes allitasat, hiszen amikor
fent a Segédtételbdl levezettiik a feladat megoldasat, ezeken kiviil pusz-
tan a b;-k jelvaltasat — latszolag még by pozitivitasat is — hasznéltuk,
ami a mostani definiciénkkal is teljesiil.

A képletet egyszeriibb alakra hozva:

92n—2 2n_1 )
Lg= ~1
9= ;0( )9 (COS 2n>

Valéban, a definicié 7 = 0 és 7 = n indexii tagja itt is el6fordul ugyan-
azzal az indexszel és egyiitthatoval, mig az 1 < 7 < n — 1 indexid
tagjai kétszer szerepelnek j és 2n — j indexszel, de egyiittesen szintén
a definicioban megadott egyiitthatoval.

15



A Segédtétel 3. bizonyitasa a specialis alappontokra (Frenkel
Péter). Jeloljiik g-val a 4n-edik egységgyokoket:

K

0=e3n (7=0,...,4n—1).

Ekkor
T o+o!

J ) 2n
L =—Rop= —— 1)V = .
COs om 0 5 (=1) 0

Behelyettesitve ezeket Lg képletébe, figyelembe véve, hogy o és —p
adaléka megegyezik, mindjart a g(x) = x* fiiggvényre alkalmazva,

22n73

- 2k 2n—3
Wfoto! 2 0
Lok == Zf( 5 ) == ¢"(o),

4 e

ahol

Felhasznélva, hogy

ng:{én (m=0 (mod 4n)),

kiilonben,

Y o) =4n Y am,

m=2n (mod 4n)

Lok = 221 Z G-

m=2n (mod 4n)

Az a,, egylitthato interpretalhaté tgy, mint annak a valoszintisége,
hogy a szimmetrikus bolyongas 2k 1épés utan az m pontba ér:

Ay =P (S =m),

ahol S =32 ¢, ¢ (I=1,...,2k) l-et és (—1)-et P(¢ = +1) = 1/2
valdszintiséggel felvevs fiiggetlen valoszintiségi valtozok.

Ha k < n, akkor |S| < 2k < 2n, és a bolyongas nem ér el m = 2n
(mod 4n) pontot, igy Lz* = 0.
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Ha k = n, akkor eléri 2n-et és —2n-et, de csak tgy, hogy mindig 1-et
vagy mindig (—1)-et 1ép, ennek a valoszintisége 2 - 272" {gy La* = 1.

Ha k& > n, akkor rogzitsiik, barhogyan, az els6 2k — 2n + 1 lépést.
Az utolsé utan a bolyongas paratlan pontban tartézkodik. Paratlan
pont tavolsidga a hozza legkozelebb levs, (mod 4n) 2n-nel kongruens
ponttol paratlan egész, legfeljebb 2n — 1, marpedig a hatralévs 2n — 1
lépéssel legalabb egyféleképpen barmelyik, ilyen tavolsagra levs pontba
el lehet jutni. Ennek a (feltételes) valoszintsége legalabb 272"+ {gy
Lk > 1.

Megjegyzés. A binomialis tétel szerint

k
1 2k
q) —_ 2m
() 4k mZ:_k (k + m) °
ahonnan rovid szamolassal

Lt =47 * Z ( 2k )
k+m

0o<m<k
m=n (mod 2n)

Nyitott maradt azonban a kérdés, hogyan lehet a Segédtétel egyenlst-
lenségét La*-nak ebbdl a latszolag legegyszeriibb, legkonkrétabb alakja-
bol levezetni (mésképp, mint a fenti 3. bizonyitas valoszintiségszamitasi
gondolatmenetének kombinatorikus atfogalmazéséval).

Megoldotta: Mészaros Andras és — apré pontatlansagoktol eltekintve —
Nagy Janos. Részeredményt ért el Nagy Daniel. Nem tartalmaz érdemi
eredményt két dolgozat.

. Feladat: Legyen p: R" = R, p(x) = e X", K ¢ R" egy konvex test,
azaz egy kompakt, nem iires belseji konvex halmaz. Definialjuk a K
test p sulyfliggvényre vonatkozo sk silypontjat a szokasos

fK p(x)xdx

K= Jie p(x)dx

képlettel. Bizonyitsuk be, hogy a K test eltoltjainak paronként kiilon-
b6z6 a p sulyfiiggvényre vonatkozo sulypontjuk.
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Megoldas. Mivel K eltoltjai egyméasnak is eltoltjai, elég azt belatni,
hogy ha v # 0 egy tetszéleges vektor, és s(t) jeloli a K + tv eltolt
Skt sulypontjat, akkor (s'(¢),v) > 0 minden ¢ € R-re, hiszen ebbdl
(s(1) —s(0),v) > 0, tehat K és K + v stlypontja nem eshet egybe.

Elég a t = 0 paraméterértékre belatni, hogy (s'(0),v) > 0. Kis szamo-
las utan az

(s'(0),v) =
— HVH2 4 2((fK 67HXH2<X, V>dx)2 — fK e*HXH2<X’ V>2dX ] fK e,HtzdX)

(e TP ax)’

egyenlethez jutunk. Azt kellene tehéat belatni, hogy

2
([
K
2 2 2 2
+2 (/ eIl <X,V>dX) —2/ e~ IxIP(x, V>2dX~/ e IXFdx > 0,
K K K

ami egyenértékd azzal, hogy

/ e IXIP=I91P (v ]2 = (x — y, v)?)]dxdy > 0.
KxK

Végezziik el az x = u+w, y = u— w helyettesitést. Az u =
vektor a K barmely pontja lehet, mig rogzitett u € K esetén a w vektor
a K, = (K—u)N(—K+u) origora szimmetrikus halmazon futhat végig.
Igy az uj valtozokkal felirva a bizonyitandé egyenlGtlenséget

Xty
2

2”/ e“lQ/ 20 (v |2 = 4(w, v))]dwdu > 0
K Ky

adodik. Elég lenne tehat azt belatni, hogy tetszéleges K origora szim-
metrikus konvex testre

[ = )i > 0

Feltehetjiik, hogy ||v|| = 1. Szamoljuk ki az integralt Fubini tételével,
v-re merdleges hipersikokon elvégezve elGszor az integralast. Legyen
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10.

H = {x € R" : (x,v) = 0}, x a K karakterisztikus fiiggvénye, és
vezessiik be az f: R — R,

f(t) = /He_2|lz2x(z +tv)dz

fiiggvényt. Ekkor

/k[e-?HWI?(HvH? — 4w, v)?)]dw = /Rf(t)e—?% — 4¢%)dt.

A p sulyfliggvény kompozicioja a H-ra mend merdleges vetitéssel és x
log-konkavok, igy szorzatuk is az, amibdl Prékopa tétele [8, Theorem
6] szerint f is az. Raadésul f paros fiiggvény a K szimmetriaja miatt,
amibdl egyszertien adodik, hogy maximumét a 0-ban veszi fel, és a 0-
tol tavolodva értéke csokken. Mivel az (1 — 4t?) fiiggvény a (—2,2)
intervallumon pozitiv, azon kiviil pedig nulla, vagy negativ,

o0

/ F()e 2 (1—4t>)dt > 2f(2) / e~ (1—48%)dt = 2f(2) [te—ﬂ = 0.
R 0 0
Egyenl6ség csak akkor allhatna fenn, ha f konstans lenne, de nem lehet
az, mert tartoja korlatos és pozitiv értéket vesz fel az origoban. Ezzel
az allitast belattuk.

Megoldotta: Nagy Janos. Részeredményt ért el Kalina Kende és Nagy Da-
niel. Nem tartalmaz érdemi eredményt egy dolgozat.

Feladat: A kétdimenzioés gombfeliilet egy triangulaciéjanak minden
csticsahoz rendeljiik hozza a sik egy konvex részhalmazat gy, hogy
minden haromszoglap harom csicsidhoz rendelt harom konvex halmaz-
nak legyen kozos pontja. Mutassuk meg, hogy van négy olyan cstcs,
amelyekhez rendelt konvex halmazoknak van kézos pontjuk.

Megoldas. (Nagy Daniel megoldésa alapjan.) Gomb helyett tetszéle-
ges zart feliiletre bizonyitunk. Minden A haromszoglapnak feleltessiik
meg a A cstcsaihoz rendelt konvex halmazok egy Pa kozds pontjat.
A haromszogelés minden ¢ élének feleltessiik meg az e. = Pa, Pa, sza-
kaszt, ahol A; és Ay az e-ra illeszked§ két haromszog. Ekkor a harom-
szogelés minden Z csicsahoz hozzarendelt K, konvex halmaz tartal-
mazza a Z-re illeszked6 Gsszes hdromszoglaphoz rendelt pontot és igy
a Z-bd6l induld Gsszes élhez rendelt szakaszt is.
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Ha van egy A haromszoglap és egy ra nem illeszkedd Z cstics ugy,
hogy Pa € Kz, akkor Px kOz0s pontja a A csticsaihoz és Z-hez rendelt
négy konvex halmaznak, és készen vagyunk. A tovabbiakban feltessziik,
hogy ilyen haromszog és cstcs nincs. Ebb6l az is kdvetkezik, hogy a Pa
pontok mind kiilonbozdok, és egyetlen e. szakasz sem megy at a sajat
végpontjaitol kiillonb6z6 Pa ponton.

Ha vannak ¢ és e diszjunkt élek dgy, hogy a hozzdjuk rendelt e; és
es szakaszoknak van kozos () pontja, akkor () kdzos pontja az €1 és e
végpontjaihoz rendelt négy konvex halmaznak, és készen vagyunk. A
tovabbiakban feltessziik, hogy ilyen diszjunkt élek nincsenek.

Véges sok Pa alaki pontot jeloltiink ki, valasszuk ki ezek konvex bur-
kédnak egy cstcsat, legyen ez P = Pa. A triangulacié A haromszog-
lapjanak csucsait jelolje Z; (i = 1,2,3), a A-nak Z;-vel szemkozti élét
jeldlje g;, az e mentén A-hoz csatlakozo haromszoglapot A;, az ehhez
a sikon hozzarendelt pontot P, = Pa, (i = 1,2,3). A sikon az ¢;-knek
megfelel§ e; = e., = PP, szakaszok P-bdl indulnak és egy nyilt félsikba
mutatnak. Feltehetjiik, hogy e, van a masik ketté kozott. Tekintsiik a
triangulacioban a Z, cstcsbol kiinduld, e1-t6l és e3-t6l kiilénb6zd éle-
ket. Ezek diszjunktak eo-t6l, ezért a sikon nekik megfelel§ szakaszok
diszjunktak es-tGl. Ugyanakkor e szakaszok alkotta toréttvonal Gssze-
koti e; és eg P-t6l kiilonbozd Py, illetve P3; végpontjat egy P cstcsi
konvex szogtartomanyban. Emiatt a Kz, konvex halmaz tartalmazza
a P, pontot, pedig a Z, cstics nem csicsa a Ay haromszoglapnak. El-
lentmondésra jutottunk.

Megjegyzés. (Csikos Balazs gondolatmenete alapjan.) Az allitas tet-
sz6leges dimenzios megfelelGje is igaz: Egy d dimenzids zdrt sokasdg
tetszdleges M trianguldcidjdnak minden csicsdhoz rendeljik hozzd RY
eqy konvexr részhalmazat gy, hogy minden d dimenzios lap d + 1 csu-
csahoz rendelt d + 1 konvex halmaznak legyen kéz6s pontja. Ekkor van
d + 2 olyan csics, amelyekhez rendelt konvex halmazoknak van kézis
pontjuk.

Ezt a kovetkezGképpen lathatjuk be. Tekintsiik a megadott konvex
halmazokbdl all6 rendszer idegét. Ez az az N (absztrakt) szimplicialis
komplexus, amelynek csiicsai az eredeti M triangulacié cstcsai, és né-
hany csiics akkor alkot szimplexet, ha a megfelel§ konvex halmazoknak
van kozos pontjuk. Azt kell belatnunk, hogy ha N tartalmazza M-et
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(azaz M minden szimplexe N-nek is szimplexe), akkor N tartalmaz
d + 1 dimenzi6s szimplexet.

Az M szimplicidlis komplexusban létezik nemnulla, Fo-egyiitthatos d-
ciklus: a d-dimenzids szimplexek Osszege ilyen. Ha N tartalmazza
M-et, akkor tehat N-ben is ott van ez a nemnulla d-ciklus. Emiatt
elegendd belatni, hogy Hy(N,Fy) = 0. Ezt t6bb lépésben tessziik meg.

(1) Az el6z6 megoldashoz hasonloan, a konvex halmazokat lesziikithet-
jiik kompakt konvex poliéderekre tgy, hogy az N ideg ne valtozzék:
minden nem iires K; N K; N ... N Ky metszetben kijeloliink egy Pj;
metszéspontot, és kicseréljiik K;-t a P, alaku pontok konvex burkara.
Ez azért egyszerisiti a helyzetet, mert a kapott poliéderek X unidja
egy szimplicialis komplexus teste.

(2) Ha e > 0 elég kicsi, akkor a poliéderek e sugart nyilt kdrnyezeteit
X-szel elmetszve a kapott halmazrendszer idege még mindig N. Ez a
halmazrendszer un. jd (relativ) nyilt fedése X-nek (minden részrendszer
metszete pontrahizhato vagy tires), ezért az N ideg szimplicialis koho-
[2]. Ez a Cech-féle kohomologia pedig megegyezik az X egy tetszsleges
szimplicidlis felbontésabol szamitott szimplicidlis kohomologiaval.

Emiatt tehat N és X szimplicialis kohomologidja izomorf. Ha az egyiitt-
hatokat testbdl valasztjuk, akkor a homologiak is izomorfak, hiszen a
H; a H® dualis tere.

(3) Az R%beli barmely X geometriai szimplicialis komplexusra viszont
Hy(X,Fy) = 0. S6t, a d-dimenzios ciklusok Z,(X,F3) csoportja is
nulla. Valoban, tetszéleges d-dimenzios ¢ # 0 lanchan felléps egyik
d-dimenziés szimplex egy belsé pontjabol inditsunk egy olyan félegye-
nest, amely egyik (d — 2)-dimenzios lapot sem metszi. Ekkor az a
(d — 1)-dimenzios lap, ahol a félegyenes elhagyja a felléps d-dimenzids
szimplexek unidjat, 1 egyiitthatoval fellép a ¢ lanc hataraban. Ezért ¢
nem ciklus.

(4) Az el6z6ek szerint

Hy(N,Fy) ~ Hy(X,Fy) =0.

Megoldotta: Agoston Péter, Mészaros Andras, Nagy Daniel és Nagy Janos,
valamint lényegében Agoston Tamas is. Részeredményt ért el Kalina Kende
és Ta The Anh.
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11. Feladat: Legyen U a |0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszi-
niiségi valtozo, és legyen

Sy =2 sin(2kUr).

k=1

Mutassuk meg, hogy n — oo esetén S,, hatéareloszlasa az f(x) = W(liﬁ)
strtiségfiiggvényt Cauchy-eloszlas.

Megoldas. Ismeretes, hogy

~ 2sin((n + 1)Un) sin(nUr)
On = sin(Ur) ’

ezeért
2sin((n + 1)Un) sin(nUn)

sin((n + 1)Un) cos(nUm) — cos((n + 1)Un) sin(nUn)
2

ctg(nUnm) — ctg((n+ 1)Un)

Jelolje Z,, az nU tortrészét. Megmutatjuk, hogy
(Zny Zny1) = (X,Y) (3)

eloszlasban, ahol X és Y fiiggetlenek és a [0, 1] intervallumon egyenletes
eloszlastuak. Legyen 0 < x <1, 0 <y < 1, akkor

U {<v<Eic{u<aZ.o<ytc |J {E<vU<iiy,

0<k<|nz|-1 0<k<|nz|
amibdl

Lnxjy <PU<=zZ,<y) <(|nz] + 1)2

n n

kovetkezik, ennélfogva lim,, ,., P(U < z, Z, < y) = xy. Tehat
U, 7,) = (U, X)

eloszlasban, ahol U és X fiiggetlenek és a [0, 1] intervallumon egyenletes
eloszlasuak. Vilagos, hogy

(Zu Zost) = (ZosAZa 4 UY) = (X, 0X + U})
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eloszlasban (most {.} a tortrészt jeloli). Ezért elég belatni, hogy
{X + U} fiiggetlen X-t6] és egyenletes [0, 1]-en. Ez pedig kovetkezik
abbol, hogy tetszéleges x szam esetén {x + U} a [0, 1]-en egyenletes
eloszlasu, igy {X + U} feltételes eloszlasa az X = x feltétel mellett «
értékétol fiiggetleniil egyenletes [0, 1]-en.

Tehat S,, eloszlasban

2
ctg(rX) — ctg(nY)

eloszlasdhoz konvergal. Mivel ctg(nX) és —ctg(nmY) fiiggetlenek és
Cauchy-eloszlasuak, ezért a szamtani kozepiik is Cauchy-eloszlas, és
Cauchy-eloszlastu valosziniiségi valtozo reciproka is ilyen.

Megjegyzés.
A Weyl-kritérium kétdimenzios megfelelGje [I] szerint a (3) konvergen-

cidhoz elegend§ igazolni, hogy tetszéleges j és k egész szamra

lim E(exp(2mijnU + 2mik(n + 1)U)) =

n—oo
1, haj=k=0,

= F(exp(2mij X + 2mikY)) =
( xp(2mij " )) {0 kiilonben.
Ez pedig nyilvanvalo, hiszen

1, hajn+k(n+1)=0,

E(exp(2mijnU + 2mik(n + 1)U)) = {0 Liilnb
ulonben.

Megjegyzés. A feladat megoldasa megtalalhato a 7] disszertacioban
(5.33 tétel).

Megoldotta: Kalina Kende, Nagy Daniel, Nagy Janos és Ta The Anh. Nem
tartalmaz érdemi eredményt egy dolgozat.
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