A 2022. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai Emlékverseny feladatai
2022. oktéber 28. — 2022. november 7.

1. Azt mondjuk, hogy egy A C 7Z halmaz szabdlytalan, ha tetszéleges z,y € A kiillonboz8 elemeire nincs
x-t6l és y-t6l kiilonbozs « + k(y — x) alaki eleme (ahol k egész). Létezik-e végtelen szabalytalan halmaz?

2. Legyen n pozitiv egész. Tegyiik fel, hogy az Aq,..., A, € R™ ™ matrixok Osszege az egységmaétrix, de
> i, a;A; szingularis minden olyan esetben, amikor az a; € R egyiitthatok koziil legalabb egy nulla.

a) Mutassuk meg, hogy > I | o;A; nemszingularis, ha «; # 0 minden i-re.
b) Lassuk be, hogy ha az A; matrixok szimmetrikusak, akkor mindegyikiik rangja 1.

3. Legyen f:[0,00) — [0,00) olyan fiiggvény, mely szomszédos egészek kozott linearis, és n = 0,1,...

0, ha 2 | n,
i) = { |

esetén

441, ha2fn, 471 <n<4(t=12..).
Legyen fl(z) = f(z), és f*(z) = f(fk_l(x)) minden k > 2 egészre. Hatarozzuk meg Lebesgue majdnem

minden z € [0, 00)-re a liminfy o, f*(2) és limsupy_,, f*(z) értékét.

4. Minden n-edfoku, egész egyiitthatés f polinomra tekintsiik az
1
/ 2" f(x)dx
-1
integralt. Jelolje oy, azt a legkisebb pozitiv valds szamot, amit ilyen integral adhat. Hatarozzuk meg a
log oy,

lim
n—o00 n

hatéarértéket.

5. Ki lehet-e valasztani a sik minden egyenesérél egy-egy nem elfajulé szakaszt tigy, hogy barmely két

kivalasztott szakasz diszjunkt legyen?

6. Legyen ¢ egy primitiv hetedik egységgyok. Mely egész szamok allnak els |oz|2 alakban, ahol a a Q(¢)
hetedik korosztasi test egy eleme?

7. Egy szabalyos k-sz0g csicsaiba pontszerd babukat allitunk, majd ezekkel 1épegetiink. Egy lépésben egy
bébu atugrik egy mésikat, azaz az 4j helye a pillanatnyi helyének tiikorképe lesz egy méasik babu pillanatnyi
helyére. Milyen k > 3 egész esetén lehet ilyen lépések sorozataval elérni, hogy a babuk egy, az eredetitsl
eltéré méretd szabalyos k-szog csicsait alkossak?

oo
8. Igazoljuk, hogy az €, = +1 elgjelek megvalaszthatoak ugy, hogy az f(s) = Z 6—2: {Res>1} —» C
n

n=1
fiiggvény minden { € {Re s = 1} pontban minden komplex értékhez torlodik (azaz minden & € {Re s = 1}-hez
és z € C-hez létezik olyan s, — &, Re s, > 1 sorozat, melyre f(s,) — 2).

9. A sikvektorok az Gsszeadasra nézve csoportot alkotnak. Mutassuk meg, hogy ennek a csoportnak minden
olyan S halmaz generatorrendszere, amely tartalmazza egy koriv pozitiv linearis mértékd Borel részhalmazat.

10. Létezik-e f: R\ Q — R\ Q folytonos fiiggvény, melyre minden irraciondlis szam Gsképének pozitiv a
Hausdorff-dimenzi6ja?



A Schweitzer Miklos Emlékversenyen részt vehetnek mindazok, akik a verseny megrendezésekor Magyar-
orszagon vagy magyar allampolgarként kiilféldon valamely egyetem, fGiskola hallgatdi, vagy kozépiskolai
tanulok, vagy a verseny megrendezésének évében szereztek egyetemi, fGiskolai oklevelet. PhD-hallgatok csak
akkor vehetnek részt, ha egyetemi, f6iskolai diplomajukat a verseny megrendezésének évében szerezték. A
versenybdl ki vannak zérva azok, akik a verseny megrendezésének événél kordbban MSc-szintii oklevelet sze-
reztek matematikus, alkalmazott matematikus, informatikus, programtervezd matematikus vagy matematika
tanari szakon akér itthon, akar kiilféldon.

A feladatok megoldéasara a versenyzok idén 10 napot fordithatnak. A megoldéasokat kizarolag elektroni-
kusan lehet benytjtani a schweitzer.miklos@gmail.com cimre 2022. november 7-én (hétfén) magyar id6
szerint 12:00 6raig, a versenyzd nevének, egyetemének, évfolyaménak, végzettségének, pontos lakcimének
és e-mail cimének feltiintetésével. Lehetdség szerint egy levélben, feladatonként kiilon fajlban varjuk a
megoldasokat, PDF formatumban (szkennelt dokumentum esetén jol olvashat6an) és magyar nyelven irva.
Kivételes esetekben, elGzetes egyeztetést kovetGen elfogadunk angolul frott megoldésokat is. Mas modon
illetve késébb beadott dolgozatokat a versenybizottsag nem vesz figyelembe.

A versenyzsk tetszés szerinti szamu kitlizott feladat megoldasat nyujthatjidk be. A verseny nyertesei
kozott a Tarsulat Schweitzer Miklos dijakat oszt ki. Aki legaldbb harom feladatot megold, az mindenképpen
dijban vagy elismerd oklevélben részesiil.

A feladatokat a versenyzoknek onalloan kell megoldaniuk. Tébb versenyzé egytittmiikodése nincs megen-
gedve. Az internet hasznalata csak passziv modon engedélyezett, azaz keresni szabad, de barmilyen forumon
barmilyen kérdést feltenni tilos. Ha a versenybizottsig tudoméséara jut, hogy valamelyik versenyzs6 ezt a
kovetelményt megszegte, az illetét a versenybdl kizarja.

Arra kériink mindenkit, hogy a versenyzSknek semmilyen segitséget ne nytijtson a matematikai feladatok
megoldasahoz, s veliik semmiféle eszmecserét se folytassanak a feladatok megoldasaval kapcsolatban a beadasi
hatarids lejartaig. Kérjiikk tovabba, hogy amennyiben ilyen természetii szabalytalansag elkovetése jut barki
tudomésara, haladéktalanul jelezze ezt a versenybizottsadgnak a fenti cimen.

Idén a megoldéasok kozos megbeszélésére 2022. november 8-an (kedden) magyar id§ szerint 16:00 orakor,
az E6tvos Lorand Tudoményegyetem lagymanyosi campusan (1117 Budapest, Pazmany Péter sétany 1/C),
a 4-T13-as szamu teremben keriil sor. Az eredményhirdetés idejérsl és modjarol késébb fogunk tajékoztatast
adni az alabbi linken:

http://www.bolyai.hu/schweitzer.htm

Ugyanitt tessziik kozzé a kozds megbeszélés utdn a nem hivatalos, el6zetes megoldasvazlatokat. Az ered-
ményhirdetést kovetGen minden versenyzének emailben megirjuk, hogy a beadott megoldéasai koziil melyeket
talaltuk teljesnek, lényegében helyesnek, részben megoldottnak illetve hibasnak.

J6 feladatmegoldést kivanunk!

a Versenybizottsag
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