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Bevezetés

Erdés Gébor algoritmikus gondolkodasrol szolo eléadasaban korbejarta azt, hogy mennyire
hasznos lehet a didkok szamara a rekurziv megkdzelités: ha egy kombinatorika feladatban az
esetszam varhatéan igen nagy, akkor az egyik lehetséges megoldasi ut kisebb elemszamu
példakat vizsgalni, majd rdjonni, hogy hogyan kovetkeztethetiink a néhannyal nagyobb

elemszamhoz tartozd esetszamra.

Arrdl is szo volt az eldéadasban, hogy szerencsés esetben egy iligyes oOtlettel talalhatunk
kozvetlen, nem a korabbi elemekre visszautald megoldasi modszert, az ebbdl adodod
Osszefiiggést nevezziik explicit képletnek. Erre a legnevezetesebb példa talan a Fibonacci

n
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sorozatra vonatkozo zart alak: f,, = = (+T\/—) — &

készitettem vandorgytiléses dolgozatot két évvel ezeldtt.

n
: (—Pf) . Utdbbi felfedeztetd tanitasarol

Mostani irdasomban azt szeretném korbejarni, hogy az explicit és rekurziv gondolat hogyan jar
kéz a kézben, mindezt olyan példakon keresztiil bemutatva, amelyek mind a kivalasztasokhoz

¢és a Pascal-haromszoghoz kapcsolodnak.
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Ismétlés nélkiili kivalasztas és rekurzio

Kiindulasként tekintsiik a kovetkezd alapfeladatot:

., Kilencbol Harmat” lottot jatsszunk: Van 9 golyonk, a golyok 1-tol 9-ig vannak
sorszamozva, ezek koziil huzunk harmat. Hanyféle lehet a kihuzott golyoharmas, ha a

huzas sorrendjére nem vagyunk tekintettel?

A feladat az ismétlés nélkiili kombinaci6 alapfeladata, kdzépszinten is tanitjuk a megoldasat,

leginkabb a kovetkezdképpen:

Alapmegoldas: El6szor vizsgaljuk meg a problémat a sorrend figyelembevételével. Ekkor az
elsO hazas 9 féle, a masodik 8 féle, a harmadik 7 féle lehet, ez 6sszesen 9 - 8 - 7 = 504 eset.
Azonban minden golyohdrmast tobbszor szdmoltunk, egészen pontosan 3 -2 -1 = 6-szor,
hiszen ennyiféle sorrendben johet ki egy golydharmas (pl. 7;5;2=7;2;5=5;7;2 =
5;2;7=2;7;5=2;5;7). Emiatt az esetszém% = 84.

A megkdzelités teljesen explicit, nem utal vissza kisebb golyoszamokra. A keletkezett formula

. . 9-87
rovidebb lejegyzési modja is a kdzépszintii tananyag része: P (g)

A feladat megoldasi mddjai kozott persze rekurzios gondolatok is felbukkannak. Ha egy
kisebbeknek sz616 szakkoron elkezdjiik feldolgozni a feladatot, és gyakorlas céljabdl a golyok
szamat és a huzasszamot is valtoztatjuk, érdemes az eredményeket tablazatba rendezni, és azt

a diakokkal kitoltetni:

goly6szam
1 2 3 4 5 6 7 8 9
hiazasszam
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1 3 6 10 15 |21 28 136
3 1 4 10 |20 |35 |56 |84

Ha a tanulokat arra biztatjuk, hogy taldljanak Osszefliggéseket a tablazatban, valoszintileg
észreveszik, hogy két egymas alatti elem Osszege az als6 elem jobb oldali szomszédja, példaul

a tablazatban piros szinnel jelolve 28 + 56 = 84.
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Nehezebben észrevehetd Osszefiiggés, hogy ha egy sort balrél indulva valamelyik mezdjéig
Osszegziink, akkor az Osszeg éppen megtalalhatd az Osszegzést lezar6 mezd jobb oldali
szomszédja alatti mezdben, példaul a tablazatban zold kerettel jelélve 1 +3 + 6 + 10 + 15 +
21 + 28 = 84.

Az eldz6, explicit formuldhoz képest ezek mar rekurziv Osszefiiggések. Konnyen meg is

magyarazhatjuk Oket, tanoran vagy szakkoron a didkok gondolatainak bevonasaval.

Az els6 oOsszefiiggés magyarazata a ,Kilench6l harmat” példan Kkeresztiil:
Megkiilonboztethetiink két esetet aszerint, hogy a htizott golydk kozt ott van-e a kilences vagy
nem. Az elsé esetben egy golyopart kell kivalasztani a kilences mellé¢ az 1-t6l 8-ig terjedd
golyok koziil, erre 28 lehetdség van (ezt a tdblazat kordbbi mezdjébdl tudjuk), a masodik
esetben viszont kell 8 darab goly6 az elsé nyolcbol, ez 56 lehetdség. A két aleset 0sszege éppen

a teljes esetszamot adja.

n+1

Az Osszefliggés természetesen a Pascal-haromszogbdl jol ismert (2) +(n;1) = (k 1

azonossag, melyet most meg is magyaraztunk.

A masodik oOsszefiiggés magyarazata a ,Kilench6l harmat” példan Keresztiil: Az
esetszétvalasztast végezziik most a legnagyobb kihtzott sorszdmu golyo sorszama szerint. Ha
a legnagyobb golyd 9-es, akkor a maradék kettd golyot 8 koziil valaszthatjuk, ez 28 lehetdség
(1d. a tdblazat korabbi mezdjét), ha a legnagyobb 8-as, akkor 7-bdl kell még kettdt valasztanunk
(21 lehetdség), a sort folytatva éppen a masodik sor elemeit kapjuk az alesetek esetszamara,

melyek Osszege éppen a teljes esetszam: 1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 21 + 28 = 84.

A Pascal-hdromszogbdl ez az osszefiiggés is ismert, mi atlotétel néven fogunk ré hivatkozni.

(n+1)
k+1/)

Altaldnos megfogalmazasa:

+ ()
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1 21/35 35 21 7 1

28 /5 70 56 28 8 1

1 9 36126 126 84 36 9 1

1. abra: Az atlotétel megjelenitése a Pascal-haromszégben

A két sztenderd azonossag utan térjiink ra egy tovabbi Pascal-haromszdgbeli 0sszefiiggésre. Az

alabbi megkdzelitést Veszprémi Ferenc kollégamtol tanultam, leirva sehol nem talaltam.

Az (7)+ (") = (}1]) azonossag a Pascal-hiromszogben azt mondja, hogy egy sor két

szomszédos elemének Osszege éppen a kozos alsé szomszédjukkal egyezik, mondhatni,
barmelyik elem megkaphatd egy Osszeadédssal a sziileibol. De mi torténik, ha ratériink a

nagysziilok szintjére?

Nézziink egy konkrét példat, hasznaljuk tobbszor az el6z0 dsszefiiggést:

B =) +D)=+©+ )+ =1 +2-()+1-(§)

Tehat itt is megvan a leszarmazas, csak a harom ,,nagysziil6” koziil a kozépso kétszeres sullyal
szerepel. Folytatva a gondolatot, az utols6 sornal eggyel feljebb, a dédsziiléi szintre 1épve

egyszeri behelyettesitéssel ezt kapjuk:

(=1 @+ @+ Q=15+ (1)

Ezen a ponton feltiing lehet, hogy a megjelend egyiitthatok mind a Pascal-haromszog megfeleld

sorabodl szarmaznak.
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5|10 10 5

A

28 56 70|56 |28

2. dbra: A "dédsziild-Gsszefiiggés” a Pascal-hdromszigben
Folytatva a gondolatot, az a sejtéslink alakulhat ki, hogy ha néhany egymés melletti elemet a
Pascal-haromszog megfeleld soranak elemeivel sulyozva 6sszeadunk, akkor megkapjuk a
ko6z0s leszarmazottjukat. Az utdbbi Osszefliggést érdemes szakkdron néhany tovabbi konkrét

példan keresztiil kiprobalni, mieldtt attériink a formalizalasra:

()65 6) (B + =+ () (1) =(1) azres,

Nézziik meg, hogy mi az az explicit gondolat, amely bizonyitja a sejtésiinket! Ehhez el6szor is
cseréljiink ki minden (?) alaku egyiitthatot a vele egyenld (s i I )—re, igy a kovetkezot

kapjuk:

() C+ () Gh )+ () G+ (0)- G o) = ()
Az egyenlOség legegyszerlibben gy indokolhatd, ha egy megfeleld kivalasztasi feladat kétféle
megoldasi modjat tekintjiik: van s darab piros és n darab kék, egymastdl megkiilonboztethetd
golyonk, amelyek koziil k + s darabot vélasztunk a sorrend figyelembevétele nélkiil, a
lehetdségek szamat keresstik. Véalaszoljuk meg a kérdést kétféle modon! A nyilvanvaldé médszer
eredményezi a jobb oldali kifejezést, ez nem igényel kiillondsebb magyarazatot. Ha viszont
esetszétvalasztast végziink a kivalasztott piros golyok szdma szerint, akkor éppen a bal oldalt

kapjuk, tehat az 0sszefiiggeés igaz.

Erdemes még egy 1épést tenni eldre, €s rapillantani arra a specialis esetre, amikor s = n, k = 0.

Ha elvégezziik a behelyettesitést, az alabbi, el6bbinél sokkal kompaktabb formulat kapjuk:

(6) +(3) ++ () =)
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Ismétléses kivalasztas rekurziv és explicit modszerrel

Vizsgalodasunkat kezdjiik megint az alapfeladat egy lehetséges megfogalmazasaval:

., Hat egyforma labdat sorsolnak ki egy nyolcadik évfolyam harom osztalya kézt. Hanyféle
lehet a sorsolas végeredménye? (Ha a 8.4 kap 4 labdat, a 8.B kettot, a 8.C nullat,
kiilonbozik attol, ha a 8.4 kap nullat, a 8.B négyet, a 8.C kettot.)”

A feladatot leginkabb fakultidcion szokas targyalni, mégpedig az explicit szamitasi modot
tanitva. E modszer vazlatosan leirva: jeloljiik az osztalyok elvalasztasat két fiiggdleges vonallal,

a hat labdat pedig hat pluszjellel, és képezziink ezekbdl a jelekbdl 8 hosszu sorozatokat. Minden

8) — 28,

ilyen sorozat megfeleltethetd pontosan egy elosztasnak, igy ezek szama (2

A megoldasi modszer begyakorolhato, de az Otlete egyaltalan nem magétdl értetddd. Nézziik
meg, hogyan oldhatndnk meg a feladatot masként, rekurziv moédon, amely sokkal

természetesebb, akar altalanos iskolas szakkoron is targyalhato.

A feladat rekurziv megoldasanak vazlata: Végezziink esetszétvalasztast aszerint, hogy hany
labdat kap a C osztaly. Ha 0-t, akkor a hat labda hétféle modon oszthat6 el a maradék két osztaly
kozott, hiszen a B osztalynal 1évd labdak szama 0-t6l 6-ig barmi lehet. Ha a C osztaly 1 labdat
kap, akkor hatféle eset van, stb., ha mind a hat labdat a C osztaly kapja, akkor egyféle lehet a
sorsolés. Ezek szerint a végeredmény 7 + 6 + ---+ 2 + 1 = 28.

Az eddigi tapasztalatainkat érdemes megint tabldzatba foglalni, ehhez persze mas

elemszamokra is el kell végezni a gondolatmenetet.

labdak sz.
0 1 2 3 4 5 6 7
0szt. Sz.
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5 6 7 8
3 1 3 6 10 15 21 28 35

Miel6tt tovabblépnénk, felhivjuk a figyelmet arra, hogy a tablazatban megjelenik egy olyan
oszlop, amikor a labdak szdma nulla. Hogy ennek van egyaltalan értelme, az is kérdés, az igenld
valasz elég absztrakt gondolkodast igényel, emiatt ennek az oszlopnak a felirdsa nem is valo
minden csoportba. Viszont érdemes elkezdeni idoben raszoktatni a didkokat, hiszen az alabbi

gondolatmeneten is sokat egyszertsit.
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Folytassuk tovabb vizsgalatainkat, nézziikk meg, hogy mennyi az esetszdm, ha nem hérom,

hanem négy osztaly kdzott osztjuk a labdakat!

A téblazat adatait hasznalva mar konnyen adodik a vélasz a kérdésre. Végezziink a negyedik
(D) osztaly altal kapott labdak szdma szerinti esetszétvalasztast. Ha a D nem kap labdat, akkor
a maradék harom osztaly kozott kell szétosztani mind a hatot, erre 28 lehetdségiink van (lasd a
tablazatot), ha a D egyet kap, akkor 6t labdat kell a harom osztaly kozt szétosztani, ami 21

lehetdség, stb. Az 6sszegzést folytatva kijon végeredményként a 84.

A konkrét példa vizsgalata utan gondoljuk végig, hogy milyen rekurziv eljarast jelent ez az
esetszétvalasztas: az adott mezdbeli értéket gy kapom meg, hogy a mezo felett 1évo sorban

1év6 elemeket Gsszegzem a mezd oszlopaig.

Kapcsoljuk most 0ssze ezt a rekurziv gondolatot az explicit képlettel! Az el6z0 tablazatban az
explicit képlet szerint most is binomidlis egyiitthatok allnak, a megfeleléeket a harmadik sorba

irva:

labdak sz.

0szt. Sz.

Azt kapjuk tehat, hogy (g) + (;) + -+ (g) = (g) ez éppen az el6z6 fejezetben latott

atlotétel egy specialis esete, amelynek egy Gjabb indoklasat kaptuk.

Az osszefliggést egyébként altalanosabban is kimondhatjuk: ha a labddk szdma n, és az

n+k—-1
k

G RV R ) E My

osztalyok szama k, akkor a kiosztasi lehetdségek szama ( ), amibdl azt kapjuk, hogy
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Galton-deszka tiltott Iépéssel

Az eddigiekben ujra és Gjra a Pascal-haromszog 0sszefiiggéseinél talaltuk magunkat. A Pascal-
haromszog elemei jelennek meg a Galton-deszka egyes poziciodihoz tartozo6 valdszintiségekben

is, hiszen az utvonalak szamat egy adott pozicidig egy-egy binomidlis egyiitthatd adja meg.

Igen érdekes az utvonalak szdmanak kérdése akkor, ha a kovetkezoképpen modositjuk a

problémat:

Hanyféle utvonal vezet a Galton-deszka egyes pozicioiba, ha balra guruldst valamilyen
titokzatos okbol mindenképpen jobbra gurulas kovet? Az utvonalakra egyéb megkétést nem

tesziink.

E konnylinek egyéltalan nem nevezhetd feladatnak egy konkrétabb és egyszerlibb variansa
megtalalhat6 az (1) példatarban 243. sorszam alatt, a megoldokotet egyféle megoldast ir le
hozza. Azonban sokkal mélyebbre juthatunk, ha megprobaljuk végiggondolni a feladatot

rekurziv és explicit mddon egyarant.
Rekurziv megkozelités

El6szor is szerezziink tapasztalatot, az egyszeriien végiggondolhat6 esetekben szamoljuk Ossze

a darabszamokat, és készitsiink bel6liik abrat:

o/ S
e il

3. abra: Esetszamok a tiltott lépéses Galton-deszkan 1.

Az Osszes lehetdség 0sszegylijtése elég faradsagos mar az hatodik sor tajan is, emiatt érdemes
valamilyen rekurziv 6sszefliggést keresni. Sajnos a helyzet most sokkal bonyolultabb, mint a
Pascal-haromszognél, mivel tudnunk kell, hogy egy mezdbe érkezd utvonalak koziil hanynak a
zarOlépése jobbra lefelé illetve balra lefelé, hiszen utobbiakat nem lehet balra folytatni (a
tovabbiakban az egyszerliség kedvéért a balra illetve a jobbra 1épés alatt balra lefelé illetve

jobbra lefelé 1épést értiink).

Az elébbi probléma megoldéasa érdekében irjunk két szamot minden mezdre:
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e azelsd, kék szinli szdm azt mutatja meg, hogy hany olyan Ut vezet az adott pozicioba,
amely zarolépése bal iranyu.
e az masodik, piros szinli szdm azt mutatja meg, hogy hany olyan ut vezet az adott

pozicioba, amely zarolépése jobb iranyu.

1

PN
1+0 O0:1
A woF N
0: 0 14 0:1
P W A T A Y
0;0 120 122 0:1
F N S % F N N
0:0 0;0 2 1:3 0;1

Z R F N RS ONF N
0;0 0;0 1210 33 1: 4 0; 1

4. abra: esetszamok a tiltott lépéses Galton-deszkan I1.

Ennek az abranak a soronkénti kitoltése mar elég mechanikus:

e egy adott mezon allo kék szam a jobb felsd szomszéd piros szamaval egyezik, hiszen
az utobbi fels6szomszédbol kell érkezni, viszont az ebbe a felsészomszédba érkezd
utvonalak koziil csak azok jok, melyekben az utolsé 1épés jobbra 1€pés volt;

e cgy adott mezon all6 piros szdm a bal felsé szomszéd két szamanak Osszegével
egyezik, hiszen itt barmelyik bal felsé szomszédba érkezd utvonal jobbra folytatasa

megfeleld.

fgy meg is kaptunk egy megfeleld rekurziot arra nézve, hogy hogyan talljuk meg a feltételnek

megfeleld, adott mezdbe vezetd Gtvonalak szamat. Vizsgaljuk azonban tovabb a problémat!

A konkrét poziciokrol az egyes sorokra attérve észrevehetjiik, hogy egy adott sorba vezetd
Osszes, a feltételeknek megfeleld Utvonalak szama soronként lefelé haladva: 1; 2; 3; 5; 8; 13;
stb. Vajon igaz lenne, hogy az egyes sorokba vezetd utvonalak szdma most nem a kettd
valamelyik hatvanya, ahogy a Pascal-haromszogben, hanem valamelyik Fibonacci-szam? A

valasz igenld, indoka pedig a kdvetkezo.

Vezessen az n-edik sorig Osszesen u, Utvonal. Az Gtvonalakat két csoportba lehet bontani az
utolsod 1épésiik szerint. Az olyan utvonalak szdma, amelyek vége egy jobbra Iépés, éppen u,_4,
hiszen minden (n — 1)-edik szintre mend utvonalat folytathatunk egy jobbra I1épéssel. Ha

viszont az utolso 1épés bal, azt sziikségszerlien jobbra 1épés eldzte meg. Az ilyen Gtvonalak
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mindenképpen az (n — 2)-edik szintrdl érkeznek egy jobb-bal 1épésparral, tehat szamuk u,,_,.
Igaz tehat a problémara az u,, = u,_; + u,_, rekurzio, és mivel a sorozat elsd két eleme 1 ¢€s

2, ezért u,, mindenképpen Fibonacci-szam.
Explicit megkozelités

A dolog még érdekesebbé valik, ha explicit képletet probalunk adni egy adott pozicioba vezeto,

feltételeknek megfeleld utvonalak szamara. Lassunk neki!

Vezessen a keresett pozicidoig n darab jobbra 1€pés és k darab balra 1épés. Jeldlje a jobbra
Iépéseket J, a balra mendeket B. A kérdést ekkor ugy fogalmazhatjuk 4t, hogy hany olyan
n + k hossza, n db J-bdl és k db B-bdl 4ll6 sorozat van, amelyekben nem kdveti egymast két
darab B. Feltételezhetjiik tovabba, hogy k + 1 < n, kiilonben nem kaphatunk megfeleld

sorozatot.

A megfeleld sorozatok szamat a kovetkezo triikkel szamitjuk ki: ragasszunk egy kivételével
minden B betii utan egy J-t. igy lesz k — 1 db BJ egységiink, 1 db B betiink, ésn — k + 1 dbJ
betlink. A BJ egységeket és az egy darab B-t tekintsiik egyformanak, mindegyik helyett
gondoljunk B-re. Ekkor a k db B-bdl és az n — k + 1 darab J-bdl készitsiink sorozatokat

n;l(—l).

tetszéleges modon, erre a lehetdségek szdma a kordban latott modszer szerint (

Az elébb kapott n + 1 hosszi sorozatokbol utolso 1€pésként a sorrendben utolsé B-t cseréljiik
ki B-re, a tobbi B-t pedig BJ-re. Igy mar n + k hosszi sorozatok keletkeztek, amelyekre a
ragasztds miatt teljesiil a kivant feltétel, és az is konnyen ellendrizhetd, hogy az Osszes

megfeleld sorozatot megkaptuk. Osszegezziik eredményiinket:

Allitas: Az n darab jobbra és k darab balra mend 1épéssel elérheté mezSbe vezetd, két egymast

n;l{-l).

kovetd balra 1épést nem tartalmazo utvonalak szdma (

Vessiik 0ssze eredménylinket a korabbi rekurzioval kapott szdmokkal:
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Az als6 sorban a két nullat kovetéen 4ll6 szamok a zart képlet szerint

(2 ‘; 1) , (3 ‘5 1) ' (4 1’ 1) ) (5 -(I)_ 1), amelyek értéke valoban 1, 6, 5, 1.

Mindez pedig akkor valik a még érdekesebbé, ha Osszevetjiik a rekurziv modon kapott
eredményeinket az explicit moédon kapottakkal. Korabban lattuk, hogy a sorokban 1év6 szamok
Osszege mindig Fibonacci-szdm, most pedig az deriilt ki, hogy a sor elemei binomialis

egylitthatok, ezek szerint a megfeleld binomialis egyiitthatok 6sszegei Fibonacci-szamok.

Lassuk, hogy hogyan jelenik meg az el6bbi abra als6 sora a Pascal-haromszogben! Jeloljik ki

a megfeleld egyiitthatokat kék szinnel:

1 1
®\4
\
1:1’
1ﬁlszum\®®

~

1?21353521?@

1 8 28 S 70 5 28 8 1

5. abra: Fibonacci szamok a Pascal-hdromszogben

A megfeleld egylitthatok éppen egy ferde (kék szinii) vonalra illeszkednek, melyek Gsszege
Fibonacci szdm, mégpedig a 13. Tovabblépve, ha a modositott Galton-deszkas feladatban a

kordbban vizsgéltnadl egy sorral lejjebb Iépnénk, az ottani utvonal-eredmények értékei

(g) =4, (g) = 10; (?) = 6; (3) =1. Ezeket szintén felfedezhetjik a Pascal-

haromszogben, a fenti dbran narancssarga vonalakkal és korokkel jeloltiik dket.

Az is kdnnyen végiggondolhato, hogy a kék és narancssarga vonallal parhuzamos egyenesek
mentén 6sszegezve kapjuk az ijabb és tjabb Fibonacci szdmokat, hiszen ezekben az atlokban

talalhaté szamok adjdk meg az el6z6 probléma megoldasait soronként.

fgy egy tjabb Pascal-hdromszogbeli érdekes dsszefiiggésre kaptunk indoklast, mégpedig az

eddigiekhez hasonloan egy probléma rekurziv és explicit megoldasdnak dsszevetésével.
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Befejezés

A rekurziv és explicit modszerek kiilon-kiilon is nagyon érdekesek. Masfajta gondolkodast
igényelnek, ¢s fontos, hogy tehetséges didkjaink eszkoztdranak mindkét fajta megkdzelités a
része legyen. A kétféle megkozelitési moéd azonban nem két kiilonalld eszkdz, hanem
egymassal mély kapcsolatban 1évé gondolatpar. Fontos, hogy az egyes eszkozokkel kapott
megoldasok megsziiletése utdn reflektaljunk az eredményekre, keressiik a kapcsolodasi
pontjaikat, mert azok Osszevetése a mélyebb megértés mellett akar érdekes formuldk indoklasat

is eredményezheti.
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    f  n =  1   5 ⋅    (   1 +  5 2 )  n −  1   5 ⋅    (   1 −  5 2 )  n .


  9 ⋅ 8 ⋅ 7 = 504


  3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 6


  7 ; 5 ; 2 = 7 ; 2 ; 5 = 5 ; 7 ; 2 = 5 ; 2 ; 7 = 2 ; 7 ; 5 = 2 ; 5 ; 7 )


    9 ⋅ 8 ⋅ 7  3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 84 .


    9 ⋅ 8 ⋅ 7  3 ⋅ 2 ⋅ 1 =  (  9 3 )


  28 + 56 = 84


  1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 21 + 28 = 84


   (   n  k ) +  (   n + 1  k ) =  (   n + 1  k + 1 )


  1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 21 + 28 = 84


   (   k  k ) +  (   k + 1  k ) + … +  (   n  k ) =  (   n + 1  k + 1 ) .


   (   n  k ) +  (   n + 1  k ) =  (   n + 1  k + 1 )


   (  8 5 ) =  (    7   4 ) +  (    7   5 ) =  (    6   3 ) +  (    6   4 ) +  (    6   4 ) +  (    6   5 ) = 1 ⋅  (    6   3 ) + 2 ⋅  (    6   4 ) + 1 ⋅  (    6   5 )


   (  8 5 ) = 1 ⋅  (    6   3 ) + 2 ⋅  (    6   4 ) + 1 ⋅  (    6   5 ) = 1 ⋅  (    5   2 ) + 3 ⋅  (    5   3 ) + 3 ⋅  (    5   4 ) + 1 ⋅  (    5   5 )


   (      s   0   ) ⋅  (      n     k ) +  (      s   1   ) ⋅  (    n   k + 1 ) +  (      s   2   ) ⋅  (    n   k + 2 ) + … +  (    s   s ) ⋅  (    n   k + s ) =  (    n + s   k + s )     ( n ≥ k + s ) .


   (      s   l   )


   (      s   s − l   )


   (      s   s   ) ⋅  (      n     k ) +  (      s   s − 1   ) ⋅  (    n   k + 1 ) +  (      s   s − 2   ) ⋅  (    n   k + 2 ) + … +  (    s   0 ) ⋅  (    n   k + s ) =  (    n + s   k + s ) .


  s


  n


  k + s


  s = n ,   k = 0


     (      n   0   ) 2 +    (      n   1   ) 2 + … +    (      n     n ) 2 =  (    2 n   n )


   (    8   2 ) = 28 .


  7 + 6 + … + 2 + 1 = 28 .


   (    2   2 )


   (    3   2 )


   (    4   2 )


   (    5   2 )


   (    6   2 )


   (    7   2 )


   (    8   2 )


   (    9   3 )


   (    2   2 ) +  (    3   2 ) + … +  (    8   2 ) =  (    9   3 ) ,  


  n


  k


   (    n + k − 1   k )


   (    n + k − 1   k ) =  (   k − 1  k − 1 ) +  (   k  k − 1 ) + … +  (   n + k − 2  k − 1 ) .


    u  n


    u  n − 1


  ( n − 1 )


  ( n − 2 )


    u  n − 2


    u  n =   u  n − 1 +   u  n − 2


    u  n


  n


  k


  n + k  


  k + 1 ≤ n


  k − 1


  n − k + 1


  n − k + 1


   (    n + 1   k )


  n + 1


  n + k


   (    n + 1   k ) .


   (    2 + 1   3 ) ,    (    3 + 1   2 ) ,    (    4 + 1   1 ) ,    (    5 + 1   0 ) ,  


   (    4   3 ) = 4 ;    (    5   2 ) = 10 ;    (    6   1 ) = 6 ;    (    7   0 ) = 1 .

