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Toth Tamas

Bajai III. Béla Gimnazium, lexikontotya@gmail.com
Szekcid: Felso tagozat

Eldadas: Egyed Laszlo - Oldjuk meg tobbféleképpen!

Geometria feladatok tobbféle megoldasa

A 65. Ratz Laszlo Vandorgytilésen szamomra Egyed Laszl6 ,,01djuk meg tobbféleképpen!” cimil

szemindriuma volt az egyik leginteraktivabb ¢€s leghasznosabb.

A szeminarium feladatai k6zo6tt tobb geometriai probléma is helyett kapott. Az alabbiakban ezen
példak koziil valasztottam harom feladat tobbféle megolddsdnak bemutatasat. A valasztott példak

a feladatsor 1., 3. és 5. feladata.

Az 1. feladat — amihez abra is késziilt a feladatsorba — a kovetkezd:

Az alabbi abran vazolt ABC haromszég szabalyos. Hatarozd meg az abran lathato gérog
betiivel jelolt szégek nagysdgat, ha tudjuk, hogy =15, az E, C és D pontok egy egyenesre

illeszkednek és AB = BD = EC. (Az dbra csak tdjékoztato jellegii vazlat, nem pontos méretii.)
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1. megoldas:

Az ABC héaromszdg szabalyos, igy AB = BC, és mivel AB = EC, ezért teljesiil, hogy EC = BC.
Tehat az EBC haromszog egyenldszaru haromszog. Ha f = 15°, akkor EBC haromszogben igaz,

hogy & = 15°.

Mivel AB = BC = BD, igy a Thalész-tétel megforditasa alapjan az ACD haromszog derékszogii
haromszog, és a derékszog a C csticsnal talalhato. A C csticsnal az ABC szabalyos haromszog miatt

az ACB<x = 60°, igy ennek potszoge BCD<x =y = 30°.

Mivel ABC«x = 60° és EBCx = 15°, igy ABE<x = 60° — 15° = 45°, Ezért ABF haromszogben az F
csucsnal 1évo szog 180° — (60° + 45°) = 75°, azaz ¢ = 75°.

E, C és D pontok egy egyenesre esnek és ACD haromszog derékszogli haromszog, igy
ACE<«x = 90°, azaz ACE haromszog is derékszogli haromszog. Mivel ABC szabalyos haromszog,
igy AB = AC, valamint AB = EC, ezért ACE haromszog egyenldszaru derékszogii haromszog, mert

AC = EC. Két egyenld nagysagu szogének dsszege 90°, ezért u = 45°.
2. megoldas:

Az ABC haromszdg szabalyos, igy AB = BC = AC és minden szoge 60°-0s. A DBC<« = 120°, mert

ez a sz0g az ABC haromszog kiilso szoge. A DBC haromszog egyenlészaru, mert BC = BD, igy a

180°-120°

haromszog masik két szoge egyenld és = 30° nagysaguak. Igy y = 30°.

BED haromszogben igy ismert két szog. EBD< = 120° + p = 135° és BDE<x = 30°. igy
BED< = 180° — (135° + 30°) = 15°, tehat &€ = 15°.

BFC haromszogben is ismert két sz6g, mert FCB<« = 60° az ABC szabélyos hdromszdg miatt, és
tudjuk, hogy = 15°. A BFC haromszog F csticsanal 1év6 kiilsé szoge egyenld ezen két belsd szog

Osszegével, azaz ¢ = 75°.

FEC haromszog F csucsanal 1évo kiilsoé szoge a ¢ szdg ismeretében AFC< = 180° — 75° = 105°.
Ez a kiils6 szog egyenld az FEC haromszog E és C cstcsanal 1€vo belsd szogek dsszegével. Mivel
e = 15°, igy FCEx = 105° — 15° = 90°, tehat FEC és emiatt ACE haromszdg is derékszogi
haromszog. AC = EC, igy ACE egyenldszaru derékszogli haromszog. Az egyenldszart derékszogl

haromszdogek hegyesszogei 45°-osak, igy u = 45°.
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Az 3. feladat — amihez szintén kertilt 4bra is a feladatsorba — a kovetkezd:

Az ABC derékszogii haromszoget az abran lathato modon harom egyenld szaru haromszogre

osztottuk fel. Mekkorak az ABC derékszogii haromszog hegyesszogei?

B a C

Legyen BCA«x =y, az ABC haromszog AC oldalan a két egyenldszarti haromszog kozos pontja P,

mig a BC oldalon a két egyenldszarti haromszog k6zos pontja legyen Q.

A

1. megoldas:

Mivel PQC haromszog egyenl6szara, igy QPC<x = y. PQC haromszog kiilsé szoge a BQP<,
aminek nagysaga 2y. BQPharomszog is egyenldszaru, igy QBPx = 2y, és BPQ« = 180° -4y a
haromszog belsé szogosszege miatt. A P pontnal 1év6 harom szog dsszege egyenesszog, azaz 180°,
igy a BPA egyenl6szari haromszogben a BPA< = 180° — (180° — 4y + y) = 3y. Igy a szimmetria
miatt BAPx = 3y.

fgy az eredeti ABC derékszogii haromszog két hegyesszogének nagysaga BACx =BAPL = 3y és
BCAx = y. A két szog Osszege 4y, ami a derékszog miatt 90°-kal egyenld a haromszog belsd

o

sz0gosszegére hivatkozva. Ha 4y = 90°, akkor y = % = 22,5°, ennek haromszorosa pedig 67,5°.

Tehat a két hegyesszog nagysaga BAC« = 67,5° és BCA« = 22,5°.
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2. megoldas:

Legyen BAC« = a. Mivel BPA egyenldszari haromszog, igy a BPA< = a a szimmetria miatt.
Ekkor ABP « = 180° — 2a a haromszog bels6é szogosszege miatt. Az eredeti ABC derékszogii
haromszogben a B csticsnal van a derékszog, igy @QBP% = 90° — (180° — 2a) = 2a — 90°. A BQP
haromszog is egyenldszaru, igy BQPX = 2a — 90°. A BQPx a PQC egyenld szara hdromszog
kiilsé szoge, igy a nem mellette fekvd két — azonos nagysagl — szog Osszegével egyenld. Igy

_ 2a-90°

= o —45°,

fgy az eredeti ABC derékszogii haromszog két hegyesszogének nagysaga BACX = o és

BCA< = a—45°. A két szog Osszege 20— 45°, ami a derékszog miatt 90°-kal egyenld a haromszog

bels6 szogosszegére hivatkozva. Azaz 2o — 45° = 90°, igy a = % = 67,5°. Ekkor y = 67,5° — 45°

=22,5°. Tehat a két hegyesszog nagysaga ezzel a megoldassal is BAC« = 67.5° ¢s BCA« = 22,5°.

A feladatsor 5. feladat mar nem a szogekkel kapcsolatos ismeretekre Gsszpontosult, hanem
teriiletszamitasra. Ehhez a feladathoz szintén meg volt adva egy abra is. A feladat szovege a

kovetkezo:

A 6 centiméter és 12 centiméter oldalu négyzetek megfelelé oldalai parhuzamosak és kézés a

kozéppontjuk (lasd abra). Hany négyzetcentiméter a sziirke rész teriilete?

Erdemes az abran a négyzetek csucsait megbetiizni a kénnyebb magyarazat érdekében. Legyenek

a nagyobb négyzet csucsai rendre A, B, C és D, valamint a kisebb négyzet cstcsai E, F, G és H.
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1. megoldas
Az abra alapjan a keresett teriilet a DEBG rombusz és az EFGH négyzet teriiletének kiilonbsége.

Pitagorasz-tétel segitségével kiszamithatd a rombusz két atlojanak hossza, hiszen ezek a két

négyzet egy-egy atlojaval egyeznek meg. A rombusz DB atlojanak hossza a nagyobb négyzet
oldalhosszanak ismeretében DB = v/2 - 12 cm. A révidebb EG atldjanak hossza a Kisebb négyzet

oldalhosszanak ismeretében EG =+/2-6 cm. Igy a rombusz teriilete az 4tlok szorzatanak

, V2:12+v2:6 _ 2:72
szdmolva Tpppg = ———— = —= =72 cm?.

Az EFGH négyzet teriilete Tgrgy = 6% = 36 cm?,

Igy a keresett teriilet nagysaga Tpgpg — Terey = 72 — 36 = 36 cm?.

A kovetkezé megoldashoz érdemes a kisebb négyzet oldalait az E és G csticsnal meghosszabbitani
a nagyobb négyzet oldalaig. Ezaltal — tovabb bontva a fehér teriiletrészeket — négy darab
egybevagd derékszogii haromszog és két 3 cm oldalhosszusagh négyzet alakul ki. Az ijonnan

1étrejovo metszéspontokat is érdemes megbetiizni. Ezek legyenek 1, J, K és L pontok.

K
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2. megoldas

Az éabra alapjan a keresett teriilet az ABCD négyzet és a fehéren hagyott teriiletrészek kiilonbsége.
Ezek a teriiletrészek a négy egybevagod derékszogu EIB, GJB, GKD ¢és ELD haromszog, a két
egybevagd, 3 cm oldalhosszasagi AIEL és GJCK négyzet, valamint a 6 cm oldalhosszasagi EFGH

négyzet.

Az ABCD négyzet teriilete Typcp = 122 = 144 cm?. Az EFGH négyzet teriilete Typoy = 6% =
36 cm?. Az AIEL és GJCK négyzetek teriilete (T-vel jellve) T = 3% = 9 cm?,

A derékszogii haromszogek befogoi rendre 12 —3 =9 cm és 3 cm hossziisaguak. Igy az egybevago

haromszdgek teriilete (t-vel jeldlve) t = 3249 = 13,5 cm?,

Igy a keresett teriilet nagysaga Tagcp — (Tgroy + 2T +4t) = 144 — (36 + 2 - 9 + 4 - 13)5) =
144 — (36 + 18 + 54) = 144 — 108 = 36 cm?.

3. megoldas

A keresett teriilet két egybevagé konkav deltoid teriiletének 6sszege. Igy példaul az EBGF deltoid

teriiletének kétszeresét véve is megkaphat6 a keresett teriiletrész nagysaga.

A konkav deltoid tertilete az atloi szorzatanak felével adhaté meg. Az EBGF deltoid hosszabb — a
deltoid teriiletén kiviil es6 — EG atloja az EFGH négyzet atlojaval egyezik meg. Ez Pitagorasz-
tétel segitségével szamithato ki, nagysiga EG =+/2-6 cm. A rovidebb FB 4tloja egy 3 cm
oldalhosszisagi négyzet atlojaval egyezik meg az ABCD és EFGH négyzetek helyzetének
ismeretében. igy az FB 4tlo hossza FB =+/2-3 cm. Ezek alapjan az EBGF deltoid teriilete

V2:3V2:6 _ 2-18
—— =

TEBGF = = 18 sz

fgy a keresett teriilet nagysaga 2 - Tgggr = 2 18 = 36 cm?.
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TARSUL
Osszegzés

Ezek a geometria feladatok 6sszetettek és nem csupan 2-3 1épésbdl allnak. Ennek ellenére az a
véleményem, hogy az altalanos iskola felsé tagozatan nemcsak szakkoron érdemes feladni ezeket.
Ezek a példak a geometria témakorbol akar egy osszefoglald oran is alkalmasak lehetnek arra,

hogy felidézz¢ék a témakorben tanult ismereteket.

Az 1. és 3. feladat a haromszogek belso és kiils6 szogeivel kapcsolatos ismeretek gyakorlasara és
atismétlésére egyarant alkalmasak. A feladatok megoldadsa soran az egyenldszara és derékszogl
haromszogek egyéb tulajdonsagai — mint a szimmetria vagy a Thalész-tétel — is felelevenitésre

kerilhetnek.

Az 5. feladat pedig a kiilonb6z6 sokszogek teriiletének és azokkal kapcsolatos oldalak kozti
Osszefiiggések ismereteire ad jo terepet. A derékszogii haromszogek mellett a specidlis négyszogek
— négyzet, rombusz, deltoid — ismereteinek gyakorlasara és atismétlésére kivalo ez a feladat.
Eldkeriilnek a szimmetridval és az egybevagosaggal kapcsolatos ismeretek, illetve a konkav
sokszog fogalma is. A Pitagorasz-tétel ismerete tobb megoldas soran is elengedhetetlen volt, igy
nemcsak a geometria témakorében veheté elé ez a feladat, hanem a hatvanyozas és

négyzetgyokvonas gyakorlasa sordn is.

Osszességében a feladatok dsszetettsége és az érintett ismeretek miatt ezek a példék a felsd tagozat
mellett a kozépiskolai ordkon is teritékre keriilhetnek. Eldzetes ismeretekre hivatkozva a
9. évfolyam orain remek gyakorlo példak lehetnek ezek. Az érettségire valo ismétlés gyanant akar

a 12. évfolyamon is alkalmasak lehetnek gyakorlofeladatnak.

Ezek a példak is megerdsitik azt, hogy a geometria kifejezetten jo teriilete a matematikanak arra,
hogy a didksag szamara is vilagossa tegyiik, a feladatokat nemcsak egyetlen modszerrel lehet

megoldani a matematika vilagaban.



