X DU !_UYA! Ratz Laszlé Vandorgydilés, 2026. julius 7-10. Esztergom

Magyar Eszter

Munkahely: ELTE Apdaczai Csere Janos Gyakorld Gimnazium és Kollégium
E-mail: magyar.eszter(@apaczai.elte.hu
Szekcio: kozépiskolai

Konkrét eldadéas/szemindrium: Erdés Gabor: Az algoritmikus gondolkodas fejlesztése

Rekurziv sorozatokkal megoldhaté feladatok
Bevezetés

Dolgozatom kiindulopontjaul az Erddés Gabor eléadasanak algoritmikus gondolatokat,
megoldasi Iépéseket tartalmazd sokszintli és sokszinii feladatsora szolgalt, mellyel olyan absztrakt
fogalmak megértését késziti eld mar felsd tagozatosokkal, mint a rekurzi6 és a teljes indukcio. Az
eldadas ravilagitott, hogyha a didkok képessé valnak egy 0sszetett problémat 6nmagukhoz hasonld
részproblémakra bontani, olyan moddszert kapnak a keziikbe, amellyel igazi, algoritmikus

problémamegoldé folyamatot alkothatnak és szamos (verseny)feladatot sikerrel oldhatnak meg.

Olyan feladattipusokat és modszertani megkdzelitéseket szeretnék Osszegyljteni €s
bemutatni, melyek ezt az algoritmikus gondolkodast igénylik, melyekre a rekurziv sorozatokkal
megoldhat6 feladatok kivalo terepet biztositanak. Szandékom az is, hogy jol hasznalhat6 szakkori
segédanyagot hozzak létre a kovetkezd évben versenyezni szandékoz6 didkjaim OKTV
szakkorére. Az Osszedllitott feladatlap és oOtletgylijtemény célja, hogy a didkok egy ujfajta
megoldasi sémaval talalkozzanak, és tobbféle helyzetben kiprobaljdk a hasonld gondolatokat.
Ebben a feladatsorban (és e dolgozatban) viszont nem cél, hogy a megoldas soran hasznalt rekurziv
sorozatok explicit képletét is meghatarozzuk, de az lenne a tovdbbhaladas természetes iranya, hogy
a mértani sorozatos kozelitéseken keresztiil odaig is eljutunk. A feladatok egy részeéhez kis
applikéciokat is készitettem, amelyek haszndlataval konkrét tapasztalatokhoz is juthatnak a

didkok, miel6tt kiszdmolnank a megoldast.
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Az eldadason elhangzott kezd6 feladat és megoldasa

Egy emeletes haz minden emeletét pirosra, fehérre vagy zéldre festették. Tudjuk, hogy nincs harom
olyan kozvetleniil egymas folott lévo emelet, amelynek mindegyikét fehérre festettek. Hanyféleképp
lehet kifesteni a hazat a szabadlyoknak megfelelden, ha az emeletek szama 77 (kis NMMYV 2018 7/8.)

1. megoldas: rekurziv sorozatokkal az eléadasrol

Jeloljiik a, -nel egy n emeletes haz feladatnak megfeleld szinezései szamat, igy a,-et

keressiik. Vizsgaljuk meg a legfelsé emeletek szinezései szerint a hazat.

A eset: alegfelsO szint nem fehér (tehat kétféle lehet, piros vagy zold): ilyenkor az alatta
1évé n—1 emeletes hdz szabalyos szinezésii, arra tehat a, , lehetdségiink van, a
legfelsd szinttel egyiitt ez 2-a, , darab szinezést jelent.

B eset: alegfelsd szint fehér, de az alatta 1év0 nem az: ilyenkor az utols6 el6tti szintre 2
szinezés lehetséges, és az alatta 1év6 n—2 emeletes hazra pedig a, ,-féle
szinezés, ez Osszesen 2-a, , féle szinezés jelent.

C eset: alegfelsd két emelet is fehér, ilyenkor persze a feliilr6l harmadik nem lehet fehér,
hanem csak kétféle szinli. Alatta viszont a maradék »—3 emelet mar szabalyos
szinezésl, tehat arra a,_, -féle szinezés lehetséges, tehat ebben az esetben Osszesen
2-a, , féle szinezés van.

Mivel a fenti harom eset egymast kdlcsondsen kizard, ezért ezen esetek Osszegével
megkapjuk az Osszes szinezési lehetdséget egy n emeletes hazra, igy adodik a kovetkezd
rekurziv Osszefliggés:

a, =2-a, ,+2-a, ,+2-a,, (han>3).
A harom kezdd értéket konnyen meghatarozhatjuk:

a, =3, az egyemeletes haz mindharom szinezése szabalyos,

.....

a, =3’ —1=26, mert az dsszes variaciobol csak a csupa fehér harom emelet nem jo.
Ezekbdl a rekurziv képlet segitségével meghatarozhatjuk a kovetkezdeket:
a,=2-26+2-9+2-3=76,

as=2-76+2-26+2-9=222,
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a,=2-222+2-76+2-26 =648 és végiil

a,=2-648+2-222+2-76=1892, azaz 1892-féle megfeleld szinezés van.

2. alternativ megoldas: komplementer modszerrel és esetszétvalasztassal

Erdemes

lehet masik fajta megoldas(oka)t is megbeszélni a feladathoz, majd

Osszehasonlitani a médszereket. Példaként alljon egy masik otlet a hazfestéses feladathoz.

Osszesen a hétemeletes hazat (a szabaly melldzésével) 37 =2187 -féleképpen lehet

kiszinezni. Szamoljuk meg a tiltott szinezéseket, amelyekben szerepel legaldbb egy

haromtagt fehér blokk (FFF): csoportositsuk aszerint a tiltott szinezéseket, hogy alulrol
felfel¢ haladva hol kezdddik a legelsé ilyen FFF blokk.

A eset:

B eset:

C eset:

D eset:

E eset:

Mivel a

az FFF a legelsé emeleten kezdddik (vagyis az 1-3. emelet fehér), ilyenkor a
maradék 4 emelet barmilyen szinii lehet, erre 3* =81 lehetdség van.

az FFF a masodik emeleten kezdddik (vagyis a 2-4. emelet fehér), igy az 1. nem
fehér, de a felsé harom szint tetszSleges lehet, erre tehat 2-3° = 54 lehetdség van.
az FFF a harmadik emeleten kezdddik (vagyis a 3-5. emelet fehér), igy a 2. nem
fehér, de az elsé mar barmilyen lehet, de felsé két szint tetszdleges, erre tehat
szintén 3-2-3° =54 lehetdség van.

az FFF a negyedik emeleten kezdddik (vagyis a 4-6. emelet fehér), igy a 3. nem
fehér, de az elsd ketté mar barmilyen lehet és felsé szint megint tetszéleges. Erre
tehat 3°-2-3 =54 lehetSség van.

az FFF az 6todik emeleten kezdddik (vagyis a 5-7. emelet fehér), igy a 4. nem
fehér. Az els0 harom emeleten nem lehet FFF, ezért az els6 harom emelet
szinezésére 3’ —1=26Ilchetéség van, a negyedik emeletre pedig 2, vagyis
Osszesen ilyen esetbdl 26-2 =52 lehetdség van.

legelsd FFF blokk csak ezeken az emeleteken kezdddhet, és megint egymast

ko6lcsonosen kizard esetekre bontottuk a tiltott szinezéseket, ezért 6sszesen

81+54+54+54+52 =295 rossz szinezés van, igy

helyes szinezésbél 37 —295=2187—295 = 1892-féle van.
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Es a tovabb gondolas

Az eldadason elhangzott feladat Otlete nyoman olyan tovabbi példdkat igyekeztem
Osszegyljteni korabbi feladataimbol, amik rekurziv sorozatok bevezetésével konnyebben vezetnek
eredményre, és jol begyakoroltatjak ezt a versenyeken is nagyon hasznos modszert. A kezdépéldak
ismert alapproblémak ebben a témakorben (példaul a Fibonacci-sorozatra vezetd 1€pcséjard
feladat, vagy a 2xn-es méretii téglalap csempézése), ezektdl haladunk az dsszetettebb példak €s

gondolatok felé. Az eléadason hallott 6tletado feladat igy valahova a feladatsor kozepére keriilt.

A 0. feladat és megoldasai

0. Hanyféleképpen juthatunk fel egy 7 lépcsds lépcso tetejére, ha egyszerre 1 vagy 2 lépcsot
léphetiink? (Két lépéssorozat kiilonbozo, ha az egyikben van olyan lépcsdfok, ami a masikban
nem szerepel.)

A feladat vizualizaciojahoz készitettem egy egyszerli applikacidt, amelyben elkészithetiink
ugrassorozatokat, tobbféle modon kodolhatjuk a meglévd kiilonbozd sorozatokat és a didkok
gyakorlati tapasztalatokat gytijthetnek a megolddsokrol, miel6tt kiszamolndk a lehetdségek
szamat: https://nyuszi-a-lepcson.lovable.app/.

1. megoldas - esetszétvalasztassal
Vilasszuk szét aszerint az eseteket, hogy hanyszor 1épiink kettét. Mivel dsszesen 7 1€pcséfok

van, ezért maximum 3-szor 1éphetiink kettot.

7
A eset: 0 db kettes 1€pés, persze ilyenkor 7 db 1-es, ez 1(: [OD lehetdség.

Beset: 1 db kettes 1€pés és 5 db 1-es 1€pés, ezek sorrendje L7 6 -féle lehet.

Ceset: 2 db kettes 1épés és 3 db 1-es 1€pés, ezek sorrendje 5|~ 10-féle lehet.
e " (4 ,

D eset: 3 db kettes 1épés €és 1 db 1-es Iépés, ezek sorrendje 3 =4 -f¢le lehet.

Tehat 6sszesen 1+ 6+10+4 =21-féle 1épéssorozat van.


https://nyuszi-a-lepcson.lovable.app/
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2. megoldas — rekurziv sorozatok bevezetésével

Kezdjiik kisebb 1épcsdk vizsgalataval, sot, vizsgaljunk egyszerre sok esetet! Készitsiik el
az alabbi tablazatot, melyben minden 1épcséfokhoz odairjuk, hogy hanyféleképpen lehet odaig
feljutni 1-es vagy 2-es lépésekkel. A kitdltéshez akar 6sszeszdmolhatjuk modszeresen a 1épéseket
az egyes szinteken, vagy hasznalhatjuk a kombinatorikabdl mar ismert modszert: nézziik meg

honnan érkezhetiink egy adott 1épcsdfokhoz, és adjuk 0ssze az odaig vezetd utak szamat.

1. 1épcso 4. 1épcsé | 5. 1épesd | 6. 1épesd | 7. lépesd
lehetoségek szama | 2 3 5 8 13 21

Ez utobbi gondolat elvezet a rekurziv sorozatos képlethez is, ha a, -nel jeldljiik, hogy

hanyféleképpen lehet feljutni az n-edik 1épcséfokig. A 1épéssorozatokat csoportositsuk aszerint,

hogy milyen az utolsé 1épés benne. Ha 1-esre végzddik, akkor eldtte a,  -féleképpen lehetett
feljutni az n—1 darab 1épcsdre, ha pedig 2-es 1épéssel végzddott, akkor eldtte a, , -féleképpen

lehetett feljutni az n—2 darab 1épcséfokra. Ezek az esetek egymast kdlesondsen kizarjak, igy az
Osszes l1épéssorozat szdmara az alabbi jol ismert rekurziv képlet adodik:

a =a,,+a, , (han>2).

n

Az els6 két értéket meghatarozva (a, =1 és a, =2 ) a sorozat dsszes tagjat megkaphatjuk (mint a
tablazatban), amelybdl a, = 21-féle 1épéssorozat van. Erdemes lehet a sorozatot elnevezni, esetleg

az alternativ szokdsos indexeléssel egyiitt, vagyis hogy itt éppen a, = F,

n+l
A kétféle megoldas egyiittes vizsgalata pedig szépen mutatja a Fibonacci-szamok és a Pascal-

haromszog 4tlos osszegeinek kapcsolatat.

Az 1. feladat és megoldasai
1. Berzsian minden matematikaoran vagy piros pontot vagy fekete pontot kap (pontosan az
egyiket), de azert arra figyel, hogy két fekete pontot ne kapjon egymas utan. Hanyféle sorozata

lehet 7 matekora utan?

1. Megoldas: félbevagds mddszer, nézziik meg a 4. 6rajan 1évo pontot
Ha a k6z¢éps6 épp egy piros pont, akkor az elsé hdrmas és az utolsé harom pont is egymastol

fiiggetleniil 5-féle lehet: PPP, PPF, PFP, FPP és FPF. Ez 5-5 = 25-féle lehetdség. Ha a kozépsod

pedig egy fekete pont, akkor a mellette 1év6 két pontnak pirosnak kell lennie, igy a két elsé és a
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két utolsé pontpar egymastdl fliggetlentiil 3-féle lehet: PP, PF és FP, igy ez 3-3=9 lehetdség.

Tehat Osszesen 9 + 25 =34-féle lehetéség van.

2. Megoldas: algoritmikus modszer

Megint gondolkozzunk egyszerre, szamoljuk ki kisebb esetekre is a feladat kérdését.
Erdemes egy részletesebb tablazatot késziteni, amelyben kiilon szamoljuk az egyes sorozatoknal,
hogy héany darab piros pontra végzoddé és hany darab fekete pontra végzodé van benne. Kis
elemszamokra konnyt akar felsorolassal is megtalalni a darabszamokat. Példaul az els6 6ra 2 db
lehetséges kimenetele koziil 1 db feketére és 1 db pirosra végzddo, a két oranal mar 1 db feketére
végzOdo van (elbtte csak piros lehetett), és 2 db pirosra végzddo lehet (hiszen eldtte barmi lehetett).
A tablazat kitoltésekor hamar észre lehet venni a rekurziv szabélyt a konkrét esetekben: harom
hosszl pontsorozatnal annyi feketére végzddo lesz, mint az kettd ora utani pirosra végzdddekbol
(mert a feketére végzodoeket nem folytathatjuk feketével), és annyi pirosra végz6do, mint amennyi

lehetdség volt a két ora utan, hiszen barmelyiket addigit folytathatjuk piros ponttal.

1 6ra utan 4 ora utan | 5 6ra utan | 6 6ra utan | 7 o6ra utan

feketére végz6d6 sorozatok szama 1 1 2 3 5 8 13

pirosra végzodo sorozatok szama 1 2 3 5 8 13 21

Berzsian osszes lehetséges

. , 2 3 5 8 13 21 34
pontsorozatainak szama

Talan még egyszerlibben lathatd ugyanez a
gondolatmenet (és a helyes megoldas is konnyedén), ha
felrajzoljuk a valasztasaink fagrafjat: ha fekete
pontndl jarunk, akkor onnan csak egyféle
lehetdséglink lesz: piros ponttal kell folytatni, ha
piros pont volt utoljara, akkor onnan barhogy
folytathatjuk. A kovetkezd oOranal annyi
fekete pont lehetdségiink lesz, mint amennyi az eldtte 1évd dran volt a piros pontos lehetdségilink
szama, €s annyi piros pontot fogunk rajzolni, mint az el6z6 szinten 1évd Osszes pontjaink szama.
A téblazat és a fagraf alapjan is feltlinhet, hogy hasonl6 szamokat kaptunk, mint az el6z0, 1€pcsds

feladatnal, konnyen meg is talalhatjuk ugyanazt a rekurziv képletet. Jeloljiik b, -nel, hogy hanyféle



utL

B : Ag !_YQ! Ratz Laszlé Vandorgydilés, 2026. julius 7-10. Esztergom

megfeleld pontsorozata lehet Berzsiannak az n-edik oraig. A sorozatokat a tablazathoz hasonléan
csoportositsuk aszerint, hogy milyen az utols6 pont benne. Ha pirosra végzddik, akkor eldtte

barmilyen n—1-es addig jo sorozat lehetett, ez b, ,-féle lehetdség. Ha pedig feketére végzodik,

akkor el6tte mindenképpen piros pontnak kellett lennie, de az azeldtti n—2 pont barmilyen

megfeleld sorozatot alkothatott: vagyis b, ,-féle ilyen sorozat van. Ezek az esetek egymast

kolcsondsen kizarjak, igy az 6sszes pontsorozatra ugyanaz a rekurziv képlet adodik, mint az el6z6
esetben:

b =b  +b , (han>2).

n—1
Az elsd par tagot kiszdmolva, majd a rekurziv képletet tobbszor alkalmazva adodik ebbdl a

megoldasbol is, hogy b, =34-féle pontsorozata lehet Berzsiannak.

Az is kdnnyen megmutathatd, hogy el6zd két targyalt feladat analdg: a 1épcsds feladat
Iépéssorozatat egyértelmilen meghatdrozza, hogy melyik 1épcsOkre Iéplink ra, vagy hogy
melyikeket hagyjuk ki. Ha a kimaradd 1épcs6fokokndl fekete pontot irunk, és (az utolso
kivételével) amikre ralépiink, azokra pedig pirosat, akkor egy olyan pontsorozatot fogunk kapni,
amiben nem lesz két fekete pont egymads utan (hiszen nem tudunk két egymas utani lépcsdéfokot is
kihagyni). Es Berzsian minden pontsorozata hasonléan meghataroz egy-egy 1épéssorozatot. Persze
mivel az utols6 1épcsére mindenképpen ralépiink, ezért a hétfokos Iépcsoéhoz egy hatdras

pontsorozat tartozik, ezért igy a, =b, =21.

Bar a kovetkezd feladatokhoz is lehetne tobbféle megoldast irni az el6z6 Stletek mintajara,
de a tovabbiakban ettdl eltekintek, és leginkabb a rekurziv sorozatos megoldasok vizsgalatara

fogok szoritkozni.

A 2. feladat és megoldasa

2. Hanyféleképpen fedheto le hézagmentesen és atfedés nélkiil egy 2x7 -es méretii téglalap

a) 2x1-es méretii dominokkal,

b) 2x1-es méretii dominokkal és 2 x 2 -es méretii négyzetlapokkal?

Ehhez a feladathoz is készitettem egy kis jaték-applikaciot: https://csempezos-

feladat.lovable.app/, itt is javasolt jatszani egy kicsit a megoldasok elott.
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Megoldas:
Az a) feladatban jeldljiik Gjra a, -nel egy 2 xn -es téglalap lefedéseinek szamat, és vizsgaljuk
meg, hogy az utolsé csempére (példaul a jobb felsére) milyen dominoét tettiink. Ha fiiggdlegeset,

akkor az el6z6 2x(n—1)-es téglalapot a,_,-féleképpen tudjuk kitdlteni. Ha pedig a jobb felsd

dominora vizszintes dominét tettiink, akkor alatta is csak vizszintes lehet, és igy a maradék

2x(n—2)-es téglalapot a,_,-féleképpen lehet kitdlteni. Amibdl adodik a rekurziv képlet:
a,=a, +a,, (ha n>2). Mivel a =1 és a, =2, ezért ez Gjra a Fibonacci-sorozat (eltolva),
melybdl a, =21-féleképpen lehetséges a csempézés. (Konnyen lehet itt is bijekciot teremteni a

1épcsos feladattal: fiiggdleges dominonal 1 1épesdfokot 1épiink, vizszintesnél 2-t a 1épcsodn.)

A b) feladatban jeloljiik b, -nel a lefedések szamat, és szokdas szerint nézziik meg a jobb felsé
mezOt lefedd csempét. Ha az fliggdleges domino, akkor eldtte b, , lehetdségilink van. Ha az
vizszintes domind, akkor alatta is az van, el6tte viszont b, , -féle csempézést tudunk csindlni.

Hasonléan akkor is, ha a jobb felsd mezdét egy 2x2-es négyzettel fedtiik le. Tehat Gsszesen

b =b ,+2-b , (han>2).
Az els6 két tag konnyen megadhato: b, =1 és b, =3 (két fiiggdleges, két vizszintes vagy egy
négyzet), ezért b, =3+2-1=5, b, =5+2-3=11, by=11+2-5=21, b,=21+2-11=43,

b, =43+2-21= 85-féle lefedés létezik ezekkel a csempékkel.

A 4. feladat és megoldasa

4. Kosarlabdaban, ha egy csapat a labdat a kosarba juttatja, akkor ezzel vagy 1, vagy 2, vagy 3
pontot szerez. Egy mérkozésen a hazai csapat a harmadik perc végén mar 7:3-ra vezetett, a
vendégeknek egyszer sikeriilt a labddt a kosarba dobniuk.

a) Hanyféleképpen alakulhatott ki ez az eredmény, ha a vendégcsapat dobta az utolso
kosarat?
b) Hanyféleképpen alakulhatott ki ez az eredmény, ha csak annyit tudunk, hogy a vendégek
kozben egyszer sem vezettek?
(az alapfeladat Erdds Géabortol, illetve NMMYV 2026. 6/8-as feladata)

Megoldésa:
Mivel a vendégeknek egyetlen kosarat sikeriilt dobniuk, ezért az egyetlen kosaruk 3 pontot

ért. Jelolje a, a lehetséges pontsorozatokat 1, 2 vagy 3 pontos dobasokbol dsszesen n pont
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elérésekor. Az utolsé dobas lehet rendre 1, 2 vagy 3 pontos, ezért az elézdekben leirt érveléssel
adodik az alabbi rekurziv képlet: a, =a, ,+a, ,+a, , (ha n>3).

Hatarozzuk meg az els6 néhany tagot: a, =1 (csak egypontos dobés), a, =2 (két
egypontos vagy egy kétpontos dobas lehet) és a, =4 (lehet 1+1+1, 1+2, 2+1 vagy 3). Ebbdl
a,=4+2+1=7, a;=T7+4+2=13, a,=13+7+4=24 ¢és végil a,=24+13+7=44. Az a)
feladatban elsdként a hazai csapat elészor dob 7 pontot (ezt 44-féleképpen teheti meg), majd a
vendégcsapat bedobja a harompontos kosarat, tehat 44-féleképpen alakulhatott ki az eredmény.

A b) feladatban mar arra is kell figyelni, mikor dobhattdk a vendégek a kosarat: a hazai
csapatnak legalabb 3 pontot kell els6ként szereznie. Ha pont 3 pontot szerzett a vendégkosar eldtt,
akkor arra a, =4 lehetdsége volt, a vendégkosar utan viszont a maradék 4 pontot a, =7 -
féleképpen dobhattdk be. Ebbdl az esetnél tehat a,-a, =4-7 =28 -féleképp érhettek el a 7:3-as
eredményt. Hasonl6an, ha a vendégek 4, 5, 6 vagy 7:0 utan dobtak be a harompontosukat, akkor
rendre a,-a,, as-a,, ag-a, illetve a,-féleképpen johet ki a 7:3-as eredmény. Tehat Osszesen:
a,-a,+a,-a,+as-a,+ag-a,+a, =4-7T+7-4+13-2+24-1+ 44 = 150-féleképp alakulhat ki a

7:3-as eredmény.

5. feladat és megoldasa //

5. Egy bolha wugral az ABC szabdlyos hdaromszog csucsain: minden //
masodpercben ugrik egyet a masik két csucs valamelyikére. Hanyféleképpen f
érkezhet vissza pontosan 7 ugras utan a kiindulasi A csucsba? //’

Megoldésa: A

Jelolje a,,b, és c, azt, hogy az n-edik ugras utan hanyféleképpen juthat a bolha az 4, B

n’=n

illetve C csucsokra. Mivel a B és C csUcs szerepe szimmetrikus, ezért b, =c, . Az 4 cstcsba az n-

edik ugrassal a B-bdl vagy C-bdl érkezhetett, ezért a, =b

n-1

+c,,=2-b,,. A B cslcsba pedig az

n-edik ugrassal B-bdl vagy C-bdl érkezhetett, ezért b, =a, ,+c, ,=a, ,+b, . Felhasznalva az

n-1

elsd Osszefiiggést, adodik, hogy a, , =2-b,_,, igy pedig b, -re megkaphatjuk az alabbi rekurziot:

b =b _ +2-b_, (han>1).
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Vizsgaljuk meg kis ugrasszamokra: b, =0 (mert A csucsbol indul) és b, =1, innen mar a
rekurziv  képletbél: b, =1+2-0=1, b,=1+2-1=3, b, =3+2:1=5, b =5+2-3=11,
b, =11+2-5=21, végiil pedig a, =2-b, =42-féleképpen juthat a bolha 7 ugrassal végiil vissza

az A csucsba.

6. feladat és megoldasa

6. Egy lajhar egy drotbol késziilt kocka A csucsabol indul és minden oraban
atmaszik a kocka egy szomszédos csucsaba a drotvazon. Hanyfélekeppen
juthat el az A csuccsal atellenes G csucsba pontosan 7 lépés alatt?

A feladat modellezésére egy egyszerii webes jatékot is fejlesztettem, ahol
mozgathatjuk a lajhart egy 3D-s kocka vazan, gytjthetjiik a helyes hétlépéses utakat, vagy

véletlenszerli 7 1épéses utat is generalhatunk: https://lajhar-a-kockan.lovable.app. Az app segit

térben t4jékozodni, a konkrét utak megalkotasa és a véletlen utak vizsgalata kozben kdnnyebb lesz

az Osszefliggéseket észrevenni a didkoknak.

Megoldasa:
Erdemes a kocka csucsait ,,szintezni” az A csucstol mért tavolsaguk alapjan az alabbi modon,
hogy ne tul sok rekurziv sorozatot kezeljiink egyszerre.

0. szint: 4 csucs, jelolje a,, hogy n 1épés utan hanyféleképpen érkezhet 4-ba a lajhar.

n?

. A csuccsal szomszédos cstcsok (3 db), jeldlje -, hogy n 1épés A =
4

~

utan hanyféleképpen érkezhetiink az 1. szint valamelyik
cstcsaba. |

G cstieesal szomszédos csticsok (3 db), jeldlje ¢, , hogy n 1épés
utan hanyféleképpen érkezhetiink a 2. szint valamelyik csucsaba. e
3. szint: G csucs, jelolje d, , hogy n 1épés utan hanyféleképpen érkezhet G-be a lajhar.
Ekkor az alabbi rekurziv dsszefiiggéseket tudjuk felirni a lajhar 1épései alapjan:
a,=b, (hiszen A4-ba Iépni minden 1. szinten 1évo csticsbol egyféleképpen lehet),
b,=3-a, ,+2-c,, (azA csucsbol 3 féle uton érkezhetiink az 1. szintre, a 2. szint barmelyik

csucsabol pedig kétféle uton juthatunk az 1. szintre),


https://lajhar-a-kockan.lovable.app/
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¢,=2-b,_,+3-d,_, (azl.szint barmelyik csucsabol kétféle uiton juthatunk a 2. szintre, a G
csucsbol 3 féle uton érkezhetiink a 2. szintre), és

d =c,, (hiszen G-be 1épni minden 2. szinten 1évo csucsbol egyféleképpen lehet).
Innentdl érdemes lehet tablazatban kitolteni a kezdeti értékektdl a rekurzidk alapjan a szintekhez

tartozo értékeket, a részszamitasokat most nem részletezem.

_ 3 6ra utan | 4 6ra utan | 5 6ra utan | 6 ora utan | 7 6ra utan
a, | 0 3 0 21 0 183 0
0 3 0 21 0 183 0 1641
0 0 6 0 60 0 546 0
d, 0 0 0 6 0 60 0 546

Vagyis Osszesen 546 féle olyan cammogassorozata van a lajharnak, amelynél 7 ora alatt ér
el a kocka atellenes csucsaba.

Néhany algebrai 1épéssel megkaphatjuk a d, -re vonatkozo tiszta rekurziot is, mint az el6zd
feladatnal, csak tobb Iépésben. Hasznaljuk az els6 Osszefiiggést a masodikban:

b, (:3-an71 +2-cn71) =3-b ,+2-c,,,
¢és a negyedik Osszefliggést a harmadikban:

¢,(=2b,,+3-d, ,)=2-b,_+3-c,.,,amibdl 2-b, , =c, -3¢, ,.

" _Ec"_l . Ezt felhasznalva az

Toljuk el eggyel az indexeket: 2-b, =c,,, —3-¢c,_,, vagyis b, = %cn
elozdleg kapott b, és c, kozti Osszefliggésben, kapjuk, hogy:

1 3 1 3
—C,—=C,; =3 (— C, . —=C, 4 J +2-c, ,, amelyet atrendezve (és kettdvel szorozva):
2 2

c,,=10-c,,—9-c, ,, amivel egybdl meg is van, hogy d,,, =10-d, —9-d,_, . Ennek indexeit

n+2
visszatolva kapjuk a d, -re a rekurziv Osszefiiggést: d, =10-d, ,-9-d,_, (ha n>3). (Amibdl

egyébként az is latszik, hogy egy adott tag értéke a vele azonos paritasu korabbi elemektdl fiigg,
persze, hiszen a kocka, amin a lajhar cammog, paros graf). Mivel legalabb 3 6ra kell az atellenes

cstcsra éréshez, ezért d, =0 és d, =0, igy a sorozat Osszes paros indexli tagja nulla lesz. A

pératlan indexii tagoknal d, =0, de d, =6 (mert csak azt kell megvalasztunk, milyen sorrendben
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cammogjon a lajhdr a tér harom iranydban egyet). Innen d;=10-6-9-0=60 ¢és

d, =10-60—-9-6 =546, vagyis 546-féle utvonal van.

7. feladat és megoldasa (Purple Comet! versenyfeladat, 2026 HS/13. feladata alapjan)

7. A szamegyenes 1, 2, 3 és 4 pontjan all egy babu. Egy adott pillanatban minden bdabu vagy
egyet jobbra lép, vagy egyet balra, vagy a helyén marad (véletlenszeriien egyenlo esélyekkel,
egymastol fiiggetleniil). Mekkora a valosziniisége, hogy a kor végén egyik babu sem all
ugyanazon a helyen, azaz nem lesz ,,torlodas”?

-

-

0

A feladat modellezésére egy egyszerli webes jatékot is fejlesztettem, ahol véletlengenerator

-+ 5

segitségével mozog a négy babu, és a program meghatirozza a torlédasmentes 1épések relativ

gyakorisagat: https://torlodas-a-szamegyenesen.lovable.app/. Ennél a feladatnal is hasznos lehet

a valosziniliség meghatarozasa eldtt személyes tapasztalatot gytijteni, vizualizalni a 1épéseket.

Megoldasa:
Altalanositsuk a feladatot, alljon n babu a szdmegyenes 1, 2, 3, ..., n pontjan, mozogjanak a fenti
feladatnak megfelelden. Jelentse a, az Osszes jO (torlodasmentes) mozgasi lehetdségek szamat az
n babu esetén. Valasszuk szét az eseteket a baloldali, 1-es mezdn 4116 babu (legyen innentdl piros)
mozgasa szerint: legyen b, eset, amikor a baloldali még balra 1ép, és ¢, olyan eset, amikor a
baloldali babu nem 1ép ki balra. Igy persze

a,=b +c,.
Ha a baloldali piros babu balra kilép (a 0-ra), akkor a maradék n—1 babu torlodasmentesen
a, ,-féleképpen tud mozogni, tehat b, =a, ,.
Nézziik meg, hogyan lehet, hogy a baloldali bidbu nem 1ép ki balra, azaz hogy johet ki a c,

lehetdség. Ha a baloldali piros babu helyben marad, akkor a fennmaradé n—1 babu koziil a
baloldali (kék) nem léphet ki balra, erre tehat c,_ -féle lehetdség van. Ha pedig a piros jobbra lép
a kék helyére, akkor még mindig két lehetdséget kell vizsgalnunk: ha a kék belép a piros helyére
(vagyis csak helyet cseréltek), akkor a maradék n —2 babu ugy 1ép, hogy koziiliik a baloldali (z61d)
nem léphet balra, ez tehat ¢, , lehetdség. Ha pedig a piros és kék is jobbra Iépett, akkor onnantol
minden tovabbi babunak jobbra kell 1épnie, ez tehat 1 lehetdség. Ezekbdl a kdvetkezd rekurziv
képlet adodik:
c,=c,,+tc,,+1(han>2).


https://torlodas-a-szamegyenesen.lovable.app/
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Vagyis a, =a, ,+c, és c,=c, ,+c,,+1 rekurziokat kaptuk a problémara. A kezdeti értékek
konnyen meghatarozhatok: a, =3 (egy babu barhova léphet torlodasmentesen), ¢, =2 (de csak

két helyre ugy, hogy nem 1ép balra). Két babunal akar akkor, ha a baloldali a helyén marad vagy
akar akkor is, ha jobbra 1ép, mindkét esetben a masik babu két helyre 1éphet, igy ¢, =4 . Innentdl

egy szokdsos tablazatba foglalva az adatokat, els6ként meghatarozhatjuk ¢, értékeit, majd azutan

a,-tis.

a, 3 7 14 26
c, 2 4 7 12

Mivel a 4 babu mindegyike egymastol fiiggetleniil 3-3 irdnyban Iéphetett, ezért Osszesen

3*-féle 1épéssorozatuk volt. Ebbél a tablazat alapjan 26 olyan, amikor nem alakul ki torlodas,

. (o, 20
szoval ennek a valdszinilisége TR

Még egy érdekességet fel lehet fedezni a feladatban: ha a ¢, -re kapott rekurzional mindkét
oldalhoz egyet hozzaadunk, akkor ezt a nagyon ismerdsnek latszo Osszefiiggést kapjuk:
c,+1=c, ,+1+c, , +1. Vezessiink be 0j jelolést ¢, +1-re, legyen d, =c, +1, és ekkor a rekurzid
egyenletére ezt kapjuk: d, =d,  +d, ,. Mivel d, =c,+1=3 és d, =c, +1=35, ezért d, sorozata

Fibonacci-sorozat eltoltja, igy d, = F, ;, vagyis ¢, = F,,, —1.Innen a, sorozatra is kaphatunk egy

n+3

szebb zart alakot, ha visszairjuk a rekurzigjdba c, -t, aztan még egy kicsit alakitunk rajta:

a,=a,  +F ,—1.Ebbdl
a,=a,+F,—1,

a,=a,+F,—l1=a+F,-1+F-l=a +F+F, -2,
a,=a,+F,-1=a, +F,+F,-2+F —-l=a +F,+ F,+ F, -3, és igy tovabb:
a,=a,+F,+F,+.+F ,—(n-1).

Mivel a Fibonacci-sorozatban £+ F, +...+ F, = F

n+2

-1, ezért
a, =a+F —1—(F1 +F,+F, +1~';)—(n—1):3+Fn+5 -1-7-(n-1)=F, .—4-n.

n

(Es valoban, igy a, = F, —4—4=34-4-4=26))
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Osszegzés

A fenti feladatlappal és a megoldasokkal olyan feladatsort szeretnék létrehozni, mely
egyszertibb példakkal kezdetben begyakoroltatja, majd dsszetettebb példakon keresztiil mutatja be
a triilkkosebb megoldasokat arra, hogy hogyan érdemes rekurziv sorozatokkal kiilonb6zo

problémakat modellezni. A kévetkezd évben egészen biztosan kiprobalom majd.

Felhasznalt forrasok:

Ujhazy Marton: Bolyongasok az oktaéderen ;
Erdos Gabor: Az algoritmikus gondolkodas fejlesztése (2026. RLV) el6adasarol
e a2018. évi Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny hetedik osztalyos 8. feladata és
e a2026. évi Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny hatodik osztalyos 8. feladata ;
A Purple Comet 2026-0s High School feladatsoranak 13. feladata ;


https://drive.google.com/file/d/1GHHWs5VmIPiAi63Y-YM9Re7oROy_OBi9/view
http://www.nmmv.hu/viii_nmmv/pdf/viii_nmmv_feladatok_mo_6.pdf
https://purplecomet.org/contest/2026/HS

utL
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Mell¢éklet: a feladatlap

TALALD MEG A (Z ALGO)RITMUST

0. Hanyféleképpen juthatunk fel egy 7 1épcsds 1€pcso tetejére, ha egyszerre 1 vagy 2 1épcsot
1éphetiink? (Két 1épéssorozat kiilonb6zo, ha az egyikben van olyan 1épcs6fok, ami a masikban
nem szerepel.)

1. Berzsian minden matematikadran vagy piros pontot vagy fekete pontot kap (pontosan az
egyiket), de azért arra figyel, hogy két fekete pontot ne kapjon egymas utdn. Hanyféle sorozata
lehet 7 matekora utan? Toltsétek ki a tablazatot!

1 6ra utan 4 6ra utan | 5 6ra utan | 6 ora utdn | 7 ora utan

feketére végz0do sorozatok szama

pirosra végz6do sorozatok szama

Berzsian osszes lehetséges
pontsorozatainak szama

2. Hanyféleképpen fedhetd le hézagmentesen ¢€s atfedés nélkiil egy 2 x 7 -es méretii téglalap

a) 2xl-es méreti dominokkal;

b) 2x1-es méretii domindkkal és 2 x 2 -es méretli négyzetlapokkal?

3. Egy hétemeletes haz minden emeletét pirosra, fehérre vagy zoldre festették.
a) Hanyféleképp lehet kifesteni a hazat ugy, hogy ne legyen két kozvetleniil egymas folott
1évo fehér emelete?
b) Hanyféleképp lehet kifesteni a hazat ugy, hogy ne legyen harom kozvetleniil egymas
folott 1évo fehér emelete?

4. Kosarlabdaban, ha egy csapat a labdat a kosarba juttatja, akkor ezzel vagy 1, vagy 2, vagy 3
pontot szerez. Egy mérkdzésen a hazai csapat a harmadik perc végén mar 7:3-ra vezetett, a
vendégeknek egyszer sikertilt a labdat a kosarba dobniuk.

a) Hanyféleképpen alakulhatott ki ez az eredmény, ha a vendégcsapat dobta az utolso
kosarat?

b) Hanyféleképpen alakulhatott ki ez az eredmény, ha csak annyit tudunk, hogy a vendégek
kozben egyszer sem vezettek?
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5. Egy bolha ugrdl az ABC szabalyos haromszog csucsain: minden
masodpercben ugrik egyet a masik két csucs valamelyikére. /
Hényféleképpen érkezhet vissza pontosan 7 ugras utan a kiindulasi 4

csucsba? /
4, A C

Egy lajhar egy drotbol késziilt kocka 4 csticsabol indul €s minden 6raban
atmaszik a kocka egy szomszédos csucsaba a drotvazon.
a) Toltsd ki az alabbi tablazatot, hogy az A csucstol kiilonbozo

tavolsadgokra 1évé helyekre hanyféleképpen juthat el a lajhér az

adott 6ra végén!

b) Hanyféleképpen juthat el az A4 cstccsal atellenes G cslicsba

pontosan 7 1épés alatt?

A cstcsba

1 tavolsagra

2 tavolsagra

3 tavolsagra

7. A szamegyenes 1, 2, 3 és 4 pontjan all egy babu. Egy adott pillanatban minden babu vagy
egyet jobbra 1ép, vagy egyet balra, vagy a helyén marad (véletlenszeriien egyenld esé¢lyekkel,
egymastol fliggetleniil). Mekkora a valdszinlisége, hogy a kor végén egyik babu sem all
ugyanazon a helyen, azaz nem lesz ,,torlodas”?

n )
: ia
1

\




