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Szeminarium cime: Tehetséggondozas a geometridn keresztiil
A haromszog beirt és hozzairt koreihez kapcsolddo feladatok

A tehetséggondozas soran gyakran sziikségessé valik az interneten fellelhetd, sok esetben ide-
gen nyelvi szakirodalom haszndalata. A tanuldk fejlédésének tamogatasa mellett ezért a peda-
gbgus folyamatos 6nképzése is kiemelt jelentdségii. Ha olyan szakmai anyaggal talalkozunk,
amely a kitlizott feladatok megoldésait nem kozli, érdemes ezeket 6nalldan kidolgoznunk. Ez
nemcsak a tanar szakmai fejlédését segiti, hanem kdvetendd példat is mutat a didkoknak: a

kitartd gondolkodas és a megoldaskeresés igénye Oket is jobb teljesitményre 6sztondzheti.

Jelen dolgozat alapjaul Yufei Zhao Three Lemmas in Geometry cimi, egy 2010-es téli mate-
matikai felkészitd tdborra készitett szakmai anyaga szolgal. A dolgozat a publikaci6 elsd, Di-
ameter of Incircle cimi fejezetéhez kapcsolddik. Ebben a szerz6 ismertet egy fontos geomet-
riai lemmat, majd annak alkalmazasahoz feladatokat tliz ki. Ezek koziil tobb kivalasztott fel-
adat altalam kidolgozott megoldasat mutatom be. A feladatok és megoldasaik elsdsorban ha-

lado6 szintli tehetséggondoz6 matematikaszakkorok anyagat képezhetik.
A felhasznalt anyag elérhetd: https://yufeizhao.com/olympiad/three geometry lemmas.pdf.

Mindenekel6tt 6sszefoglalok néhany konnyen igazolhato, a késobbi feladatokhoz kapcsolddo,

ugyanakkor nem feltétleniil kdzismert tényt.

1. tény: Jeldlje az ABC haromszog beirt korének a BC oldallal valé érintési pontjat Y, az A
csuccsal szemkozti hozzairt korének a BC oldallal vald érintési pontjat pedig X. Ekkor

BY = (X, vagy ezzel ekvivalens méodon BX = CY.
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2. tény: Az X pont keriiletfelez pont abban az értelemben, hogyazA — B — X ésA—C — X

torottvonalak hossza egyenlo.

3. tény: A beirt kor egy T pontja akkor és csak akkor a kdrnek a BC oldaltol vett legtavolabbi

pontja, ha T az AX félegyenesnek az A-hoz kozelebbi metszéspontja a beirt korrel.

4. tény: A haromszog masik két oldaldn is az X ponthoz hasonl6 keriiletfelezd pontokat ka-
punk. Ha a haromszdg minden csucsat 6sszekotjiik a szemkdzti oldalan talalhaté kertilet-
felezo ponttal, akkor a Ceva-tételbdl kovetkezden az igy kapott harom szakasz egy pontban

metszi egymadst. Ezt a pontot a haromszdg Nagel-pontjanak nevezziik.!

Az alabbi abra az eldzdekben ismertetett négy tényt szemlélteti.

! Christian Heinrich von Nagel (1803—1882) német matematikus.
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1. feladat. Legyen ABCD egyenl6 szaru trapéz, ahol AB || CD. A BCD haromszdg beirt kore

érintse a CD oldalt az E pontban. Jeldlje F a DACX bels6 szogfelez6jének azt a pontjat,

melyre EF L CD. Az ACF haromszdg koriilirt kore a CD egyenest a C ponton kiviil még

a G pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy az AFG haromszog egyenld szart. (USAMO,

1999)

Megoldas. Készitsiink abrat. Jelolje Q az ACF haromszog koriilirt korét, H pedig az AD egye-

nes ¢és az () kor A-t61 kiilonb6zé metszéspont;jat.

e

G S

A

Legyen Y az ACD haromszog beirt korének, X pedig az A csticcesal szemkozti hozzairt korének

CD-n fekvo érintési pontja. Jeloljiik ez utdbbi kort k-val. A szimmetria folytan DY = CE. Az

1. tény szerint DY = CX, igy CE = CX, vagyis E = X. Tehat E a k kor CD-n fekvé érintési

pontja.
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A k kor kézéppontja egyrészt az EF félegyenesen, masrészt a DACX szog belso szogfelezdjén

helyezkedik el. E két félegyenes metszéspontja F, ezért F a k kor kdozéppontja.

Mivel A, D, H, valamint G, D, C kollineérisak, tovabba DF felezi a CDH< szdget, ezért

ADF& = ADCX + CDF« = GDHX + HDF« = GDF<. (D

Masrészt G, D, C kollinearisak, ezért FGD< = FGC<. Mivel GACF hurnégyszog, az FGCX és
FAC< azonos iven nyugvo keriileti szogek, kovetkezésképpen azonos nagysaguak. Tovabba

AF felezi a DAC< szbget, igy
FGD<« = FGCx = FACx = FAD<. (2)

Az (1) és (2) alapjan a DFG és DFA haromszogek két-két megfeleld szoge egyenld, a DF
oldal pedig kozos. A két haromszog tehat egybevago, ezért FG = FA, vagyis az AFG harom-

sz0g egyenld szaru.

2. feladat. Legyen ABC olyan haromszog, amelyre AB + BC = 3AC. Jeldlje I a haromszog
beirt korének kdzéppontjat. A beirt kor az AB, illetve a BC oldalt rendre a D, illetve az E
pontban érintse. Legyen K a D pont, L pedig az E pont /-re vonatkozé tiikdrképe. Bizo-
nyitsuk be, hogy az ACKL négyszég hurnégyszog. (IMO Shortlist, 2005)

Megoldas. Készitsiink 4brat.
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Vezesslik be a szokasos jeloléseket: a = BC, b = CA, ¢ = AB, és jeldlje s a haromszog félke-
riiletét. A feltétel alapjan

_a+b+c_3b+b_
ST TT o T

A 2. és 3. tény alkalmazasat az alabbi abra szemlélteti.

G a CK félegyenes és az AB oldal, H pedig az AL félegyenes és a BC oldal metszéspontjat
jeloli.

A 2.¢és 3. tény alapjan AG = s — b = b = AC, valamint CH =s —b = b = CA. Ezért a GCA

¢s az AHC haromszogek egyenl6 szaruak.

Jelolje a haromszog szogeit szokasos modon rendre «, 5, y. Ekkor

LACx = HAC% = 90° — g (3)
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Tovabba AG = AC, ezért az AGC haromszog egyenlo szaru, és mivel G az AB oldalon fekszik,
£GAC = a. gy

a
AGC<x = ACG<x = 90° — 7
Mivel K, G, C kollinearisak, ezért
a
KGDx = AGC<x = 90° — 7

Masrészt KD L AB, tovabba A, D, G kollinearisak, igy GDK<« = 90°. Kovetkezésképpen

GKD< =
-2

Tovabba IK = IL ¢és KIL« = 180° — S, igy IKL« = g Ennélfogva

B .o V
+§—90 - —. 4)

GKL% = GKD« + IKLx = >

NI R

A (3) és (4) osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy
LAC« = GKL<.

Mivel C, K, G ebben a sorrendben kollinearisak, ezért

LACx + LKCx = 180°,
tehat az ACKL négyszog hurnégyszog.

3. feladat. Legyen az ABC haromszdg beirt kore w, amely a BC és az AC oldalt rendre a D,
illetve az E; pontban érinti. Valasszuk meg a D, € BC ¢és E, € AC pontokat gy, hogy
CD, = BD, és CE, = AE,. Az AD, és BE, szakaszok metszéspontjat jelolje P. Az w kor
¢és az AD, szakasz két metszéspontja koziil jelolje Q az A-hoz kozelebbit. Bizonyitsuk be,

hogy AQ = D,P. (USAMO, 2001, 2. feladat)

Megoldas. Vezessiik be a szokdsos jeloléseket: a = BC, b = CA, ¢ = AB; jeldlje s a hdrom-

szog félkeriiletét, r a beirt kor sugarat, 7, pedig az A csticcsal szemkozti hozzairt kor sugarat.

Jelolje X az A csuccsal szemkozti hozzairt kornek a BC egyenesen fekvd érintési pontjat. Az
1. tény szerint CX = BD,. Mivel CD, = BD,, ezért CX = CD,, vagyis X = D,. Hasonlokép-

pen E, a B csuccsal szemkozti hozzairt kornek az AC oldalegyenesen fekvo érintési pontja.
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Készitsiink abrat, amely mar magaban foglalja az eddigi megallapitasainkat is.

Mivel az ABC haromszog teriilete egyrészt rs, masrészt 1, (s — a), ezért

s s

r s—a

Ez éppen annak az A kdzéppontu hasonldsagnak az ardnya, amely a beirt kort az A cstcesal

szemkozti hozzairt korbe viszi. Ez a hasonlosag a Q pontot D,-be képezi, igy

AQ _s—a
AD, s

(5)

Most alkalmazzuk a Menelaosz-tételt az AD,C haromszogre €s a B, P, E, pontokon athaladé

egyenesre:

CB D,P AE, _
BD, PA E,C
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CB=a, BD,=s—c, AE, =s—c¢, E,C =s —a,

ezeért

. . =1 ——=
s—c PA s—a PA a

a D,P s—c D,P  s—a

Ez azt jelenti, hogy valamely A > 0 szamra D,P = A(s — a), PA = Aa. Mivel P az AD, sza-
kasz bels6 pontja, igy AD, = AP + D,P = Aa + A(s — a) = As. Ennélfogva
D,p A(s—a) s—a
AD, As s

(6)

Az (5) és (6) Osszefliggésekbol
AQ  D,P
AD, AD,’

tehat AQ = D,P.

4. feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy nem szabalyos haromszog beirt korének I kozéppontja,
S sulypontja és N Nagel-pontja kollinearisak, tovabba S az IN szakasz I-hez kozelebbi
harmadolopontja. Ezt az egyenest a haromszog Nagel-egyenesének nevezziik.

Megoldas. Készitsiink abrat az el6z6 feladat jeloléseinek felhasznéalasaval. Legyen F, a D;D,

szakasz felezOpontja. A 4. tény alapjan az AD, és BE, szakaszok metszéspontja a haromszog

Nagel-pontja; jeloljiik ezt N-nel. Az NI és az AF, egyenesek metszéspontja legyen P.

A
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Az el6z0 feladat eredménye szerint
AQ = ND,. (7)

Mivel 4, Q, N, D, egy egyenesen helyezkednek el, tovabba Q és N egyarant az AD, szakasz

belsd pontja,
AD, = AQ + QD, = AN + ND;,.
Az AQ = ND, egyenldségbdl ezért
AN = QD,. (8)

Korébban megallapitottuk, hogy D, az A csticcsal szemkozti hozzairt kor BC oldalegyenessel
vett érintési pontja, vagyis a 3. tényben szerepld X pont. Mivel Q az AD, félegyenesnek az A-
hoz kozelebbi metszéspontja a beirt korrel, a 3. tény alapjan Q a beirt kornek a BC oldaltol vett
legtavolabbi pontja.

Mivel D; a beirt kor és a BC oldal érintési pontja, a Q D, szakasz a beirt kor atmérdje, ezért [

a QD, szakasz felezopontja. A CD, = BD; egyenldség miatt
BD1 + BDZ = CDZ + BDZ = BC
Abbol pedig, hogy F, a D, D, szakasz felezOpontja, kovetkezik, hogy

_BD, +BD, BC
z2- 2 T2

vagyis F, a BC oldal felez3pontja is egyben. igy a Q D, D, haromszdgben I F, kézépvonal, tehat

1

A (8) 0Osszefiiggés alapjan ebbdl
1
IF, || AN és IF, = EAN' 9
Az AN és az IF, egyenesek parhuzamossaga miatt a PAN és PF,1 haromszogek hasonlok. A

(9) osszefiiggésbol kovetkezik, hogy

AP PN AN _
PF, Pl IF,

9
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Mivel F, a BC oldal felez6pontja, az AF, szakasz az ABC haromszog sulyvonala. A P pont ezt
a stlyvonalat az A csucstol szamitva 2 : 1 ardnyban osztja, ezért P a haromszdg stulypontja,

vagyis P = §S.
Mivel P az IN szakaszon helyezkedik el, az I, S és N pontok kollinearisak, tovabba

IS:SN = [P:PN =1:2,

tehat S az IN szakasz [-hez kdzelebbi harmadoldpontja.

5. feladat. Adott a sikon egy w kor, az w kort érintd e egyenes, valamint az e egyenes egy M
pontja. Hatarozzuk meg azoknak a P pontoknak a mértani helyét, amelyekhez léteznek
olyan Q és R pontok az e egyenesen, hogy M a QR szakasz felezépontja, és w a PQR
haromszog beirt kore. (IMO, 1992).

Megoldas. Jelolje D az w kor €s az e egyenes érintési pontjat, E pedig a kor D-vel atellenes
pontjat. Legyen F a D pont M-re vonatkozo6 tiikorképe, vagyis M a DF szakasz felez6pontja.
Megmutatjuk, hogy a keresett mértani hely az FE félegyenes E-n tuli része.

P
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Tegyiik fel eloszor, hogy P megfeleld pont, és Q, R az e egyenes olyan pontjai, amelyekre M
a QR szakasz felezOpontja, tovabba w a PQR haromszog beirt kore. A PE egyenes az e egye-
nest messe F’-ben. A Q és R pontokat gy jeldljiik, hogy D a QM szakaszon helyezkedjen el.
Ekkor az e egyenesen a pontok sorrendje Q, D, M, F', R.

Mivel E a beirt kornek a QR oldaltdl legtavolabbi pontja, a 3. tény alapjan F' a QRP haromszdg
P csuccsal szemkozti hozzairt korének a QR oldalegyenesen fekvo érintési pontja. Az 1. tény-

bol ezért kovetkezik, hogy
QD = RF'.

Masrészt M a QR szakasz felezOpontja, tehat

QM = MR.

Ezeket felhasznalva kapjuk, hogy
QM = QD + DM = RF' + DM,
valamint
QM = MR = MF' + F'R.

Azt kaptuk tehat, hogy DM = MF'. Ez azt jelenti, hogy M a DF' szakasz felezépontja. Az e

egyenesen azonban D-nek M-re vonatkozoOan egyetlen tiikorképe van, ezért F' = F.

Kovetkezésképpen P, E és F kollineérisak. A 3. ténybdl a pontok F, E, P sorrendje is kovetke-
zik, ezért P az FE félegyenes E-n tali részén helyezkedik el.

Térjlink r4 a megforditasra. Legyen ezért P az FE félegyenes E-n tuli tetszoleges pontja. A P-
bdl az w korhdz huzott két érintd az e egyenest Q-ban, illetve R-ben messék. A Q és R jelolést
ugy valasztjuk, hogy a pontok sorrendje az e egyenesen Q, D, M, F, R legyen. Az w kor mind-
harom oldalegyenest érinti, és a PQR haromszdg belsejében helyezkedik el, ezért a haromszog

beirt kore.

Mivel E a kornek az e egyenestdl legtavolabbi pontja, és a PE egyenes az e egyenest F-ben
metszi, az 1. és a 3. tény alapjan
QD = RF.
11
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Mivel F definicioja szerint D és F egymas M-re vonatkozo tiikorképei, ezért DM = MF, igy
QM = QD + DM = RF + FM = RM,

vagyis M a QR szakasz felez6pontja. Ezért az FE félegyenes E-n tili részének minden P pontja

megfelel a feltételeknek. A keresett mértani hely tehat az FE félegyenes E-n tali része.

6. feladat. Legyen az ABC hegyesszogli haromszog magassagpontja M, beirt korének kozép-
pontja I, koriilirt korének kozéppontja pedig 0. Erintse a beirt kor a BC oldalt a K pontban.
Tudjuk, hogy 10 parhuzamos a BC oldallal. Bizonyitsuk be, hogy AO parhuzamos MK -

val. (Tournament of Towns, 2003, 6szi forduld)

Megoldas. Készitsiink abrat. Jelolje E a beirt kor K-val atellenes pontjat, vagyis legyen KE a
beirt kor atmérdje. Az AE egyenes a BC oldalegyenest messe D-ben. Jeldlje tovabba F a BC
oldal felezépontjat, S pedig az ABC haromszog sulypontjat.

A
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Mivel E a beirt kor BC oldaltol legtavolabbi pontja, a 3. tény alapjan D az A csticshoz tartozo
hozzairt kor BC oldalegyenessel vett érintési pontja. Az 1. ténybdl ezért
BK = CD.

Mivel F a BC oldal felezOpontja, igy a fenti egyenldségbdl kovetkezik, hogy
FK = FD,

tehat F a KD szakasz felezpontja.

A K érintési pont miatt /K merdleges BC-re. Mésrészt O rajta van a BC oldal felezémerd-
legesén, ezért OF is merdleges BC-re. A feladat feltétele szerint 10 parhuzamos BC-vel, ezéltal

KF-nel is. igy a KIOF négyszog téglalap.

Fejezziik ki helyvektorok nyelvén azt, hogy a KIOF négyszog téglalap:

- -

—Il=f-k=08=10+f—k.

Mivel az I pont KE-t, F pedig KD-t felezi, igy

Tehat O az ED szakasz felezOpontja. Mivel A, E, O és D kollineérisak, igy az AO és az AE
egyenesek egybeesnek.

Tekintsiik most a S kozéppontl, —2 aranyu kozéppontos hasonldsagot. Ez a hasonlosag F-et
A-ba, illetve O-t M-be képezi (utdbbi az Euler-egyenes tulajdonsagabol adddik). Kovetkezeés-
képpen

AM = 2-FO.
A KIOF téglalapban FO = IK, mig KE = 2 -IK. Ebbdl kapjuk, hogy
AM = KE.

Az AM és a KE szakaszok egyarant merdlegesek BC-re, tehat parhuzamosak is. igy az AMKE

négyszog paralelogramma, ezért

13
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MK || AE.
Mivel az AE és az AO egyenesek egybeesnek, végiil

MK | AO,
amit bizonyitani kellett.

Osszegzés: A bemutatott feladatok jol szemléltetik, hogy a haromszog beirt és hozzairt korei
kozotti egyszerli Osszefliggések miként alkalmazhatok Osszetettebb geometriai problémak
megoldasaban. A felhasznalt forrasban szamos tovabbi kitlizott feladat, valamint két masik
geometriai lemma is taldlhat6, igy az anyag még sok lehetdséget kinal az 6nallo gondolkodasra
¢s a szakkori munkara. Mindez egyarant hozzajarulhat a pedagégus szakmai fejlédéséhez, va-

lamint a tanulok problémamegoldo és bizonyitasi készségének fejlesztéséhez.
Irodalomjegyzék
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  G K D ∢ =   𝛼 2 ​ .


  I K = I L


  K I L ∢ =  180 ∘ − 𝛽


  I K L ∢ =   𝛽 2


     G K L ∢ = G K D ∢ + I K L ∢ =   𝛼 2 +   𝛽 2 = 90 ° −   𝛾 2 . #  ( 4 )


  ( 3 )


  ( 4 )


  L A C ∢ = G K L ∢ .


  C , K , G


  L A C ∢ + L K C ∢ =  180 ∘ ,


  A C K L


  A B C


  𝜔


  B C


  A C


    D 1


    E 1


    D 2 ∈ B C


    E 2 ∈ A C


  C   D 2 = B   D 1


  C   E 2 = A   E 1


  A   D 2


  B   E 2


  P


  𝜔


  A   D 2


  Q


  A


  A Q =   D 2 P


  a = B C


  b = C A


  c = A B


  s


  r


    r  a


  A


  X


  A


  B C


  C X = B   D 1


  C   D 2 = B   D 1


  C X = C   D 2


  X =   D 2


    E 2


  B


  A C


  A B C


  r s


    r  a  ( s − a )


      r  a  r =   s  s − a .


  A


  A


  Q


    D 2


       A Q  A   D 2 =   s − a  s . #  ( 5 )


  A   D 2 C


  B


  P


    E 2


    C B  B   D 2 ⋅     D 2 P  P A ⋅   A   E 2    E 2 C = 1 .


  C B = a ,   B   D 2 = s − c ,   A   E 2 = s − c ,     E 2 C = s − a ,


    a  s − c ⋅     D 2 P  P A ⋅   s − c  s − a = 1 ⟹     D 2 P  P A =   s − a  a .


  𝜆 > 0


    D 2 P = 𝜆  ( s − a ) ,   P A = 𝜆 a .


  P


  A   D 2


  A   D 2 = A P +   D 2 P = 𝜆 a + 𝜆  ( s − a ) = 𝜆 s .


         D 2 P  A   D 2 =   𝜆  ( s − a )  𝜆 s =   s − a  s . #  ( 6 )


  ( 5 )


  ( 6 )


    A Q  A   D 2 =     D 2 P  A   D 2 ,


  A Q =   D 2 P


  I


  S


  N


  S


  I N


  I


    F 2


    D 1   D 2


  A   D 2


  B   E 2


  N


  N I


  A   F 2


  P


     A Q = N   D 2 . #  ( 7 )


  A , Q , N ,   D 2


  Q


  N


  A   D 2


  A   D 2 = A Q +   Q D 2 = A N +   N D 2 .


  A Q = N   D 2


     A N = Q   D 2 . #  ( 8 )


    D 2


  A


  B C


  X


  Q


  A   D 2


  A


  Q


  B C


    D 1


  B C


  Q   D 1


  I


  Q   D 1


  C   D 2 = B   D 1


  B   D 1 + B   D 2 = C   D 2 + B   D 2 = B C .


    F 2


    D 1   D 2


  B   F 2 =   B   D 1 + B   D 2 2 =   B C 2 ,


    F 2


  B C


  Q   D 1   D 2


  I   F 2


  I   F 2 ∥ Q   D 2   és   I   F 2 =  1 2 Q   D 2 .


  ( 8 )


     I   F 2 ∥ A N   és    I F 2 =  1 2 A N . #  ( 9 )


  A N


  I   F 2


  P A N


  P   F 2 I


  ( 9 )


    A P  P   F 2 =   P N  P I =   A N  I   F 2 = 2 .


    F 2


  B C


  A   F 2


  A B C


  P


  A


  2   : 1


  P


  P = S .


  P


  I N


  I , S


  N


  I S : S N = I P : P N = 1   : 2 ,


  S


  I N


  I


  𝜔


  𝜔


  e


  e


  M


  P


  Q


  R


  e


  M


  Q R


  𝜔


  P Q R


  D


  𝜔


  e


  E


  D


  F


  D


  M


  M


  D F


  F E


  E


  P


  Q ,   R


  e


  M


  Q R


  𝜔


  P Q R


  P E


  e


  F ’


  Q


  R


  D


  Q M


  e


  Q , D , M ,   F ′ , R


  E


  Q R


  F ′


  Q R P


  P


  Q R


  Q D   =   R F ′ .


  M


  Q R


  Q M   =   M R .


  Q M   =   Q D   +   D M = R   F ′ + D M ,


  Q M = M R   =   M F ′   +   F ′ R .


  D M   =   M F ′


  M


  D F ′


  e


  D


  M


  F ′   =   F


  P ,   E


  F


  F , E , P


  P


  F E


  E


  P


  F E


  E


  P


  𝜔


  e


  Q


  R


  Q


  R


  e


  Q , D , M , F , R


  𝜔


  P Q R


  E


  e


  P E


  e


  F


  Q D   =   R F .


  F


  D


  F


  M


  D M = M F


  Q M   =   Q D   +   D M   =   R F   +   F M   =   R M ,


  M


  Q R


  F E


  E


  P


  F E


  E


  A B C


  M


  I


  O


  B C


  K


  I O


  B C


  A O


  M K


  E


  K


  K E


  A E


  B C


  D


  F


  B C


  S


  A B C


  E


  B C


  D


  A


  B C


  B K   =   C D .


  F


  B C


  F K   =   F D ,


  F


  K D


  K


  I K


  B C


  O


  B C


  O F


  B C


  I O


  B C


  K F


  K I O F


  K I O F


    o → −   i → =   f → −   k → ⟹   o → =   i → +   f → −   k → .


  I


  K E


  F


  K D


    o → =     k → +   e → 2 +     k → +   d → 2 −   k → =     e → +   d → 2 .


  O


  E D


  A


  E


  O


  D


  A O


  A E


  S


  F


  A


  O


  M


  A M   =   2 · F O .


  K I O F


  F O   =   I K


  K E   =   2 · I K


  A M   =   K E .


  A M


  K E


  B C


  A M K E


  M K   ∥   A E .


  A E


  A O


  M K   ∥   A O ,

