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A dolgozat téméaja nem kapcsolodik kozvetleniil a Vandorgytlés eléadasaihoz vagy

szeminariumaihoz, mégis ezt valasztottam, ,,mert szép ”.

Hany tavolsag van egy vonalzon?

Egy vonalzé rejtélye
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Bevezetés

A dolgozat célja egy olyan téma bemutatasa, amely kdzépiskolai szakkori keretek kozott
feldolgozhatd, tébb matematikai tertiletet kapcsol 6ssze, felkelti a didkok érdeklédését, és a
hazai oktatési gyakorlatban még kevéssé elterjedt. E szempontok alapjan esett a valasztasom a

Golomb-vonalzok témakorére.

A dolgozat felépitése olyan, hogy kozvetlenil hasznalhato szakkori foglalkozashoz. A bevezetd
feladat, valamint az (1)-(3) feladatok egyszerliek, lehetéséget adnak prébalkozésra,
Kisérletezésre. Az elsé 13 feladat 7-8. osztalyos tudassal megoldhatd (vagyis eljuthatunk a
tokéletes Golomb vonalz6 hosszanak meghatéarozasaig). A (14) feladattol kezd6d6 rész inkabb

kozépiskolasoknak valo.

Bevezet6 feladat: Egy régi vonalzorol sok jeldlés mér lekopott, de a 0, 3, 5, 7, 11 tisztan lathato
rajta. Milyen tavolsagokat lehet mérni ezzel a vonalzéval?

Megoldas:

2 egység tobbféle modon is. 5 —3 =7 — 5.
3egység 3 — 0.

4 egyseg 11 — 7.

5egység 5 — 0.

6 egység 11 — 5.

7 egység 7 — 0.

8 egység 11 — 3.

11 egység 11 — 0.

(1) Egy vonalzén a kovetkez6 jelolések lathatok: 0, 1,2, 3,5,7,9, 11, 12. Le lehet-e ezzel a

vonalzoval mérni az 1, 2, 3, ..., 12 egység tavolsagokat?

Igen, néhany tavolsagot tobb maodon is, példaul:
2-0=5-3=7-5=9-7=11-91-0=2-1=3-2=12-11.
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(3)

Mi a vélasz akkor, haa 0, 1, 3, 7 és 12 jel6lések lathatok a vonalzén?
A 8 és a 10 egység nem mérheto, a tobbi tavolsag igen és csak egyetlen modon.

Milyen jel6léseknek és feliratoknak kell szerepelniik egy vonalzon, hogy 1-t61 6
egységig minden egész tavolsagot mérni tudjunk vele? Készitsuink minél kevesebb

feliratot tartalmazd, minél rovidebb vonalzot!

Afeliratok {0, 1,4,6}:1—-0; 6 —4;4—-1; 4—-0; 6—1; 6 -0

A Golomb-vonalz6

Ha egy vonalzon csak egész szamoknal van jelolés és ezek koziil barmelyik kettének a

tavolsaga kulonbo6z6, akkor Golomb-vonalzonak nevezziik.

Definicid: L hosszlsagu, n-ed rendii Golomb-vonalz6 az {ai; az;...; an} halmaz, ahol a; € N,

minden 1<i<n esetén, 0 =a, <a,<a,<--<a,=L és az |a; —q;| tavolsagok

kiilonbozéek minden i # j; 1 < i, j <n, i, jeN esetén.

Definici6: A Golomb-vonalzét tokéletesnek nevezziik, ha minden tavolsagot mér a hosszaig,

azaz, ham < a, — a, egy pozitiv egész szdm, akkor léteznek i # j; 1 < i,j < n pozitiv egész

szamok, amelyekre m = a; — a;.

(4)

A bevezetd példikban szerepld vonalzok koziil (1) nem Golomb-vonalzé, (2) Golomb-
vonalzo, (3) tokéletes Golomb-vonalzd. (1) minden tavolsagot mér, az ilyen vonalzét

kiterjedd/spanning vonalzonak nevezzik.

Egy vonalzdn a 2% szamoknal van jelolés, k=0; 1; 2; 3;...; K > 3. Golomb-vonalzé-e,

illetve tokéletes Golomb-vonalzé-e?

Ajelolések: 1; 2; 4; 8; 16; .... A mérhetd paratlan tavolsagok 2% — 1 alaklak, igy példaul
az 5 nem mérhetd, tehat a vonalz6 nem lehet tokéletes. A mérhetd paros tdvolsagok
2k — 2t alaktak. Tegyiuk fel, hogy van kozottik két egyforma, azaz Iléteznek
ki, > Uy ky > 1, killonbdz6 pozitiv egész szamok, amelyekre 2%t — 2l = 2k2 — 2%z,

Ebbsl 2k (2K~ — 1) = 2k2(2k2712 — 1), Mindkét oldalon az elsd tényezd paros, a
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(6)

(7)

mésodik paratlan. Vizsgélva a 2-hatvanyokkal vald oszthatésagot azt kapjuk, hogy
I, = I,. EKkor 21~ — 1=2%2=l2 — 1 ebbbl k; = k,. Tehat a paros tavolsagok egyediek

a vonalzén, igy az Golomb-vonalzé.

Adjunk példat olyan 12 egység hossz( vonalzora, amellyel minden legfeljebb

12 egységnyi egész tavolsag mérhetd és amelyen legfeljebb 7 jelolés van.

A vonalzo jeldléseinek szamat a vonalzd rendjének is nevezziik. Az (5) feladatban olyan
12 egység hosszu, legfeljebb hetedrendli vonalzot keresiink, amellyel minden legfeljebb

12 egységnyi egész tavolsag mérheto.

Tobb ilyen vonalz6 megadhatd, példaul: {0; 1; 3; 7; 8; 10; 12}, {0; 2; 4; 6; 8; 11; 12},
{0; 1; 4; 5; 7; 10; 12}

Adjunk peldat olyan 12 egység hosszu vonalzora, amellyel minden legfeljebb
12 egységnyi egész tavolsag mérhetd és barmely jelolést elhagyva mar nem mérhetd vele

minden egész tavolsag.

Otodrendii, azaz 6t jelolést tartalmazé vonalzéval legfeljebb (g) = 10 féle tavolsagot

mérhetlnk, vagyis tobb jelolés kell. Keressiink hatodrendii vonalzot, amellyel 12
egységig minden egész tavolsagot mérhetiink. A {0, 1, 7, 8, 10, 12} vonalzé ilyen, ez révid
szamolassal ellendrizhetd. Az s igaz, hogy egy jelolés lehagydsdval mar nem lesz mérhetd
minden egész tavolsag, hiszen 5 jeloléssel legfeljebb 10 féle tavolsag mérhets. (Példaul

az 1 lehagyasaval nem mérheté a 6, 9, 11.)

Legalabb hany jelolés kell arra a vonalzéra (a 0-t és a 12-t is beleértve), amellyel az 1, 2,
3, ..., 12 egész tavolsagok mindegyikét mérni tudjuk, barhogyan is helyezzik el a

jeloléseket az egész szamoknal?

11 jelélés nem elegendo, hiszen ha a jeloléseket a 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12 szamoknal
helyezziik el, akkor nem mérheté a 11 hosszusagu szakasz. Tehat legalabb 12 jelolés kell.
Ez elegendo is, hiszen ha 0, 1, .., k-1, k+1, ...12 szamoknal van jelolés a vonalzon, k is

mérhet6 (k+1)-nel és 1-nél szerepld jeloléssel (1 < k < 11).
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(8) Adjunk példat 5 jeloléssel rendelkez6 12 hosszi Golomb-vonalzéral
Konnyen ellendrizheto, hogy {0, 1, 7, 10, 12} megfelelo.

(9) Létezik-e 6 jel6léssel rendelkez6 12 hosszu Golomb-vonalzd?

A hat jelolésbol (g) = 15 pért képezhetlink. Golomb-vonalzo esetén ez 15 kiilonbozé

ertek, de ezek nem lehetnek egy 12 egység hosszu vonalzon. Tehat nem létezik hatodrendii

12 hosszU Golomb-vonalzé.

(10) Létezik-e 12 hosszu Golomb-vonalzé, amellyel az 1, 2, 3, ..., 12 tavolsagok mindegyike

mérhet6?

A (8) feladat szerint hatodrendii vonalzé nincs. Otédrendii vonalzén az ét jelolésbdl

(g) = 10 part képezhetiink, de 12-féle tavolsagot kell mérniink. Azaz nem létezik

tokéletes 12 egyseg hosszi Golomb-vonalzé.

A{0;1;3; 7}, a{4;5; 7, 11} és a {0; 4; 6; 7} jelolésekkel rendelkez6 vonalzokkal ugyanazok
a tavolsagok mérhetdk. Ezt gy mondjuk, hogy a szdmhalmazok ugyanazokat a vonalzokat

reprezentaljak, ezek a vonalzok l1ényegében nem kiillénbdznek.

(11) Keressiink egy masik olyan egészekbdl allo halmazt, amely a {0; 2; 3; 5; 11} vonalz6t
reprezentalja.

Megfelel6 szamhalmazhoz jutunk eltolassal, példaul {3; 5; 6, 8; 14} vagy tiikrozéssel. Az
5,5 pontra tiikrozve a {0; 6; 8; 9; 11} halmazhoz jutunk.

(12) Adjunk meg 20 hosszusagu, hatodrendi Golomb-vonalz6t! A megadott vonalzo
tokéletes-e?

Példaul: {0; 1; 3; 7; 12; 20}, {0; 1; 3; 7; 15; 20}, {0; 2; 6; 7; 10; 19}. Egyik sem tokeéletes.
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(13)

(14)

(15)

(16)

lgazoljuk, hogy egy n-ed rendii Golomb-vonalzé hossza legalabb n(nz_l).
. , Ry n nn-1) ., . . . .
Az n-ed rendii vonalzon két jel6lést (2) == féle médon valaszthatunk ki. A vonalzo

Golomb-vonalzd, igy minden tavolsagot egyedien mér, ezért a hossza legaldbb @ Ha
a vonalzo tokéletes is, azaz hosszaig minden tavolsagot mér, akkor hossza éppen @
Tegyuk fel, hogy {0; a,; as;...; ay_1; L} egy L = 10 hosszUsagu tokéletes Golomb-
vonalzé. Igazoljuk, hogy n = 5és a, = 1vagy a,_; = L — 1, de a kettd egyszerre nem

teljestlhet.

n(n-1)

Az eldzé feladat szerint a vonalzd hossza L = . EQy negyedrendii vonalzon (;) =

6 tavolsag mérhets, igy L = 10 miatt n > 5. Az L — 1 méréséhez az a,,_; — 0 és az
L — a, lehetségek koziil pontosan az egyiket haszndlhatjuk. 19y a,_, = L — 1 vagy

a, = 1, €s a kettd egyszerre nem igaz.

Tegyuk fel, hogy {0; 1; as;...; a,—q; L} egy L = 10 hosszUsagu tokéletes Golomb-

vonalzé. lgazoljuk, hogy a; = 4 vagy a,_; =L — 2.

a, =1, emiatt a,,_; < L—2,a,_, <L—3 és az; >3. Az L —2 méréséhez csak az
a,_, és a0 hasznalhatd, ezérta,,_, = L — 2. lgy a3 > 4ésa,_, < L — 5, killonben 2 =
L—a, ;=a3;—1 vagy 2=L—a,;=0a,;—a,, teljesilne. igy az L—4

meérésehez csak az L és a; hasznalhato, vagyis a; = 4.

Tegylk fel, hogy {0; 1; 4; a4 ...; a,_,; L —2;L} egy L = 10 hosszlsagu Golomb-
vonalzo. Igazoljuk, hogy ez nem lehet tokéletes!

Tekintsuk a 0; 1; 4; L — 2; L jeloléseket. Ezekkel a kévetkezd tavolsagok allithatok eld:
1;2;3;4,L—6; L—4; L—3; L—2; L—1ésL. L =10 miatt az L — 5 tavolsagot
még nem allitottuk elo. Az eloallitashoz a kovetkezé tabldazatban szereplé parok

valamelyikére sziikség van, azonban ezek mindegyike ismétlodéshez vezet:
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ismétlodés
OésL -5 4—-1=(L-2)—(L-5)
lésL—4 4—-0=L—-(L—-4)
26sL -3 4—-1=L—-(L-3)
3ésL -2 3-1=L—-(L-2)
4ésL—1 1-0=(L-1)-(L-2)
5ésL 1-0=5-4

Tehat a Golomb-vonalzé nem tokéletes.

Lattuk, hogy egy n-ed rendii tokéletes Golomb-vonalz6 hossza L = @ haromszdgszam. A

10-nél kisebb haromszogszamok 0, 1, 3, 6; a megfelelé vonalzok {0}, {0; 1}, {0; 1; 3} és
{0; 1; 3; 6} (vagy ezeknek mas reprezentacidja). Nagyobb hosszlsagu tokéletes Golomb-

vonalz6 nem létezik.
Optimalis Golomb-vonalz6

Az eldzbek szerint kevés tokéletes Golomb-vonalzo 1étezik. Keressiink ,.kevésbé tokéletes”
Golomb vonalzét, azaz a ,minden tavolsagot mérjen a hosszaig” kovetelmény helyett

torekedjiink arra, hogy minél tobb tavolsagot merjen.

Definicid: Jelolje G(n) a lehetséges legrovidebb hosszt az 6sszes n-ed rendii (n rogzitett)
Golomb-vonalzé kézoétt. Egy n-ed rendit Golomb-vonalzét optimalisnak neveziink, ha a hossza
G(n).

A tokéletes Golomb-vonalzok egyben optimalisak is. G(n)-re nem ismert explicit képlet, de
becsléssel probalkozhatunk. A (12) feladat szerint G(n) > ““—2. Ahhoz, hogy feliilrdl is

becsulni tudjuk, egy eljarast adunk Golomb-vonalzo szerkesztésére.
Legyen n > 5 egész szam. Képezziik a kdvetkezd sorozatot:

a,=Mmk—-n—-1)(k—-1),1<k<n
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Annak bizonyitasa el6tt, hogy a megadott sorozat Golomb-vonalzo, alkalmazzuk ezt egy

otodrendii vonalz6 eléallitdsdhoz.
a,=05"1-5-1)(1-1)=0
a,=05"2-5-1)2-1)=4
a;=(5-3-5-1)3—-1) =18
a,=(5"4-5-1)(4—-1) =42
as;=(5-5-5-1)(5-1)=76
Konnyen ellendrizhetd, hogy a tavolsagok egyediek.

Az altalanos eset bizonyitasahoz tegyik fel indirekt Uton, hogy léteznek 1 < k <m < nés

1<k'<m'<n,m=+m'ésk # k' pozitiv egészek, amelyekre a,, — a;, = a,,, — a,,. Ebbdl

mm-n—-1)(m-1)—mk—n-1)(k—-1) =
mn—-—n-1DmM'-1)—-mk'-n—-1)((k'—1)

Beszorzas, rendezés és szorzatta alakitas utan:
m—-kmm+k)—-2n—-1)=m'—-k(n(m'+ k') —2n—-1)
Vizsgélva a két oldal n szerint maradékat: m — k = m' — k' (mod n).

Mivel 1 <m, k, m', k' < n, a maradékok egyenldségébdl m —k = m' — k' is kdvetkezik,

igyn(m+k)—2n—1=n(m'+k')—2n—1,azazm+k = m'+ k'.

Azm—k=m'—k'ésm+ k= m'+ k' csakugy teljesiilhet, ham = m’ és k = k’, indirekt

feltételink tehat nem igaz.

(17) Hatérozzuk meg az el6z6 eljarassal eléallitott n-ed rendit Golomb-vonalzd hosszéat és

igazoljuk, hogy G (n) < n3.

AvonalzéhosszaL = a, = (m®  —n—1)(n—1) =n3-2n+1 < n3 mivel n > 5.
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A kovetkez6 tablazat mutatja az ismert optimalis Golomb-vonalzok hosszat (L) n < 11 —re

jeldlések pozicidja

0

0,1

0,1,3

0,1,4,6

11 0,1,4,911

0;3;4;911

6 17 0,1,4,10,12,17

0; 1; 4; 10; 15; 17;
0;3;5;9; 16; 17,

0; 4, 6; 9; 16, 17

7 25 0,2,3,10,16, 21,25

0; 1; 4, 10; 18; 23; 25

0; 2;6;9; 14, 24; 25
0;1;7;11; 20; 23; 25

0; 3; 4;12; 18; 23; 25

8 34 0,1,4,11, 20, 26, 32, 34

9 44 0,5, 12,18, 23, 27, 32, 39, 44
10 55 0,6,9,19, 29, 31, 38, 43, 53, 55
11 72 0,1,9,19, 24, 31, 42,53, 58, 69, 72
0; 1; 4, 13; 28; 33; 47; 54, 64, 70; 72

| W | O

gl &~ Wl N| | O

Nem ismert rajuk matematikai képlet, a pontos értékeket kereséprogramok hatarozzak meg

(mint példaul a Distributed.net OGR projekt). 2022. november 23-an 28-ad rendii optimalis

Golomb-vonalzot talaltak.

A Golomb-vonalzék alkalmazasai:

o radidantenndk és radioteleszkopok elrendezésének tervezése, radiocsillagaszat: A
csillagaszok gyakran egy egyenes mentén elhelyezett radiotaves6-halozatot hasznalnak
arra, hogy egy tavoli csillagbdl érkezd fény vagy elektromagneses sugarzas kiilonbozo

jellemzdit mérjék. Az interferometridnak nevezett eljaras soran két, egymastol kiilonbozo
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B BO LYAI Ratz LaszIo Vandorgydlilés, 2026.07.07-10. Esztergom

helyen 1év6 tavesd ugyanabban a pillanatban végzett méréseit hasonlitjak 0ssze. A két
mérés kiillonbségének vizsgalataval tobb informécid nyerhetd ki, mint az egyes tavesdvek
megfigyeléseinek 6nallo elemzésével. A két mérés kilonb6zének tekinthetd, ha az elsé
méréshez hasznalt két tdvesd kozotti tavolsag eltér a masodik méréshez hasznalt tavesdpar
tvolsagatdl. Ha a tavcsoveket egy Golomb-vonalzd jeloléseinek megfeleld helyekre

telepitik, akkor a kiilonb6z6 tavesdparok kozotti tavolsagok szama maximalis lesz.
e kddolas, hibajavité kodok

e Sidon-halmazok: A véges Sidon-halmaz a természetes szamok egy olyan
S={ay; ay; as;...; a,_1; a,} halmaza, amelyben barmely két elem osszege kiilonbozo.

A halmaz névaddja Sidon Simon magyar matematikus.

A Sidon-halmazok és a Golomb-vonalzok kdz6tt szoros a kapcsolat, hiszen ha a paronkénti

kilénbségek mind egyediek a halmazban, akkor a paronkénti 6sszegek is egyediek:

a; —a; # a — a, < a; + a, # a; + a;, vagyis minden Golomb-vonalzo egy veges

Sidon-halmaz és forditva: minden véges Sidon-halmaz egy Golomb-vonalzé.
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