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A megunhatatlan Fibonacci - sorozat

Dolgozatom egy dsszefoglalo szakkori anyagnak késziilt, mely a mindennapi élethez kothetd

alkalmazasokat, érdekességeket is tartalmaz.
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1. Fibonacci sorozat és az aranymetszés
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f‘;ﬁ vizsgalata:
2 3 5 8 13 21 34
1 1 2 3 5 8 13 21
1 2 1,5 1,667 1,6 1,625 1,615 1,619
Sejtés:
i fn#1 _ 1HV5
oo £, 2
Bizonyitas:
14++5 1-+5
Xl . X2 == 2 . 2 = _1
1
X, = 5
o f 1-+/5
lim =—X, = —
n=0ln4q 2
lim fnts = lim by
n—.oo fn n—0o fn_l
1:n + fn—1 1:n
im = lim
n—-oo fn n—-oo
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n—-oo

X2 —x,—1=0
aranymetszés egyenlete

O

2. Szabalyos 0tszog és az aranymetszés

r=1=BF=AF=EF

Mekkora a szabalyos 6tszog atloja (BE = p) és oldala (BA = AE =...=a)?
, 5-5
Q< =
2
, 545
p = 2

Bizonyitas:
Megallapitasok, melyeket a bizonyitas soran felhasznalunk:

FG | AE

BI=IE=

S =]

BH szogfelez6 = ABH « =HBI «=18°= BH =1 ¢és HI=IF
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ABI « = AEI « =36°
BAF « = FAE « = 54°

BFI « =1IFE «=72°

AFG A ~ AEI A = + =%

INIEY

a2

2 2 2
Al=2 SIF=1-2-HI=AH-2-(1-2)=a2-1
2 2 2 2

Szogfelezotétel HBF« -re:

Pitagorasz-tétel IEFA-re:

A két tételt Osszevetve:

2a — a3\’
a2 4
<a2—1) =43“ —a
Amib6l 0 = —a® + 5a® — 5a*

0=-a*-(a*—-5a?+5)

_5++5
2

a2
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Egyértelmii, hogy az 6tszog oldala:

atloja:

. (5-VB) (5-V5\" 5445
o ()

5++/5
2

O

A szabalyos 0tszog atlojanak és oldalanak hanyadosa:
5++5
\/ 5+4v5  |(5+35) 3+\/— 6+2\/— 1+\/— 1+\/—
5 — \/_ 25-5

3. Ikerprimek, Brun - szam

Euklidésztdl szarmazik az ikerprim sejtés: végtelen sok p primszam van, melyre p+2 is prim.
Viggo Brun norvég matematikus 1918-ban bebizonyitotta, hogy az ikerprimek

reciprokdsszege konvergal egy adott értékhez, melyet Brun-konstansnak neveznek.

B=(3+3)+(c+5)+ (g )* (B 1s)+
3 5 5 7 11 13 17 19
Erdekes észrevétel, ami lehet kapcsolat, vagy csak belemagyarazas:
B =1,9021605777...
p=1,9021130325...

Erdés Pal is foglalkozott a Brun-szdmmal. 1993-as el6addsdban beszél is roéla:

https://www.youtube.com/watch?v=mZMW_zXcSi0
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4. Aranyharomszog

Osszekapcsolja az aranymetszés egyenletének gydkeit, az egységnyi sugart korbe irt szabalyos

Otszog atlojanak és oldalanak hosszat. Bizonyithatd, hogy a haromszog derékszogu.

B

/5—\/3

AB=a=

2
5++/5

BC:p: >

Bizonyitas:

5-+5 5+v5)\ 10
AB? + BC? = 5 + 5 =5 =5

, [(1+V5 —1++5
AC? = (——+—

)2 — (V5 =5
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5. Algebrai megkozelités

5.1 Osszegképlet

f1:1
f2=1
f3=f1+f2

f4:f2+f3:f2+(f1+f2):1+f1+f2
fs=f3+f4=f3+(1+f1+f2)=1+f1+f2+f3

:fn:1+f1+f2+f3+"'+fn_2
=>fn+2=1+f1+f2+f3+"‘+fn

n
D fi=fhn—1
i=1

Teljes indukcid:

1. 1épés: n=1 -re igaz

2. 1épés: indukciods feltevés
n
fi =fhy2—1
i=1
3. 1épés: bizonyitas (n+1)-re

n+1 n

Zfi :Zfi+fn+1 =tz =1+ fh =fh3 =1
i=1 i=1

O
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5.2 Négyzetosszeg

n=6 -ra:

A téglalap oldalai:

345=8=f4+fs="15

548=13=1fs+fs=1;

A téglalap teriilete, ami a négyzetek teriileteinek 0sszege:
t="fo- f7 =i + £ + 52 + f42 + 52 +fs?

= Z?ﬂ f? = fy - fass

Teljes indukcid:

1. 1épés:n=1 -reigaz fi?="1i - £

n
2 _

§ 1:i - n'fn+1

i=1

2. 1épés: indukciods feltevés

3. 1épés: bizonyitas (n+1)-re

+1
Zin=1 f? = Zin=1 £2 + 31 = fo - fopr + 841 = fopr (o + fan) = fops - foga
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5.3 Létezik-e olyan mértani sorozat, mely eleget tesz a Fibonacci sorozat képzési

szabalyanak?

A kérdésfeltevés otlete:

fyyy 1445
lim =
n-co f 2
Meértani sorozat:
__ an _
dp—1 = ; ap dp+1 = ap * q

Ha eleget tesz a Fibonacci sorozat képzési szabalyanak:

apnt1 = Ap-1 T ap

q°-q-1=0

_ 145
iz = ——

Megjegyzés: q; +q, =1  q; —q, =5

Az aldbbi sorozatok megfelelnek a feltételeknek:
ao ao'qr  ao'qi® ...

ao ao'q2  arq® ...

5.4 Hatvanysorozat

Erdemes vizsgalni qi és g2 hatvanyait.
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, (1+V5\ 6+2V5 3+V5 1++5
qi = 5 = 4 =T, T +1=1f-q;+f;
3
145 1++5
qi):( 2 >=2+\/§=2' +1=f3'q1+f2

5.5 Osszegsorozat, Lucas - faktor

A fentiekhez hasonldan alkalmazzuk q -re is.

qr11= n dr+fhog

q; =f,-q2+f1

= qi +aqz=fn-(qu+q)) +2-f_ = + i1+ = fops + 4

Szemléletesebben:

nze, 1; 2, 3, 4, 6;: 6, 7, 8§, -

F@O\%/,\%/S\%/Big/m 76

Lpz2, 1, 3, 4; 7; 11,18,29,47,...

Ezt az 6sszegsorozatot nevezik Lucas-szamoknak. (Edouard Lucas (1842-1891) francia

matematikus.)

5.6 Kiilonbség sorozat, Binet — formula

n

G -q=f (1 —qy)="f V5

Tehat az n-edik Fibonacci-szam képezhet6 explicit modon:
1

fn=ﬁ'(q‘f—q3)
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5.7 Osszefiiggések

Az alabbi eredmények a sorozat képzési szabalyabol adédnak. Ahogy a szakirodalom

szokta mondani: ,,bizonyitasat az olvasora bizzuk”.
fook = fxkeq - By + i - g
fox =fpo1 - fn g fhpg

fon=1fh (D"
Megjegyzés:
A Fibonacci — sorozat kiterjeszthetd negativ irdnyba:
apt1 = ap—1 tap

= dp-1 = Ap4+1 — ap

fgyao=0 a1=1 az=-1 az=2...
fox = (s - o — fic - frpn) - (D"
fon = fr?+1 - fr%—l
fon = fn+ (-1 + fage)
fons1 = 7 + fr%+1
fak+1) = fn * foker + fok - fooq
forr foor =5+ (D7
forr o =G +D - (-1

5.8 Erdekességek

5.8.1Szamrendszerek versenye (komputeralgebrai kérdés)

http://www.t-es-t.hu/minden/tudom/szamrend.htm

Milyen szempontok alapjan vizsgalddjunk?

Példaul:
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egy kéz ujjainak szama (a masik kéz lehet a magasabb helyiérték) [| ket kéz ujjai a htvelykujjak nélkil || két kéz ujjainak szama || nincs egyszerl alap || nincs egyszerl alap
3 2 1
6 - felezhetd o
" 5 5 4 - felezhetd g 5 5 8 - felezhetd
S nincs egesz oszid ” 5 - felezhets 4 - harmadolhatd -
- Az alapszam osztoi g 2 - negyedelhetd 2 3 negyedelhetd 4 - negyedelhetd
: 4 5 4
bxb=25 8x8=64 10x 10 =100 12x12=144 16X 16 =266
4 3 2 1
nehéz nagyon kdnnyd nehéz nehéz konnyd
1 8 1
kivalo je kozepes rossz nagyon rossz
4 1
jo kivald jo kozepes rossz
4 5 4
rossz kézepes o i kivald
4 4

Az abrazolhat6 szam a szamrendszer alapszamanak fiiggvényében:

/
>
T - terjedelmesség

N — 3

6 7 8 9 1011 1213 14 15 16 17 18 19
A szamrendszer alapszama

Kartyadkra irunk egy-egy szdmjegyet, melyekbdl kirakhatjuk az adott értéket. Milyen
szamrendszerben kell a lehetd legkevesebb kartyaval dolgoznunk? (Minden helyiértéken

rendelkezniink kell az 6sszes lehetséges kartyaval.)
Példaul:

2-es szamrendszerben:

210=1024  Kkartyak szama: 210 = 20

10-es szdmrendszerben:

10°=1000  Kkartyak szama: 10-3 = 30

Ezek alapjan mi lehet az idealis szamrendszer?
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a: szamrendszer alapszama
n: kitevo

s: a vizsgalt szam

k: kéartyak szama

k = a'n -nak milyen a-nél lesz minimuma?

a"=s
Ina” =1Ins
_lns
" lna
Ins
a-n=a-—
Ina
k _a
Ins Ina
Szélséérték vizsgalat:
ay' l:lma—a-=
() - 2o
Ina In% a
Ina=1
a=e¢e

Tehat ebbdl a szempontbdl az idealis szamrendszer az e alapu lenne.
Fibonacci-szamrendszer:

Kikotjiik, hogy csak a 0 és 1 fordulhat eld (2 szereplése miatt).

8 5 3 2 1 érték
1 0 0 0 0 8
0 1 1 0 0 8
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Ez némileg problémas, hogy tobbféle felirasa létezik egy adott értéknek.
Itt jon Edouard Zeczkendorf (1901-1983) fogorvos (!), amatér matematikus tétele:

Minden pozitiv egész szam felirhatd kiilonb6z6 Fibonacci szamok Osszegeként. Ha a

Fibonacci szamok kozott nem lehet két egymast kovetd, akkor a felirds egyértelmii.

5.8.2 Fibonacci Nim jaték

https://hirmagazin.sulinet.hu/hu/pedagogia/fibonacci-nim

A Nim egy 6si kinai matematikai stratégiai jaték, melynek kiilonbozo fajtai 1éteznek.

Jatékszabalyok:

Adott egy kavics halom. amelyben ismert szdmu kavics van Két jatékos felvaltva vehet
el valahany kavicsot. A kezdd jatékos tetszéleges szamu kavicsot elvehet, de az dsszest
nem. Legalabbl kavicsot minden lépésben el kell venni. Minden tovéabbi 1épésben
mindegyik jatékos legfeljebb az el6z6 1€pésben elvett kavicsok szdmanak a kétszeresét
veheti el. A jatékot az nyeri, aki az utolso kavicsot veszi el.

A nyerd stratégia kialakitasdhoz haszndljuk a Fibonacci szamrendszert. Legyen a
kavicsok szdma x. Ha az x nem Fibonacci szam, akkor irjuk fel Fibonacci
szamrendszerben! Ha mindig annyi kavicsot vesziink el, mint amennyit a legkisebb
helyi értékli 1-es szamjegy jelez, akkor az ellenfél nem tudja elvenni a megmarado
kavicsok szamaban levé legkisebb helyi értékii 1-es szdmjegy altal jelzett szamu

kavicsot.
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5.8.4 Tozsde

https://elemzeskozpont.hu/fibonacci-indikator-es-hasznalata-tozsdei-es-forex-

kereskedesben

https://admiralmarkets.com/hu/education/articles/forex-indicators/fibonacci-szintek

https://www.portfolio.hu/uzlet/20020807/fibonacci-a-technikai-elemzesben-onmagat-

beteljesito-joslat-22883 ?page=2

Az un. Fibonacci indikatort t6zsdei kereskedésben hasznaljak, mely a pénziigyi eszkoz
armozgasat josolja meg, azaz a vételi és eladasi pontokat, igy egy nyero stratégia

alakithato ki.

5.8.5 Eden Park, Cornwall, Anglia
A délnyugat-angliai Cornwallban Iétesitett Eden Park nevii, a ndvényvilagot bemutato
tanulmanyi kozpontban mégis ezt a megoldast valasztottdk egyes ndvényhazak
tetoszerkezetének kialakitasahoz, hogy ezzel is utaljanak a novényvilaggal valo
kapcsolatukra. Helikopterrdl nézve a befedés eldtt a tetdszerkezet ivelt szelemenjei
valoban egy napraforg6d tanyérjara emlékeztettek, és a szarufdk is ivelten emelkedve

tartjak az acsszerkezetet.
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5.8.6 Fibonacci bélyegeken
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6. Feladat

C. 997. Bizonyitsuk be, hogy a Fibonacci-sorozat minden negyedik tagja oszthatdo 3-mal.

(A Fibonacci-sorozatban ai=1, a>=1 és a,=an-1+a,->» minden n € [N, n= 3 esetén.) (5 pont)

KoMal 2009/szeptember
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Megoldas:

Az a sejtésiink, hogy minden olyan tag oszthaté 3-mal, amelynek az indexe oszthatd 4-gyel. Azt

fogjuk teljes indukcidval bizonyitani, hogy a4 oszthaté 3-mal, han € N, n>1.

n = 1-re igaz az allitas.
n = k-ra feltételezziik, hogy asx oszthaté 3-mal.
n =Kk + 1 -re bizonyitjuk:
Qa(k+1) = Qak+a = Qak+3 T Qa2 = Qapsz T Qarsr + Qaperr + Qar = Qapsz + 204041 + Agp =

= Qups1 + Qa + 204541 T Qg = 204304541

3as+1 oszthatd 3-mal, mert egyik tényezdje 3, 2a4x pedig az indukcids feltevés miatt oszthatod 3-

mal. Igy belattuk a feladat allitasat.

Megjegyzés: Kicsit egyszeriibben fogalmazva a Fibonacci - sorozatban a 3-mal valod osztasi
maradékok 1,1;2;0;1;1;2;0;..., a képzési szabalybol addéddan periodikusan ismétlddnek, tehat

minden negyedik tag oszthat6 3-mal.
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