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Abraham Gabor: Egyenldtlenségek

A kétszintli érettségi bevezetésével a korabbi évekhez képest nagyobb hangsulyt kapott a
nevezetes kozepek témakore, ugyanakkor a specialis matematika tagozatok tananyaganak
mindig is fontos részét képezték. Az emelt szinti érettségi tananyagaban, valamint a hazai és
nemzetkdozi  matematika  versenyeken gyakran szerepelnek olyan  bizonyitandd
egyenldtlenségek, szélséérték problémak, melyek megolddsdban fontos szerepet jatszanak a
nevezetes egyenlotlenségek.

Az eldaddsomban igyekszem felvdzolni azt az utat, ahogy az Erdds Pal Matematikai
Tehetséggondozod Iskolaban, illetve a Szegedi Radnoti Miklos Kisérleti Gimnazium specialis
matematika tagozatan felépitjiikk ezt a témakort a 7-8. évfolyamban eldkeriilé legegyszeriibb
feladatoktol kezdve a kiilonboz6é megoldasi modszereken keresztiil az olimpiai szintii
problémakig. Terveim szerint az eldadds nemcsak a specidlis matematika tagozaton tanito
kollégéknak sz6l, hanem minden érdekl6dd szamdra ad olyan informaciot, amit beépithet a
matematikai tehetséggondozd munkéjaba.

Az eldaddsom alapjaul a Matematikai Tehetségekért Alapitvany gondozasdban megjelent
Egyenl6tlenségek 1. és Egyenl6tlenségek II. cimii munkédm szolgal.

Arvainé Libor Ildiké: Matematikai szivegértés fejlesztése alsé tagozaton

Szamos kutatds bizonyitja, hogy a matematikai feladatok megoldasat befolyasolja a
szovegértési képesség. A szovegértés fejlesztése nem lehet csak a magyarorak feladata.
Sziikséges, hogy matematikadran is taldlkozzanak a tanulok olyan szovegtipusokkal, amelyek
értelmezése a mindennapjainkban elengedhetetlen, hiszen a matematikaoktatds egyik
legfontosabb feladata, hogy felkészitse a tanulokat az életben valod eligazodasra, életszerii
problémak megoldasara. A tanuldk szadmara altaldban nehézséget jelent a szoveges feladatok
megoldasa. Eléadasomban kiilonbozo tipust szoveges feladatokat vizsgalok. Bemutatok egy
kisérletet, melyben als6 tagozatos tanulok matematikai szovegértését vizsgaltuk.

B. Varga Jozsef: Erdekes feladatok tobb megolddssal

2022 juliuséban jelent meg a , MATEMATHUYKU TAJIEHT 27 94 'PYII BAPUJALIUU HA
94 TEMU” (matematicski talent 27 94 grupi varijaciji na 94 temi) cimii konyv Skopjéban. Ez
a konyv, melynek tarsszerzdje vagyok, 94 olyan feladatot tartalmaz, amelyek mindegyikének
tobb megoldasa van (2 - 13).

A feladatok jelentOs része eldtte megjelent a szerbiai altalanos iskolds tanuldknak szént
folyoirat, a ,,MaremaTnuku ymct” (matematicski list - Matematikai Lapok) ,,Jenan 3amatak
Buie pemema’ (jedan zadatak vise resenya - egy feladat tobb megodas) rovataban.

Ezekbdl a feladatokbol valogattam egy 90 perces foglalkozasra valé halmazt (hozzaadva kettot,
amely még nem jelent meg). A feladatok a Szamelmélet, Algebra, Szoveges feladatok,
Egyenlotlenségek és Geometria témakorbol valok. A  megoldasok szamanak atlaga
feladatonként tobb mint 4 (6?7). A feladatokat a résztvevok oldogatjadk és mutatjak be,
természetesen a kimaradt megoldasok a részvevOk megoldasai utan prezentalva lesznek.

Mottd: hasznosabb egy feladatot tébbféle modon megoldani, mint t6bb feladatot, mindegyiket
egy modon. (W. W. Sowyer, Preludeto mathematics)



Bérczi-Kovacs Erika: Operdcidkutatds

Mivel foglalkozik az operacidokutatds, miféle operaciot kutat? Hol talalkozik a
koordinatageometria a dietetikdval? Hogyan készitsiink sudoku megoldé programot sajat
keziileg? Ki volt Egon Balas? Mit kezdhetiink egy ¢les eszii, de kissé motivalatlan didkkal? Az
utdbbira csak néhany Gtletet adunk, de a tobbi kérdést igyeksziink megvalaszolni az eléadasban.

Bontovics Ignac: Mi lesz a matekbol? Szépség vagy szornyeteg

Vajon hol ddl el, egy tanulo életében az, hogy mivé valik a matek? Hol lehet az a pont, amikor
egy egzakt tudomény elkezd szérnyeteggé valni, amit6l rettegni, vagy félni kell? Ugy indul-e
egyaltalin minden tanuld szdmdra a matematikdval ismerkedés, hogy ez egy szépséges
tudomany? Tudunk-e tenni valamit, hogy meglassa benne a szépséget? Vagy ha mar kialakult
egy kép, hogy ez szornyeteg tudomany, akkor fel lehet-e fedeztetni vele a szépséget?

Bozéki-Kecskés Boglarka, Csapodi Csaba: Igy tanitandnk mi — egy 1ij matematikatanitdsi
portdl és egy uj kozosség matematikatandarok szamdra

Régi igény a matematikatanarok korében, hogy jol haszndlhaté segédanyagok legyenek
elérhetdk az orak modszertanilag megfeleld felépitéséhez, megtartdsdhoz. A Rényi Intézet és a
Bolyai Térsulat tamogatasaval 2023 elején elindult egy olyan tevékenység, ami ezt a célt
szolgalja. A projektnek az ,igy tanitandnk mi” nevet adtuk, és az elmult félében 4 kolléga
bevonasaval mintegy 20 Oranyi, elsdsorban a 9. évfolyamnak sz6l6 oravazlatot és egyéb
segédanyagot készitettiink el és helyeztiink el egy weboldalon. Reményeink szerint a
vandorgytilésen ezeket be tudjuk méar mutatni. Rdadasul nem csak segédanyagokat készitiink,
hanem matematikatanari kozosséget is szeretnénk épiteni. Egyfeldl személyes talalkozok,
tovabbképzések keretében mutatnank majd be az elkésziilt anyagok javasolt felhaszndlasi
modjat, masfeldl a kozosség tagjai maguk is véleményezhetnék, alakithatndk az altalunk
készitett anyagokat, valamint készithetnének sajat oravazlatokat, amit megoszthatndnak a
tobbiekkel. Az eldadasunk ennek a kdzosségnek a zaszlobontasa is egyben.

C. Neményi Eszter: Az ut a fontos

A tanitds — tanulds egyik végeredménye a tanitvanyaik életében bizonyos ismeretek, jobb
esetben tovabbfejleszthetd ismeretrendszerek megsziiletése. Fontos, hogy mi alakul ki
tudasként a gyerekek fejében az iskolai évek végéig.

Ennél azonban bizonyosan még fontosabb az, hogy milyen titon, és miféle médokon jutnak el
a tudasig. A tanulds tutja, médja lényegesen befolydsolja a megszerzett ismeretek
hitelességét, értékét, felhasznalhatosagat, mas ismeretekhez illeszthet6ségét. De talan még
fontosabb, hogy a tanulas hibas utja rombolhat kivancsisagot, tanuldsi kedvet, tarsakhoz,
munkahoz, tanuldshoz vald viszonyt. A helyes utak gazdagithatjdk a tanulé egész
emberségét. Nem mindegy, hogy kész ismeretekrdl szolod Aallitdsokat, szdvegeket
memorizaltatunk, vagy valodi utakat jarhatnak be a tevékeny tapasztalatszerzésektdl kiindulva
a sajat szavakkal megfogalmazott ismeretekig. Es a tanito, tanar — novendékeivel valo folytonos
egylittmiikodés soran — f0képpen a folyamat megtervezésében, elokészitésében, hibas utak tjra-
tervezésében, pontatlan megfogalmazasok tapintatos korrigalasaban nyujt segitséget.

Néhany példaval szeretnék szdlni errdl a jovo nemzedék iranti kdzos feleldsségiink alapjan.
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Csapodi Csaba, Koncz Levente: Az érettségirol érdekesen

Eppen 10 évvel ezeldtt, 2014-ben a keszthelyi Vandorgyiilésen kezdtikk meg a matematika
érettségi vizsgarol szolo eldadassorozatunkat. Idén ismét nagy varakozas eldzte meg a vizsgat,
hiszen a Nat ¢s a kerettanterv valtozasa miatt atalakultak a vizsgakovetelmények. Szintén idén
valtozott meg a felsGoktatasban a felvételi pontok szdmitasdnak a rendszere, ami azt
eredményezte, hogy a vizsgdzok a korabban tapasztaltndl nagyobb aranyban vélasztottdk az
emelt szintli vizsgat. Eldadasunkban bemutatjuk az idei eredményeket mindkét szinten az
onkéntes visszajelzések alapjan, elemezziik a feladatsorok feladatait és részletesen beszélni
fogunk a tanari kozvéleményben vitakat kivalté kérdésekrdl is. Természetesen nem maradnak
ki idén sem a érdekes adatelemzések inyencek szdmara!

Csorgo Ottilia Zita: Tobb legyet egy csapdsra! — Jdtékos oktatdas, oktatojatékok —
matematikai jatékok

Figyelemfejlesztés, szocialis ¢s matematikai készségek fejlesztése, konfliktuskezelés egyarant
cél lehet. Egyszerli, akdr a kornyezetiinkben talalhatd targyak, eszkozok segitségével
készithetiink jatékokat segitve a tanulast. A véletlen lehetdsége megsokszorozza a kedvet a
tanulashoz.

Mi a jaték 6rome? Sokszor a mozgéds maga mar egy jatéklehetdség, az, ha barki lehet gydztes,
¢s mindenkinek van esélye sok motivaciot adhat.

Hogy talaljunk ki jatékot, ami még passzol is a tanulmanyokhoz? Kész jatékokat hogyan tudunk
aktualizalni a korcsoportunkra, adott szamkorre?

Dankowsky Zorka, Sziics Gabor: Felfedezteto feladatok koordindtageometriabdl és
térgeometriabol

Erdekes rajonni a kor egyenletére? Ki lehet-e barkochbazni egy egyenest? Hasonlo feladatok
¢s kérdések segitségével szerettiink volna felfedeztetd modon felépiteni kiilonbozd témakat.
Voltak olyan feladatok, amelyek jol miikodtek, és olyanok is volt, amelyek nem. Ezekrdl a
feladatokrol és a tapasztalatokrol szeretnénk betekintést adni a szeminariumon.

2023 tavaszan a Szent Istvan Gimnazium 11. évfolyaman trigonometria és koordinatageometria
témakban kisérleteztiink. 2024-ben kiegésziilt valoszinliségszamitassal és statisztikaval is.

A szeminariumon valé részvételt megkonnyiti, ha eldtte a résztvevok telepitik a telefonjukra a
Google Sheets appot
(https://play.google.com/store/apps/details?id=com.google.android.apps.docs.editors.sheets)

Dobos Sandor: Bajnoksdagok és salakmotoros versenyek

Az "Uj Matematikai Mozaik" c. konyv els6 fejezetébdl ismertem meg a salakmotoros
versenyeket, illetve a szervezésiikb6l adodod érdekes matematikai problémakat. Az eldadas
anyaganak kozéppontjaban ez all majd. Bemutatom, hogy egy lehetséges tanodrai feldolgozas
soran miként lehet bevezetni, illetve tovabbgondolni a témat. Kiilon szépsége a dolognak, hogy
kombinatorikus, véges geometriai, algebrai vonatkozasai is vannak. A kiindul6 alapprobléma:
salakmotoros versenyt szeretnénk szervezni n versenyzonek gy, hogy a palyan egy futamban
4-en férnek el és a futamok végeztével mindenki mindenkivel pont egyszer motorozzon kdzos



futamban. Ez n=4-re nyilvan lehetséges, ekkor egyetlenegy futam lesz. Keressiik meg a két
legkisebb n szamot (n>4), amire szervezhetd verseny!

Erdos Gabor: Deus ex machina

A deus ex machina (latin: sz6 szerint ,Isten a gépbdl”) a torténetek egy jellemzd eleme, egy
meglepd, nem vart esemény, amely hirtelen teljesen megold egy addig megoldhatatlannak vélt
bonyodalmat. Altalaban isteni beavatkozas.

Atvitt értelemben: az események soraban olyan varatlan fordulat, amelyet nem az adott helyzet
szerepldi idéznek eld, toliik fiiggetleniil kdvetkezik be.

Egy-egy nehezebb feladat megoldasahoz honnan jon az 6tlet, hogyan lehet el6késziteni, hogy
tényleg a gyerek jojjon ra, és ne az az érzése legyen, hogy értem a megoldast, de magamtol
soha nem johettem volna ra.

Fonyé Lajos: Erdekes valosziniiségszamitdsi feladatok a vildg minden részérdl

A magyarorszdgi matematikatanitasnak egyik egyre dinamikusabban fejl6dd teriilete a
valoszinliségszamitas Ma mar szebbnél szebb feladatok szerepelnek a példatarakban, felvételi
vizsgadkon, tanulmanyi versenyeken. Ez a folyamat nem csak hazankra jellemzd, hanem a
matematikaban jelenleg élenjaré azsiai orszdgokra és az Amerikai Egyesiilt Allamokra is. Mivel
a valoszinliségszamitas a felsdoktatasban is fontos szerepet kap, ezért a vilag legrangosabb
egyetemei (Harvard, Stanford, Oxford, Cambridge) nagy hangsuly helyeznek arra, hogy olyan
j61 képzett kozépiskolasok keriiljenek hozzajuk, akik a feltételek alapos figyelembevételével, a
lehetdségek megfeleld csoportositasaval, elemzésével és megfeleldé matematikai tudassal ki
tudjak szdmolni bizonyos események bekovetkezésének esélyét. Ezért az egyetemek élenjard
hallgatéi olyan matematika versenyeket szerveznek kozépiskoldsoknak, amelyeken a
valoszinliségszamitas dominans teriilet, és a feladatok igazi kihivast jelentenek a vildg minden
részerdl érkezd versenyzdknek.

Ezen a szeminariumon az érdekléddk betekintést kaphatnak abba, hogy az egyetemek altal
szervezett versenyeken illetve a nemzeti matematikai olimpidkon milyen tipusu illetve
nehézségi fokozatu feladatokat kell megoldani a kozépiskolas didkoknak. A foglalkozason a az
alabbi tipusu feladatok szerepelnek:

- mozgas a koordinata-rendszerben,

- vandorlas poliéderen,

- esélyek matematikai jatékokban,

- geometriai valdszinliség szamitas,

- feltételes valoszinliség szamitas,

- varhato érték szamitas,

A feldolgozasra keriild feladatok valtozatos modszerekkel oldhatok meg, a matematika szdmos
terliletét érintik, és nehézségi szintjiik széles hatarok kozott valtozik. Megoldasukhoz csak
kozépiskolai ismeretek sziikségesek.

A szeminarium anyaga jol hasznosithat6 anyagot szolgaltat az iskolai szakkdri munkdhoz.

Gyorffy Magdolna: ,,Jar a keze, jar...” — A tevékenység szerepe a matematikaban

A kisgyerekek szamara mindig nagy kihivas ,,sz€pen iilni, és figyelni, tenni, amit a tanitd néni
kér.” Hogyan tehetjiik a tanitvanyaink szdmara élvezetessé a matematikat anélkiil, hogy szem
eldl tévesztenénk céljainkat?



Mindannyiunk legnagyobb 6rdme, ha a tanitvanyaink szivesen tanulnak, jatszanak veliink.
Segitsiink nekik abban, hogy a jatékok nekiink is segitsenek. Mit jatszunk, milyen
tevékenységet tervezziink, hogy a tanitds-tanulds folyamataba is illeszkedjen? A kedvelt
tarsasjatékok kozott jonéhany olyan képességeket fejleszt, olyan témakat készit eld, vagy
gyakoroltat, melyet a matematika tanitds soran, tanitdsi Ora kereteiben nehezen tudunk
megtenni. Jatszunk tudatosan, hogy kitolhassuk a tanterem falait!

Ko6z06s jatékra hivunk minden érdekl6dot. Jaték kdzben megtapasztalhatjuk, milyen médon
hasznalhatjuk fel a tarsasjatékokat a tanitas-tanulds folyamatdban. Otletekkel szolgdlunk
matematika témakorok elokészitése, feldolgozasa, gyakoroltatasa kdrében a jaték modszerével.

Janvari Zsuzsanna: A grafikus és szoveges manipuldciokrdl és a reprezentativitasrol

Ezen az el6adason rdeszméliink, hogy hany esetben terelhették mar gondolatainkat adott
iranyba, adott cél mentén akir egy diagrammal, infografikaval vagy egy iigyesen
megfogalmazott mondattal. Ki-ki eldontheti, hogy e tekintetben kellden nyitott szemmel jart-e
eddig a vilagban.

A hazankban elérhetd segédanyagok mellett, nemzetkdzi példakkal is megismerkediink a
szoveges- ¢s grafikus manipulaciok, valamint a reprezentativitds témakoréhez kapcsoldédoan.
Mindezt tessziik azzal a céllal, hogy felébreszthessiik didkjaink kivancsisagat, valamint
hozzéjaruljunk kritikai gondolkodésuk fejlédéséhez.

Jobb Tiinde: Kdrtyavdarra nem lehet...

A tervezett eldadas témdja: Hogyan készitsiik fel tanitvanyainkat a kozépiskolara? Hol és
hogyan tudja hasznositani a megszerzett tudast? Az elsé megkeresésnél kevés iddm volt a téma
kidolgozédsara. Azota az elsd Otleteket sikeriilt jobban Osszerendezni. Egy feladat tobb
megoldasan keresztiil épitem fel az eldadast. Ez a feladat a "Felvételi feladatsorok a 9.
evfolyamra — 2024" 10. feladata. Bemutatok egy megoldast az 5., egy megoldast a 6., egy
megoldast 7. és egy megoldast a 8. évfolyamos tudés szintjéhez kapcsolva. Egy-egy megoldas
soran ramutatok, hogy a kiilonb6z6 témakorokben tanult (meglévd) tudast ahogyan lehet
eléhivni és 0Osszekapcesolni?a "Felvételi feladatsorok a 9. évfolyamra — 2024" 10.
feladata. Bemutatok egy megoldast az 5., egy megoldast a 6., egy megoldast 7. és egy
megoldast a 8. évfolyamos tudds szintjéhez kapcsolva. Egy-egy megoldds soran ramutatok,
hogya kiilonbozé témakorokben tanult (meglévd) tudést ahogyan Ilehet el6hivni és
Osszekapcsolni?

Juhasz Litza: Kozosségi kollazs készités

Készen 4llsz a kihivasra? Két 6rank van arra, hogy megtervezziik és elkészitsiik a Bolyai Janos
Matematikai Térsulat els6 kozosségi kollazsat. A budapesti Vasarely Muzeum gytijteményébdl
szarmaz6 mialkotasok reprodukcidinak megtekintése utdn mindenki dolgozhat rajta egy kicsit,
amig a kolldzs nem késziil el. Szereted a miivészetet? Soha nem alkotsz? Olyan technikat
valasztottunk, amelyhez mindenki hozzéjarulhat, fliggetleniil att6l, hogy mennyi tapasztalattal
rendelkezik. Hol lesz kiakasztva és ki lathatja majd? Gyere el szerdan — ott minden kidertil.



Kantor Sandorné: Régi vagy uj téma? Adalékok a magyarorszdgi hibakutatds torténetéhez

A matematika tanitasaban eldforduld tipikus gondolkodési hibak magyarorszagi kutatdsdnak
fobb allomasait vazoljuk Didaktikatorténeti kutatasunk alapjat a témaban megjelent, a
problémamegoldds és matematikai gondolkodds — témdjaval foglalkozo, a pszichologiai
vizsgalatokhoz is kot6dé tanulmanyok, doktori disszertaciok, cikkek képezik, kiegészitve a
versenyfeladatok megoldasanak elemzésével.

Részletesen elemeztiik Beke Mand (1900) cikkét, Szelianszky Ferenc (1938) és Mosonyi
Kalman (1967) disszertaciot, Lénad Ferenc konyvét és kisérleteit (1966-1978), de
foglalkoztunk Majoros Mdria konyvével (1992), Kovacs Andras disszertacidjaval (1995) ,
majd Ujvéri Istvan, Szilak Aladarné és Olosz Ferenc tehetséggondozassal kapcsolatos régi és
uj nézeteivel.

Zar6 gondolaim a jovo kihivésaira és feladataira utalnak. Ennek soran bemutatjuk az RIOM
2024 évi versenyén a 12. évfolyamon kitlizott 2. feladatra adott tanuléi megoldasokat.
Kulcsszavak: tipikus gondolkodéasi hibdk a matematika tanuldsdban, a tanuléi hibak
azonositasanak és javitasanak torténete, a jovo kihivasai.

Kelemen-Kiss Ilona Helén, Tamasné Kollar Magdolna: Kozépiskolai tankényvek
hasznalata a gyakorlatban

Hogyan segithetik a matematika tanarok munk4jat a matematika tankonyvek?
Ismerjék meg a legijabb kiadvanyok mddszertani 6tleteit, ijjdonsagait!

Tankonyvfejleszté munkank soran legfontosabb feladatunknak azt tartottuk, hogy olyan
tankonyvet bocsassunk tanartarsaink rendelkezésére, amely valoban segiti a mindennapos
munkajukat, ugyanakkor a kiadvany feleljen meg a kiilonbozé érdeklédésii és képességii,
felgyorsult vilagunkban rengeteg impulzusnak kitett didkok szdmara is. Szem eldtt tartottuk a
NAT2020 altal megfogalmazott elvarasokat, a kerettantervben leirt valtozasokat, ujdonsagokat.
A foglalkozés sordn bemutatjuk az 4 sorozatii matematika tankonyvek felépitését, a tananyag
feldolgozasanak lehetdségét, a tankdnyvekben rejld tantargyi érdekességeket, modszertani
oOtleteket. A résztvevokkel megosztjuk a tankdnyv hasznalata soran szerzett tapasztalatainkat,
¢s valaszolunk a jelenlévdk altal megfogalmazott kérdésekre.

Kosztolanyi Jozsef: Jo kérdések, jo problémak — kisbeszéd a felfedeztetésril

., Arrol szeretnék inkabb beszélni, hogy mennyire tanitoinknak készonhetjiik érdeklodésiinket a
tudomany irant, magatartasunkat a tudomannyal szemben. Az én torténetem Magyarorszagon,
a kozepiskolaban kezdodott el, ahol matematikatanarom, Ratz LaszIo, kényveket adott nekem
olvasasra, és érzéket fejlesztett ki bennem targyanak szépsége irant.”

(Wigner Jeno, 1963)

., Nem mellékes az sem, hogy mit mond a tanar az osztdalyban, de ezerszer fontosabb az, hogy
mit gondol a diak! Az otleteknek a diakok fejében kell megsziiletniiik — a tanar csak
babaskodhat.” (Polya Gyorgy)

Az el6adas soran konkrét, kiprobalt példakon keresztiil probalom bemutatni, hogy mit gondolok
a felfedezteté matematikatanitasrol.



Molnar Gyongyvér: A mesterséges intelligencia hatdisa a mérés-értékelésre

Minden egyes alkalommal, amikor 0 technologia jelenik meg, eltérd, néha szélsdséges
vélemények is megfogalmazodnak az adott technologia oktatasi hasznossidga, vagy épp
hatranya vonatkozasaban, illetve felmeriil az igény arra, hogy a megvaltozott kdrnyezet
fényében atgondoljuk az oktatds céljat, feliilvizsgaljuk alkalmazott modszereinket,
eszkozeinket, valtoztassunk oktatédsi rendszerlinkdn. A nagy adathalmazok gyors elemzését és
a személyre szabott visszacsatolds megvaldsitasat tdmogatd mesterséges intelligencia alapu
értékelési technikdk a hagyomanyos értékelési modszerek atalakitasaval lehetéveé teszik a
tanulasi folyamat hatékonysagénak és a tanitas mindségének fokozéasat. Autentikus, megbizhato
¢s valid adatok nélkiil azonban az adatokon, bizonyitékokon alapu fejlesztés kudarcra van
itélve. A mesterséges intelligencia mérés-értékelésben torténd alkalmazasa nem csupan
technologiai vagy infrastrukturalis, sokkal inkabb pedagogiai és mddszertani kihivas.

Molnar Istvan: Kozéppontos hatszogszamok néhdny tulajdonsdagarol - szemléletesen is

Az oktatés, a tanulas folyamata sordn a vizualizacidnak fontos szerepet kell kapnia, hiszen a
természetes informacioszerzéshez ez all a legkdzelebb. A szemléletes bizonyitdsok bemutatasa,
megértetése segithet abban is, hogy egy problémat minél tobb feldl, minél tobb Gton probaljunk
meg megkozeliteni. Természetesen a szemléltetés sem elegendd Onmagaban. A vizualis
levezetések, és az algebrai bizonyitdsok egyiittes alkalmazasa biztosithatja az érzéki
megismerés és az elvont gondolkodas szoros kapcsolatanak kiépitését a tanuldsban.

Az el6adas sordn a kozéppontos hatszogszdmok (olyan ,alakzatokat™ jellemeznek, ahol a
kozéppontban egy pont van, és azt hatszog alaka ,pontrétegek” vesznek koriil) tobb
tulajdonsaga keriil bemutatdsra matematikai levezetések segitségével (bizonyos esetekben
altalanositasokat is végziink) és ezen tulajdonsagok egy része pedig szemléletes bizonyitdsok
alapjan is.

Ezen tulajdonsagok koziil néhany:
Ha az n-edik kdzéppontos hatszogszamot H  -el, az n-edik négyzetszamot Q, -el és az n-edik
haromszogszamot 7 -el jeloljiik, akkor
1.H =6-T,  +1
2.H =T, ,+0, ,
3. H +2-T ,=0,,,
4. H+H,+H,+.+H, =n’
5.H, =H, +H, +6nk-1
6. H, ,=9-H -2
7

VH _,=3-H _,-3-H_ +H,

n+l

Monostoriné Sandor Nelli, Grunerné Harmati Maria: Eszkozok a matematikai
képességfejlesztésben

Hogyan kisérik végig az eszkdzok nagycsoporttol 4. osztalyig a matematikai kompetencidk
fejlesztését? Az als6 tagozatos matematikatanitds elképzelhetetlen tevékenykedtetés nélkiil.



Ugyanazt a tartalmat kiilonféle eszkozok segitségével érdemes megtapasztaltatni a
gyerekekkel. A tanulok ezaltal a tapasztalas altal jutnak el az ismeretszerzéshez, a megértéshez
¢s a fogalomalkotashoz. Ugyanazokkal az eszk6zzel megvalosithatd-e a felzarkoztatas és a
tehetséggondozas?

Mosoczi Andras: Miért tanitunk matematikdt, és mit mondjunk a diakoknak errél?

A matematika a vildg szinte minden orszagéban az a tantargy, amely a didkok egy jelentds
részének nem a kedvenc tantargya. Vannak akik félnek téle, vanak akik nem értik, és sokan
vannak, akik szerint csak felesleges id6toltés, hiszen a "mindennapi életben" sohasem fog
kelleni. De mi a helyzet valojaban a matematikaval? Miért okoz ekkora gondot sokaknak? Es
tényleg, vajon mire fogjék hasznalni az iskolai matektudast "az életben"? Es mit mondhat err§l
egy matektanar a didkoknak? Errdl és a matematikai gondolkodas 1ényegét bemutatd 1atvanyos
- ¢és a didkoknak is megmutathatd - példakrol, valamint az &ltalam irt matematika-
népszerlisité konyv, a Gondolkodas forradalma par izgalmas torténetérdl lesz szo.

Munkacsy Katalin: A megoldoképlet tanitisa Varga Tamas szellemében

Milyen megoldandé modszertani problémak meriilnek {61, milyen gondolkodtatd feladatok
adhatok, ha magat a megoldoképlet levezetését kihagyjuk, vagy a tananyagban lényegesen
hatrébb soroljuk? A Covid altal stjtott, rengeteg hatrannyal kiizd6 gimnazistakra gondolva, az
elmult tanév tapasztalataira épitve allitottam dssze anyagomat.

Nagy Szilvia: 4 kozépiskolai siker alapkovei matematikabol

Eléadéas soran torekszem feleleveniteni, a kollégakkal egyiitt, az altalanos iskolai szinten
elsajatitott alapfogalmak "sorsat" kozépiskolai szinten. Konkrét esetekkel foglalkozunk a
"megakadéasok" hatterének feltarasdban. Hipotézisem szerint, az egyéni problémaknak
kinevezett keriil esetekben nem mindig a didk egyéni képességének vagy készségének a
sajatossaga all a hatterében. A tananyag felépitése, elsajatitdsainak mélysége szamos esetben
torzithatja a fogalomhoz tartozo fogalomképet. Az 4ltalanos iskolai ismeretek ismétlése
kozépiskola 9.-ik osztalyaban sokkal tobbre hivatott véleményem szerint, mint csak "tudja-nem
tudja" eldontése és ujra tanitas sziikség esetén. Tapasztalataim alapjan, belsd motivacio
szempontjabol pozitiv hatast valthat ki, ha a didk tisztdban van azzal, hogy a felfedezés utjan
hol tart jelenleg és mire készitik fel. Fontosnak tartom a fogalomtérképek készitését. A didknak
is latni kell a matematikai alapfogalmak kozotti sszefiiggésrendszert.

Okordi Réka: Mire gondolt a kilt6?

Iskolas éveink sordn legalabb egyszer felmeriilt — no nem benniink, hanem egy
osztalytarsunkban —, hogy honnan tudjam, mire gondolt a kolté. Mi hasonlo kérdést fogunk
feltenni, mindossze kicsit valtoztatunk: Mire gondolt a tanit6é? Ezt a kérdést vizsgaljuk meg két
megkozelitésben. Egyrészt az irodaloméra dal-problematikdjat a matematikadra valos
problémajava tessziik: vajon vannak-e tanorai kdzléseinkben, magyarazatainkban olyan rejtett,
am tudottnak vélt informaciok, amelyek ki nem mondasa a gyermek szdmara elakadashoz
vezethet a megértés folyamatdban. Masrészt megfigyeliink, kiprobalunk, esetleg csak



tudatositunk olyan instrukcids modszereket, amelyek a lemaradok megsegitésére is alkalmasak
lehetnek.

Palfy Péter Pal: Mire jo az algebra?

A klasszikus algebra az egyenletek megolddsénak tana. A 19. szazad elején bizonyitottak be,
hogy az 6todfokt (és a magasabb foku) egyenletekhez nincsen olyan megoldoképlet, mint a
mésod-, harmad- és negyedfoku egyenletekhez. Evariste Galois zseniélis felfedezése volt 1830
tajan, hogy az egyenlet megoldhatdsdga a gyodkeinek szimmetriditol fligg. Ennek nyoman
alakult ki a csoportelmélet, majd az absztrakt algebra tobbi 4ga. Bizonyos fajta egyenletek
tanulmanyozasahoz alkotta meg Galois az ugynevezett véges testeket, amelyek joval késobb,
az 1950-es évektdl kezdve a hibajavité kodok szerkesztésének alapjaul szolgéltak. Egy tisztan
elméleti eredmény az alkalmazott matematika fontos eszkdzévé valt!

Paroczay Eszter, Vépy-Benyhe Judit, Wintsche Gergely: A digitalistol a papirig (avagy a
végtelenig és tovabb)

Digitélis vilagban ¢liink? Mi nem biztos, de a gyerekek mar igen. A hangsuly a digitalis
kiegészitokon és a lehetdségeken lesz, hiszen mindkét sorozat felkeriilt, illetve éppen felkeriil
az NKP-re. Kiegészitésként minden olyan hagyomanyos dolgot is bemutatunk, amelyek menet
kozben kertiltek a tankonyvekbe, illetve kiegészitik azokat.

Dr. Pomuczné Nagy Ildiko, Vizlendvay-Veres Krisztina: Interdiszciplinaritas -
tevékenységalapu tanulds — kooperdcio

Dr. Pomuczné Nagy Ildikd, mint kdzépiskolai matematika-fizika szakos tanar, felkérést kaptam
a EGYH-KCP-16-P-0128 projekt keretében 2018-2021 kozott késziilt 4ltalanos iskolai
matematika tankonyvcsalad elkészitésében vald részvételre. A projekt keretében valé munkam
soran hasznositottam a tobb évtizedes kdzépiskolai tanari tapasztalataimat arr6l, hogy milyen
tipusu tuddssal érdemes felvértezni a gimnaziumba érkezd tanuldkat ahhoz, hogy konnyen
vegy¢k az akadalyokat a kozépiskolai matematika tananyag tanuldsdhoz. Tovabba, annak
érdekében, hogy személyesen is megismerkedjek az 4ltalanos iskolai matematika oktatésaval,
a tankOnyviras idején két évet tanitottam egy olyan vidéki iskolaban, ahol tobbségében voltak
a hatranyos helyzetii tanulok. Mindezen tapasztalatokra alapozva irtam meg a tankdnyvcsalad
elméleti leckéit és mintafeladatait, amelyben nagy hangsulyt fektettem az élményszertiségre, és
arra, hogy a tanulok maguk legyenek képesek a bevezetni kivant matematikai fogalom
megalkotasara. Ennek érdekében minden egyes leckében az elméleti anyag szerves részét
alkotjak az érdeklédést felkeltd "kérdések’ és "tevékenységek’. A célzott kérdések a tanuldkat
arra 0sztonzik, hogy beszélgessenek a tandran egymassal és pedagéogusukkal élményeikrdl,
elézetes ismereteikrdl, tovabba 0sztonzik Oket arra, hogy radobbenhessenek a matematika
interdiszciplinaritasara. A ’tevékenységek’ pedig arra 6sztonzik a tanuldokat, hogy egymassal
parban vagy csoportokban olyan tapasztalatokat szerezzenek, amelyek eldsegitik az eldzetes
fogalomalkotést és az Osszefliggések felismerését. Mind a kérdések, mind a tevékenységek
kutatéasra és matematikai szoftverek alkalmazésara is 6sztonzik és egyben tanitjak is a tanuldkat.
Vizlendvay-Veres Krisztina matematika-torténelem szakos 4altalanos iskolai tanar ¢és
pszichologus, a tankonyvcsalddot tesztelé matematika tanarok egyike. Gimnazistaként
tanitvanyom volt, majd mar, mint gyakorlé6 matematika tanart, a Geomatech uniés program
keretében a GeoGebra alkalmazasara tanitottam.
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Eléadasunkban a kooperativ tanulas-tanitas szemsz6gébdl nézve mutatunk be konkrét példakat,
mint mester és tanitvanya, Dr. Pomuczné Nagy Ildikd, mint szerzd, Vizlendvay-Veres Krisztina
pedig, mint a sajat tanorain gyakorlati megvalosito.

Siiveges-Szabo Marianna Eva: Geometria jatékosan?

Sok év matematikatanitas utan azt latom és tapasztalom, hogy a gyerekek térlatasa egyre
rosszabb. A geometria alapfogalmainak, mint példaul a teriilet, térfogat, elsajatitdsa nagyon sok
tanuld szamara nehézségbe litkozik. Az abrakat, alakzatokat nézik, nézik, de nem latjak. A
digitalizaci6 segithetné ennek a kompetencidnak a fejlesztését, de ez valamiért mégsem torténik
meg. Igy érdemes visszanyulni az o6rai szemléltetésekhez, rajzokhoz, kiilonboz
tarsasjatékokhoz.

A szeminarium szeretném bemutatni az altalam alkalmazott szemléltetd eszkdzoket, jatékokat.
A kollégak forgdszinpad szertien, csoportokban kiprobalhatjak azokat a jatékokat, feladatokat,
amelyeket szakkorokon, tdborokon és a tanitasi orakon alkalmazok és amelyek a tanitvanyaim
kedvencei.

Székeli Andrea: A gyufabanktol a Gidakupdig

Sokéves tanitdoi munkam egyszerli, a matematika orakon hasznalt eszkdzeinek a bemutatésa,
amelyeket a szadmfogalom alakitdsakor, a szadmolds készség fejlesztésénél, a szorzotabla
tanitdsakor hasznalok napi rendszerességgel az als6 tagozat évfolyamain a gyengébb
szamolaskészségli gyerekek jobb iskolai teljesitménye érdekében.

A felsé tagozatos tanuldk korében orszagosan ismert €s kedvelt csapatverseny, a Kecskekupa
Otletébdl sziiletett a Gidakupa, amellyel egy-egy matematika orat lehet szinessé, mozgalmassa,
¢lménytelivé tenni.

Sztankovics Zsuzsanna: A természettudomdnyos ismeretszerzés tamogatdsa a 2. oszgtalyos
matematika ordkon

A 2020-as NAT bevezetésével megsziint a kornyezetismeret tantdrgy az 1-2. évfolyamon, a
természettudomanyos ismeretszerzési modszerek alapozasat mas tantargyakba integraltan kell
elkezdeni ezeken az évfolyamokon.

Az eléadasomban egy rendhagyd csoportos tanitasi gyakorlat kurzust mutatok be, amely 2.
osztalyos tanuldcsoportban zajlott. Ezen a kurzuson természetismeret és matematika
miveltségteriiletes hallgatok keriiltek egy csoportba és a kurzus célja az volt, hogy kapcsolodasi
pontokat keressiink a matematika és a természettudomanyok kozott. Ilyen kapcsolodési pont a
mérések témakore, igy a kurzus orait a mérések koré terveztiik. A kurzus tapasztalatai az MTA
— ELTE Kornyezetismeret tanitasa Kutatocsoport munkajahoz is hozzdjarultak. Szamos
kihivassal kellett megkiizdeni a megvaldsitas soran, de a legfontosabb tapasztalat az volt, hogy
a gyerekek nagyon j61 fogadtak a sok kiscsoportos tevékenységgel jard orakat, a hallgatok pedig
képesek voltak arra, hogy a kordbban megszokottdl eltéré szemlélettel tervezzék meg az orak
menetét.
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Varga Daniel: Az Erdds-Moser sejtés

A sik legfeljebb mekkora hdnyada szinezhetd ki ugy, hogy két kiszinezett pont nem lehet
pontosan egység tavolsagra egymastol? Ezt a geometriai kérdést Leo Moser fogalmazta meg az
1960-as évek elején, Hadwiger és Nelson egy rokon probléméjaval kapcsolatban. Erdés Pal
sejtése szerint ez a hanyad nem érheti el az 1/4-et. A sejtés bizonyitdsahoz szamos szaktertilet
miiveldinek egyiittmiikodésére volt sziikség: a bizonyitds a geometria, Fourier analizis, linedris
programozas, grafelmélet és szdmitégéptudomany modszereibdl meritett, és nagy 1éptékii
szamitogépes keresést alkalmazott. Eldaddsunkban bemutatjuk a f6bb gondolatait.

Velkey Kristof: Eredményesség a kozponti mérések tapasztalatai alapjdan

Az orszagos kompetenciamérés, a nemzetkdzi nagymintas mérések és a kozponti felvételik
adatbazisainak a segitségével az eldaddsomban a tanuldi eredményesség kérdéskorét jarom
koril, azt vizsgalva, mit arulnak el a mérések a magyar tanulok matematika tudasarol. Az
eredmények bemutatasan €s értelmezésén tal roviden attekintem, milyen valtozasok torténtek
az OKM digitalizacidjaval és hogyan alakul at az eredmény-visszajelzés rendszere.
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Exponencialis diofantikus egyenletek és exponencialis kongruenciak

Hajdu Lajos
Debreceni Egyetem, Matematikai Intézet

Kiindulépontunk a 2021 évi Ausztral Matematikai Olimpia egy fel-

adata: oldjuk meg a

2P -3 =7
exponencialis Diofantikus egyenletet, ahol az x,y kitevok nemnegativ
egész ismeretlenek! A feladat (és a megoldds) azt a fontos tlizenetet
hozza, hogy exponencialis Diofantikus egyenletek exponencialis kong-
ruenciak segitségével is kezelhetoek lehetnek.

A kovetkezOkben roviden felvazoljuk az exponencidlis egyenletek el-
méletét, és megfogalmazzuk a Skolem-sejtést - amely éppen a fent
megfigyelt kapcsolatot onti preciz formaba. FEzek utdn az exponen-
cidlis kongruencidkra fékuszalunk. Elsoként az Euler-Fermat tételt
goreso ala véve megéllapitjuk, hogy bizony ez az allitas nagy mértékben
pontosithato. fgy természetes mdédon eljutunk a Carmichael-féle -
fiiggvényhez, amely bizonyos tulajdonsigai (felhasznalva Erdés, Po-
merance és Schmutz egy mély tételét) megnyitjdk az utat az expo-
nencidlis egyenletek exponencialis kongruencidkkal valo vizsgalatahoz.
Kideriil, hogy az eljaras a gyakorlatban is jél hasznalhaté. A mddszer
illusztralasara tobb (koztilk egy-két ,nagy”) példat is bemutatunk.

Kis kitéroként megmutatjuk, hogy az elv hogyan hasznalhaté kap-
csolédo problémék vizsgalatara, példaul rekurziv sorozatokra vonat-
kozé bizonyos kérdésekben, hatvanyosszegek hatvanyértékeire vonat-
kozoban, vagy specidlis, pl. 2% + 3Y alaka primekkel kapcsolatban.

Eldadasunkat néhany, a Skolem-sejtést alatdmaszto 4j tétel bemu-
tatasaval zarjuk.



Sorozatok osszegképlete

Cél: altalanos eljaras keresése (egylitt gondolkodas) (ismertetés) olyan sorozatok elsé n tagjanak
Osszegképletére, amely sorozatok altalanos tagja megadhatd polinom vagy szorzat, vagy vegyes
formaban.

n
Néhany példa ilyen sorozatokra: a, =n°-3n+5 sorozat esetében Z a, =?
k=1

b, =n(n+2)(n—5) sorozat esetében z b, =?

k=1

n
¢, =n°+3n(n—2) sorozat esetén ch =7
k=1

I. modszer: tagokra bontas és az oszloponkénti 6sszeadas modszere

A fenti médszer alkalmazasa az a, =n(n+1) sorozat esetében a kovetkezé modon torténik:

Ol 02 03
a =12 = 1+1
a,=2-3= 2+242
a,=3-4= 3+313H3
a,=4-5= 4+4H4+4+4
a,=n-(n+1)=n+nHn+tn+n+n+...+n

Most az oszlopokat dsszeadva, kapjuk, hogy:

01:2—n(g+1)
0 _n(n+) ,_n-(+h 12
202 2 2
_n:(n+) . o n(n+l) 2.3
03_—2 1 2_—2 >
_n(n+) , 5, 5 _Nn-(n+) 34
0, = > 1-2-3= > >
e+ 45 s pop (D) (n-1)-n
0, = > 1-2-3 (n-1)= 5 >
n(n+1)

A pirossal jelolt tagokat az 1+2+3+...+n= képlet alapjan kapjuk, vagy a teljes

2
indukcioval is bizonyithato.



Bevezetve a Z n(n+1) =S jelolést és az oszloponkénti eredményeket 6sszeadva kapjuk,
n=1

nin+l) 1.2+2-3+3-4+...+(n=-Dn
2 2 '

hogy: &zwﬂn—n-

A fenti egyenletet beszorozva 2-vel kapjuk, hogy:
2:S=2-n(n+1)+(n-1)-n(n +1)—[1-2+2.3+3~4+...+(n—1)n].
A szbgletes zardjelben 1év6 tagok dsszege irhato: 1-2+2-3+3-4+...+(n—-1)n=S—n(n+1)
alakba, igya 2-S=2-n(n+1)+(n-1)-n(n+1) - [S— n(n +1)] egyenletet kapjuk.

N+D+2) | s vetkezik.

A fenti egyenletbdl az S= 3

Specialis sorozatok dsszegképlete:
A fenti modszert (eljaras) alkalmazva az alabbi sorozatok esetében az 0sszeg:

n(n+1)(n+2)(n+3)
4

n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
5

a, =n(n+1)(n+2) sorozat esetében S=

a, =n(n+1)(n+2)(n+3) sorozat esetében S=

Az eldz6 példak alapjan az altalanositas lehetdségének észrevétele:

a,=n(n+1)(n+2)(n+3)-...-(n+k) sorozat esetében az dsszeg:

_n(n+)(n+2)(n+3)-...-(n+k +1)
- k+1

S

Ujabb sorozatok 6sszegképletének meghatarozasa az el6z6 pontban elért eredmények
ismeretében

2 _n(n+1)(2n+1)

a, =n” esetében 1 +2°+3° +...+n 5

n’(n+1)°

a, =n’ esetében I’ +2°+3°+...+n’ = 2

n(n+1)(2n+1)(3n* +3n-1)
30

a, =n* esetében 1' +2* +3* +...+n* =

Az el6z6 példak alapjan altalanoesitas (rekurziv formula) lehetdsége az 1¢ +2¢ +3“ +...+n
0sszegre

Tetszéleges (polinom alaku) sorozatok Osszegképletének meghatarozasa (a fenti
sorozatok dsszegképletének ismerete esetén kiszdmolhat6), hiszen ezen sorozatok

a,=an" +an*+a,n’+...+a,n" alakba irhatoak.



I1. modszer: binomialis tétel felhasznalasaval

Ezzel a modszerrel az 1“ + 2 + 3 +...+n" 6sszegeket lehet meghatarozni gy, hogy
rekurziv formulat lehet levezetni segitségével.

Jelolje az 1 + 2" +3“ +...+n* Gsszeget S¥

Nézziik példaul a k =5 esetet:
5 5 5Y 15 (5) 44, (5) 43 (5)42,(5) 4 [5) 40
N PPN P PR
5 5 _[B) 55 (5] 44, (5} 53 (B} 52, (5} 51 [B) 5o
r= (2-1 0 -2 —(1)-2 +(5 2 —(3)-2 +(4)-2 —(5)-2

5 _ 5 _[9). 25 (D). a4, (59) 23 (5] 22,(D) at_ (5] a0

i e T R S AR AR

' 5 5 (5) .5 (B} .4, (5) 3 (5} .2,(5) .1 (5} .0

0= g5
Oszloponként dsszeadva és a kapott egyenletet atrendezve kapjuk. hogy:

(f).sf :((5)).n5+(g).s3_(g).sz+(2).sl_(g).s°

_ n°+10-S*-10-5*+5-5' - §°
5

84

A fentiek alapjan elvégezhetd az altalanos rekurziv formula is:

v (K+1) eka (K+1) ak afk+1
(k+1)-S":n“+( 5 )-s“—( 3 )-sk 2+...+(—1)“(kil)-s°



