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Az idei Véandorgytilés eléadasai koziill Abraham Gabor: Egyenl6tlenségek cimmel tartott
eldadasdhoz kapcsolodva készitettem el ezt a szakkori anyagot. A feladatok megoldésai az
eléadason is emlitett megoldasai mddszerekhez kapcsolddnak. A problémak versenyfeladat

szintiek, megoldasukhoz a 9-10.0. matematika tagozatos algebra tananyagra van sziikség.



1.
Bizonyitsuk be, hogy a,b,c >0 esetén valos szamokra

c+a , a+b , b+c
X°+ +

72 > axy + byz + czx.
> > y + 0y

2.
Az a,b,c pozitiv szamok 6sszege 3. Bizonyitsuk be, hogy
2a’b* +2b%c® +2c¢’a® —a* —b* —c* <3.

3.
Bizonyitsuk be, hogy ha X,y,z >0, akkor

x*+y*t+2* > 4xyz-1.
4.
Az a,b,c,d pozitiv valos szamok dsszege 1. Igazoljuk, hogy

a* . b* . c* . d*
(a®+b”)(a+b) (b*+c*)(b+c) (c*+d*)(c+d) (d*+a’)(d+a)

-1
4

5.
Bizonyitsuk be, hogyha X, Y,z >0, akkor

1 N 1 N 1 S 3
xg(y3+23) y9(23+x3) zg(x3+y3)_2x4y4z“'
6.
a) Az a, b, c pozitiv szdmokra igazoljuk, hogy
a b C 3
+ + <—.
c+2a+2b a+2b+2c b+2c+2a 5
b) Az a, b, ¢ pozitiv szamokra a+b+ ¢ = 3. Igazoljuk, hogy
ab bc ca 3
+ + <-—.
9-4bc 9-4ca 9-4ab 5

7.
Igazoljuk, hogy a,b,c >0 esetén

\/WSi/(a+b)(b;c)(c+a)_
8.

Igazoljuk, hogy a,b,c >0 valds szamokra




(a+ bZE;i)§c+a) S % ; (abc)z.

9.
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Az a,b,c nem negativ valds szamok, melyekre teljesiil, hogy a+b+c=1. Igazoljuk, hogy

5(a’ +b*+¢*)<6(a’+b°+¢*)+1.
10.
Az x, y, z pozitiv szamokra teljesiil, hogy Xyz =1. Igazoljuk, hogy
X+ Y+ 22+ X+ Y +222(Xy + Yz + 2X).
11.
Bizonyitsuk be, hogyha a,b,c>0 és a+b+c =3, akkor

abc+L>5.

ab+bc+ca

A feladatok megoldasai
1.

Kettével valod szorzas és rendezés utan:
(c+a)x*+(a+b)y*+(b+c)z® —2axy — 2byz — 2czx > 0,
a(x—y)2+b(y—z)2+c(z—x)2 >0,

ami nyilvan igaz. Egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha x=y = z.

2.

A bal oldalon szerepld kifejez€s az in. héroni azonossag alapjan szorzattd bonthatdé a

kovetkezdképpen:

2a’h® +2b’c® +2¢’a’ —a* —b* —c’ =(a+b+c)(a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c).

A tovabbiakban elegendé megmutatnunk, hogy
(a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c)<Ll.

A bal oldalon a zarojelekben allo kifejezések dsszege a+b+c =3, igy mindharom kifejezés

értéke nem lehet negativ. Ha a harom tényez6 kozil barmelyik értéke 0, vagy pontosan egy

tényezd negativ, akkor készen vagyunk. Pontosan két negativ értékii tényezd nem lehetséges,

mert pl. a+b-c<0 és —a+b+c<0 esetén Osszeadds utan b <0 adddna. Végil, ha



mindhdrom tényez0 pozitiv, akkor alkalmazzuk a mértani és szdmtani kozepek kozotti

egyenlOtlenség harom valtozora vonatkoz6 alakjat:

a+b—c+a-b+c—a+b+c)’ a+b+c)
(a+b—c)(a—b+c)(-a+b+c)< = =1.

3 3

Egyenldség pontosan akkor all fenn, ha mindharom bett értéke 1.

3.
1. megoldas:

Azonos atalakitasokat végezve:

X'yt 4zt —axyz+1= (X" —2X° +1)+(y* —2y*2° + 2%)+(2y°2% —dxyz + 2X° ) =
:(xz—l) (y ~7 ) +2(yz—x)" >0.

Egyenldség pontosan akkor, hax =y =z =1.

2. megoldas:

A szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenldtlenség miatt
x*+yt+z* 23W.
Legyen %/M = a, ekkor elegendd megmutatni, hogy
3a*>4a’-1,
3a*-4a’+1>0.
Szorzatta alakitasokat végezve:
(a-1)(3a°-a’-a-1)>0,
(a-1)"(3a®+2a+1)>0,
ami trivialisan igaz.

4.
Jeloljiik a bal oldalon all6 kifejezést A-val, tovabba legyen
b* c* d* a’

B:(az+b2)(a+b)+(b2+c2)(b+c)+(c2+d2)(c+d)+(d2+az)(d +a)

Mivel pl.

24 ) b =(a—b)(a+b)(a2+b2)=a_b
(a®+b?*)(a+b) (a’+b*)(a+b) (a+b)(a®+b?) ’

ezért



A-B=a-b+b-c+c-d+d-a=0,
tehat A = B. Masrészt pl.

) a'+bt (az+b2)2 _al+p? (a+b)” a+b
(a®+b?)(a+b) 2(a*+b?)(a+b) 2(a+b) 4(a+b) 4

kozben kétszer is felhasznalva, hogy

A (*) becslés miatt akkor

A:%(A+ B)z%- (2a+2b+2c+2d)=

N
N

Egyenldség pontosan akkor,ha a=b=c=d = %

Megjegyzés:
Hasonlé mddon oldhaté meg a kdvetkezo feladat: aza,b,c pozitiv valos szdmok dsszege 1.
Igazoljuk, hogy
a’ b’ c?
2 2 + 2 2 + 2 2
a’+ab+b° b°+bc+c® c“+ca+a

1
>—.
3

5.

Ekvivalens atalakitasokat végezve:

\

1 3 y'z* 3
ng(y3+z3)22x4y4z4 szs(ys_'_zs)_Z@Zl

cyc cyc

Hau,v > 0, akkor u*v+uv® <u®+V°, hiszen atrendezés utan 0 < (u —V)(u4 —V4), ahol a jobb

oldalon azonos eldjelll tényezdk allnak. Elegendd ezért belatnunk, hogy

1
S1572;
"oy

Yy z

ami a jOl ismert Nesbitt-egyenl6tlenség miatt igaz.
Megjegyzés:

A Nesbitt-egyenldtlenség szerint, ha aza,b,c pozitiv valos szamok, akkor



a b C
b+c c+a a+b

3
2 —.

2
Egy rovid bizonyitas a Titu-lemma alkalmazasaval:

a b C a’ bh? c? (a+b+c)2
b+c c+a a+b ab+ac bc+ba ca+cb 2(ab+bc+ca)

3
2 )
felhasznalva, hogy a®+b”+c® > ab+bc +ca.

6.

a) Tekintettel arra, hogy felsé becslésre van sziikség, ami tortdsszegeknél sokszor nem konnyt,
igy azzal a szokdsos triikkkel éliink, hogy atforditjuk a becslés irdnyat. Ehhez vegyiik
figyelembe, hogy pl.

b _1 1 a+2c ) 1 1 a+2
a+2b+2c 2 a+2b+2c) 2 2 a+2b+2c’
ezért a bizonyitando egyenldtlenséggel ekvivalens
Z a+2c S 9

~a+2b+2c 5

Alkalmazzuk a Titu lemmat:

3 a+2c -y (a+2c)’ >(a+2c+b+2a+c+2b)2_9(a+b+c)2
Sa+2b+2c of(a+2c)(a+2b+2c) D (a+2c)(a+2b+2c) _5(a+b+c)2

cyc

9
.

Egyenldség csakis akkor teljesiil, ha a valtozok értéke megegyezik.

b) Mivel tetszdleges x, y valds szamokra
Og(x—y)2 <:>4xy£(x+y)2,

ezért

Y s Ve e i)

cyc cyc 9- b+C) cyc 9—(3—8.) cyc cye a+2b+2C

Figyelembe véve az a) allitast készen is vagyunk. Egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha

a=b=c=1.

7.

Az egyenldtlenségben 1évo kifejezések homogén szerkezetliek (azaz a=1a’,b=Ab’,c=Ac’

helyettesitésre visszakapjuk a becslés eredeti alakjat), ezért feltehetd, hogy ab+bc+ca=3.

Ekkor elegendé megmutatni, hogy



8<(a+h)(b+c)(c+a),
8<(a+b+c)(ab+bc+ca)—abc,
() 8<3

Kozismert, hogy a®+b?+c? > ab+bc+ca, igy

(a+b+c)—abc.

(a+b+c)2 >3(ab+bc+ca)=9,
a+b+c>3.

A szamtani és mértani kozepek kozotti becslést alkalmazva

(ab)(bc)(ca) = (abe)’ < (%;*C&‘j _1

ezértabc <1. Mindezekbdl a (*) egyenl6tlenség adodik. Egyenléség pontosan akkor teljesiil,

ha a=b=c.

8.

Legyen p=a+b+c,g=ab+bc+ca, r =abc. Ekkor

(a+b)(b+c)(c+a)=(p—-a)(p-b)(p-c)=p*+pg—p°—r=pg-r.

A bizonyitand¢ allitas:

2 2 1
PA=r L85 o pazre| Spars |
p 3 3

2
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség alapjan q > 33 (abc)2 =3r3, igy elegend6

megmutatni, hogy

8 1
3p>—p+r3i s =>rs,
P 3ID 3

Wl

Ismét a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenldtlenségre hivatkozva adddik, hogy ez igaz,
igy ezzel az eredeti egyenldtlenséget is igazoltuk. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha
a=b=c.

Megjegyzés:

A megoldasban latott megoldasi mddszer neve: p-g-r technika.

Ezt f (a,b,C)ZO alakra hozhat6 algebrai egyenl6tlenségeknél alkalmazhatjuk, melyekben
olyan 3-valtozos f (a, b, C) algebrai kifejezés szerepel, amely szimmetrikus. Az esetek nagy

részében f(a,b,c) szimmetrikus polinom, vagy pedig ekvivalens lépésekkel ilyen alakra



hozhat6. A szimmetrikus polinomok alaptétele szerint a haromvaltozés szimmetrikus

polinomok felirhatok a p=a+b+c,g=ab+bc+ca, r=abc haromvaltozos, Gn. elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként. Ezek az elemi szimmetrikus polinomok megkaphatok
az egyvaltozos, harmadfokt polinomokra vonatkoz6 Viéte-formuldkbol. Ha a, b, ¢ jeldli a
gyokoket, akkor az un. gyoktényezds alakbol

(*) (x—-a)(x—b)(x—-c)=x’—(a+b+c)x*+(ab+bc+ca)x—abc=x’—px*+gx—r.
Az egyiitthatok Osszevetésével kapjuk a fenti kifejezéseket. Konkrét esetekben az elemi
szimmetrikus polinomokkal valé felirasok egyaltalan nem egyszertiek, sokszor rekurziv médon

készithetok csak el. Néhany példa az emlitett eldallitdsokra:
f(a,b,c)=a®+b’+c?=(a+b+c) —2(ab+bc+ca)=p?-2q,
(a+b)(b+c)(c+a)=pg-r,

(ab,c)=
f(ab,c)=(a-b)(a-c)+(b-c)(b—a)+(c-a)(c-b)=p*-3q,
f(a,b,c) 2

(a,b.c)

f

=a’+b’+c’~3abc=(a+b+c)(a’+b*+c” —ab—bc—ca)=p(p*-3q)=p°-3pg,
a)

f(a,b,c

=a(a-b)(a—c)+b(b-c)(b-a)+c(c-a)(c—b)=

=a’+b’+c°—(a’b+a’c+b’c+b’a+c’a+c’h)+3abc = p° —4pg+9r.
Az n. p-g-r modszernek a becsléseknél valo hasznalata kozben (feltéve, hogya,b,c>0)

gyakran alkalmazzuk a kozismert p> >3q egyenlétlenséget, valamint a haromvaltozos

szdmtani €s mértani kozepek kozotti egyenldtlenségbol:

a+g+c > 3abe

egyszertien kaphato p°>27r egyenlétlenséget. Sokszor felhasznalhato még az un. Schur-
egyenldtlenség, amely szerint, ha x, y, z nem negativ szamok és ¢ pozitiv szam, akkor

X (x=y)(x=2)+y'(y=2)(y-x)+2'(x-2)(y~2)20.
Egyenldség pontosan akkor teljesiil benne, ha X = y = z, vagy pedig két valtozo értéke egyenld,

a harmadik értéke pedig 0.

Fontos specialis esetei:

t=1: a(a—-b)(a—-c)+b(b—c)(c—a)+c(c—a)(c—b)=p*-4pq+9r >0,



=a*+b*+c'-a’(p-a)-b*(p-b)-c
=2(a"+b"+c')—p(a’+b°+c*)+ pr=

=2(p*-4p*q+29° +4pr)—p(p°—3pg+3r)+ pr=p*-5p’q+4q° +6pr 0.

9.
Legyen p=a+b+c=1 g=ab+bc+ca, r =abc. Ismert azonossagok alapjan

a’+b?+c?=(a+b+c) —2(ab+bc+ca)= p*-2q,
a®+b°+c’—3abc =(a+b+c)(a’+b”+c’ —ab—bc—ca)= p(p’-3q)= p°-3pq,

igy a bizonyitando allitas:
5(1-29)<6(1-3q+3r)+1
80 <18r+2,
49-1<09r.

Mivel a Schur-egyenldtlenség szerint
p’—4pg+9r>0< 9r>4q-1,

ezért készen vagyunk. Egyenléség ennek megfeleléen pontosan akkor teljesiil, ha

1 1
a=b=c= 3’ vagy pedig két valtozo érteke > a harmadiké pedig 0.

10.
Legyen p=X+Yy+2Z,q=Xy+Yyz+2X,r=xyz=1. A bizonyitando allitas ekvivalens a
kovetkezovel:

p*-2q+p=2q,

2
Ptp .

4

A Schur-egyenlétlenség szerint: ha x, y, z nem negativ szamok, akkor p* —4pq +9r.

Atrendezve, T =1 miatt:

Elegendd igazolnunk, hogy



10

2 3
p’+p p+9

> 2>0,
4 4p P

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség felhasznalasaval

P_X+y+z
3 3

amibdl allitasunk kovetkezik. Egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha Xx=y=z=1.

> 3xyz =1,

11.

Legyen p=a+b+c=3, g=ab+bc+ca, r =abc. A bizonyitand6 allitas:
r+225<:> rq+12 >5q.

A Schur-egyenldtlenség szerint
p’—4pq+9r>0=3r>4q-9.
Elegend¢ igazolnunk, hogy
q(49-9)+36-159>0,
4q9% —249+36>0,
4(q-3)° >0,

ami nyilvanvaldan teljesiil. Egyenl8ség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c=1.



