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Bevezetd

Véletlenll keveredtem oda erre az el6adasra. Nem fértem be egy masik terembe, és akkor a
bardatnémet megszolitotta az egyik szervez6, hogy jojjink erre, j6 lesz ez. Kozépiskolas
tanarként mit hoztam magammal az alsé tagozatos tanitéknak készil§ egyetemistak ,,Jatszani
is engedd” cim{ szemindriumabdl?

Egyikik, Rapavi Rebeka el6addsa arrdl szolt, hogyan hasznalhatjuk valtozatos médon a Dobble
nev( jatékot iskolai keretek kozott.

1. A Dobble

A Dobble nev( jatékban 55 kartya van, Minden kartydn 8 kiilonb6z6 rajz vagy abra. Barhogy
valasztunk ki a kartyak koziil kett6t, pontosan egy kdz0s rajz lesz a kartydkon. A jaték Iényege,
hogy fedezziik fel minél gyorsabban, melyik a k6z6s abra. Felcsapunk parban egy-egy kartyat.
Melyik a k6z6s rajz? Aki hamarabb kimondja a nevét, az teheti el a part. Az is lehet, hogy
tobben jatszunk egyszerre. llyenkor mindenkinek egy lapja van, kezdetben leforditva, a tobbit
kozépre tessziik egy pakliba. Egyszerre felforditjuk a sajat lapunkat, és aki hamarabb kimondja
annak a figuranak a nevét, amely k6z0s a sajat lapja és a kozéps6 kozott, az elveheti a kozépsé
lapot, és most mar az lesz az, amellyel egyez6t fog keresni, s kozben kdzépen is egy Uj lap
bukkant eld.

A jaték annyira népszer( lett, hogy nagyon sokféle valtozatban piacra dobtak. Kaphatd Star
Wars figurakkal, allatos rajzokkal, formakkal, strandolashoz kapcsolédd rajzokkal, vagy
kisgyermekeknek késziilt olyan is, amelyen kevesebb abra van a lapokon.



A szemindriumon azt is bemutattak, hogy létezik olyan szamitogépes oldal, amelynek
segitségével elkészithetd egy személyre szabott Dobble készlet is. Mi adhatunk meg a gépnek
kell6 szamu figurat, és elkésziti belSle a pdf fajlokat, csak ki kell nyomtatni, kivagni, és
kezd6dhet a jaték. Ezt a lehet6éget haszndlta fel az el6adast tartd Rebeka is. Mert mit is
fejleszt egy ilyen jaték? A figyelmet, a memdridt, és persze az asszociaciét, a nyelvi
kompetenciat: ki kell mondani a megfelel6 sz6t. Ezt hasznaljak fel, amikor nyelvtanulashoz
alkalmazzdk, de ezt haszndljak fel alsé tagozatban, amikor matematikai fogalmakat
szeretnének megtanitani. Mert kiprobalhattuk azt a Dobble jatékot, amelyen geometriai
alakzatok szerepeltek. Ami pedig még jobban kitagitotta szdmunkra az alkalmazas
lehet&ségeit, amikor azt a készletet mutatta meg, amellyel a szorzétabla tanuldsat lehet
segiteni. A kartyak egy részén szorzatok vannak, pl 5 - 3, mds kartyan viszont az szerepel, hogy
15, és ezt kell parba dllitani a kisiskoldsoknak. Ekkor néhanyan a teremben, akik
kozépiskoldban tanitunk, egymasra néztiink, és azt mondtuk: - ,Ezt el lehetne késziteni

I”

hatvanyozassal és logaritmussal is!

2. A jaték matematikai hattere
55 kartya, 8 rajz / kartya. Miért éppen ennyi? Hanyféle kiilonb6z46 figura van? El lehet késziteni
mas szamokkal is?

A jaték matematikai hatterét a véges projektiv sikok témakore jelenti. A véges projektiv
sikokhoz pontok, egyenesek, és kozottik létrejove reldciok, illeszkedések tartoznak.

» Barmely két kiilonb6z6 ponthoz pontosan egy olyan egyenes van, amelyre mindketten
illeszkednek.

» Barmely két kilénb6z6 egyeneshez pontosan egy olyan pont van, amely illeszkedik
mindkett6jukre.

» Minden egyenesen legalabb 3 pont van.

» Minden pont legaldbb 3 egyenesre illeszkedik.

Véges projektiv sikot alkot az abra szerinti alakzat (Fano-sik), /’f A

ha benne a haromszog oldalait, sulyvonalait, illetve a beirt L R Y
korét tekintjiik egy-egy , projektiv egyenesnek”. Ezen a sikon ’< )

7 pont és 7 egyenes taldlhatd, minden egyenesre 3 pont A - -
illeszkedik, minden pont 3 egyenesre illeszkedik. / | /:'/\ | \

,
-,

| TN
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és egyenesek szerepe felcserélhet6.

Belathatd, hogy ha egy projektiv siknak van olyan egyenese,

amelyik n+1 pontot tartalmaz, akkor minden egyenese n+1 pontot tartalmaz, minden pontja
n+1 egyenesre illeszkedik, és &sszesen n+n+1 pontot és ugyanennyi egyenest tartalmaz. Az
abra szerinti Fano-sik az n=2-hoz tartozd projektiv sik. Az is bebizonyithaté ugyanakkor, hogy
nem minden n>1 természetes szamhoz lehet konstrualni projektiv sikot. Az n=6 és n=10
esetben példaul nem létezik ilyen sik.



3. Dobble és a matematika

3.1. A Dobble és a véges projektiv sik
A Dobble jatékhoz tartozik egy projektiv sik. A sik pontjainak a rajzok, a sik egyeneseinek a
kartyalapok felelnek meg.

Hany kartyaval, hany abraval lehet tehat Dobble jatékot késziteni?

1 lapon hany rajz 1 rajz hany lapon lapok szama rajzok szama
van? szerepel?

n n+1 n+1 n’+n+1 n?+n+1

2 3 3 7 7

3 4 4 13 13

4 5 5 21 21

5 6 6 31 31

7 8 8 57 57

8 9 9 73 73

A szemindriumon megkaptuk az n=3-hoz tartozd véges projektiv sik egy modelljét is:

forras: https://www.math.lsu.edu/~contest/contest logo 2004.html

3.2. Most 57 vagy 557
Az eredeti Dobble jatékban 55 lap van. A tablazatban nem szerepel 55, csak 57. Akkor a jaték
most melyik projektiv sik?

A szeminariumon is megemlitették azt a tényt, hogy a teljes Dobble pakli 57 kartyabdl allna.
Az, hogy a készletben csak 55 kartya szerepel, egyszerlien a nyomdai kivitelezés lehet&ségeire
vezethet( vissza: igy gazdasagos a jaték elGallitasa, a jaték élvezhetGségét pedig egyaltaldn
nem rontja, hogy 2 kartyaval kevesebb van.

A Dobble jaték tehat nem teljesen egy véges projektiv sik. Egy olyan véges prokjektiv sik
részének tekinthets, amelyen 57 pont van és 57 egyenes, minden egyenesen 8 pont, és


https://www.math.lsu.edu/~contest/contest_logo_2004.html

minden ponton at 8 egyenes megy. Hidanyzik azonban két egyenes. igy megmarad az a
tulajdonsaga, hogy barmely két egyenesnek pontosan egy kdzds pontja van. Ennek dualisa
azonban nem teljesil: nem igaz, hogy barmely két ponthoz pontosan egy kdzos egyenes
létezik, vannak olyan pontparok, amelyekhez hidnyzik a k6z6s egyenesiik.

Az 55 lapos készletben tehat 57 rajz valtakozik a kartyakon. Hidnyzik a ,teljes készletb6l” két
lap (a két egyenes megfelel6je). igy megmarad az a tulajdonsag, hogy barmely két lapon
egyetlen kozos dbra van (barmely két egyenesnek pontosan egy kozos pontja van). Nem
teljestl ugyanakkor, hogy barmely két rajz pontosan egy lapon szerepel egyiitt (ez felelne meg
annak, hogy barmely két ponthoz van egy kéz0s egyenes). Vannak olyan parok, amelyek nem
szerepelnek k6z6s lapon. De ez a jaték szempontjabdl Iényegtelen.

Mibdl all tehat a készlet?

v’ 55 kartya, mindegyiken 8 rajz
v' 57 rajz,
» 1db rajz 6-szor szerepel (ez az, amelyik a k6z0s dbra lenne a kimaradé két lapon),
» 14 db rajz 7-szer szerepel (ezek lennének a hianyzd lapokon a tébbi 7-7 kilonbo6zé
rajz)
» 42 rajz 8-szor szerepel

EllenGrzésképpen kiszamithatjuk kétféleképpen, hogy 6sszesen hany rajz van a kartyakon.
Minden lapon 8 rajz van, ez 6sszesen 55 - 8 = 440 rajz. 1 db rajz 6-szor, 14 db rajz 7-szer, 42
db rajz 8-szor szerepel, ez 6sszesen ugyancsak 6 + 14 -7 + 42 - 8 = 440 rajz.

4. Készitstink sajat Dobblét!

Baratném angolul tanitja a matematikat. igy 6 az angol szakkifejezések gyakoroltatasara latott
benne nagy lehetGséget. Az els6 készletben egyszerlien csak egész szamok lehetnek,
amelyeket ki kell mondani angolul. Egy kovetkez6 készletben tortek. Majd mUveletek egyszerd
szamokkal. S késziilhet készlet geometriai alakzatokkal is. Fontos a jaték soran, hogy a k6zos
abra nevét ki kell mondani. Ha taldlunk elég szamu kiilonb6z6 fogalmat (az élvezhetGség
szempontjabdél minimum 13), akkor igy jatékosan segithetjik az angol szakkifejezések
memorizaldsat és gyakorlasat.

Kozépiskolai matematika 6rdra én olyan Dobble készletben gondolkodom, amelyen ugyanaz a
szam vagy kifejezés tobbféle alakban is megjelenik. igy nemcsak a vizudlis latvany fog
megegyezni, hanem fel kell ismerni, hogy pl (1+x)? és 1+ 2x + x? ugyanannak a
kifejezésnek két felirasa.

Nem szikséges nagy, 57 lapos készlet. Ha egy kartyalapokon 6 matematikai nevezetes
azonossag szerepel, az ranézésre nyomasztd lehet, sok gyerek szamara riasztd. Ezért els6re
kisebb készleteket készitek, 4 dbrat tartalmazo kartyakkal:

v" minden lapon 4 4bra van, minden abra 4 lapon szerepel. Ehhez 13 darab kartyara és
13 darab fogalomra van sziikség.



Ha a jaték bevalik, érdemes nagyobb készletekben gondolkodni:

v" minden lapon 5 dbra van, minden dbra 5 lapon szerepel. Ehhez 21 darab kartyéra és
21 darab fogalomra van szikség;

v" minden lapon 6 dbra van, minden abra 6 lapon szerepel. Ehhez 31 darab kértyara és
31 darab fogalomra van sziikség.

4.1. Segit az internet

Mivel ismerjik a 13 pontu projektiv sik modelljét (Id. 3. oldal), ha megszamozzuk a fogalmakat,
leolvashatjuk az dbrardl, hogy melyik elemeket kell egy-egy kartyara tenniink. A jaték logikdja
megmarad akkor is, ha szogletes kartyalapokra ratessziik a megfelel§ abrakat. Ezek elkészitése
sokkal egyszer(bb lenne. Ugyanakkor a kor alaku kartyak kilonleges izt, hangulatot, egyfajta
varazst adnak a lapoknak. A lapokon nincs elsé elem, nincs az elemeknek sorrendje, sokkal
inkabb azt az érzést kelti, hogy véletlenszerlien kerliltek az abrdk a lapokra. Jatékossa teszi a
helyzetet. Ezért készitsiink kor alaku lapokat, s ugy, hogy az abrak kiilonb6z6 irdnyokbdl
legyenek olvashaték.

Ehhez az interneten taldlhaté ingyenes Dobble—készit6 honlap nyujt segitséget. A
vandorgylilésen, a szeminariumon ilyet is mutattak nektink. Tébb alkalmas honlap is létezik.
Ezek egyike: http://aaronbarker.net/spot-it/spot-it.html. Ha megadok 13 sz6t vagy abrat, a
program elkésziti hozza a kartydkat. Kinyomtathatom, ki kell vagni, és kezd6édhet a jaték.

Ez a program ugyanakkor nem tudja azt, hogy ugyanazt a fogalmat hol ilyen, hol olyan alakban
teszi a készletbe. Ezen ugy tudunk segiteni, hogy a 13 fogalomhoz tébb Dobble készletet
készitlink. Mindet kinyomtatom, kivdgom, majd a megfelel6 kartyakat kicserélem a paklikban.
Maradhatnak ugyan olyan lapparok, amelyen az azonos fogalom azonos alakban szerepel, de
legtobbszor kilonb6z6 alakok azonossagat kell felismerni.

4.2. Mi legyen a kartyakon?
Tobb témaban szeretnék Dobble készletet késziteni. llyenek:

» hatvany, gyok, logaritmus
szamolds kdzonséges tortekkel
nevezetes azonossagok

masodfoku kifejezések, gyokeik, gyoktényezss felbontasuk

YV V V V

faktorialis és a binomialis egylitthatok

Az egyes témakorokben valasztok 13 olyan fogalmat (13 értéket). A fogalmakhoz tébbféle
felirast, alakot keresek. Ahhoz, hogy kezelni tudjam a felirdsokat, tablazatot készitek. A
tablazat 13 sora megfelel a 13 fogalomnak. Az oszlopok szamat aszerint alakitom, hogy a
fogalmaknak hanyféle felirdsat szeretném beletenni a jatékba: ennyi készletet tudok majd
késziteni. A kinyomtatott, kivagott készletek kdzott felcserélgetem az ugyanazon fogalmat
tartalmazé lapokat, hogy ,kevert” paklikat kapjak, amelyekben egy-egy fogalom mar
kiilonb6z6 felirdsban szerepel.


http://aaronbarker.net/spot-it/spot-it.html

4.3. A jaték leirasa

A jatékot a matematikadra elején épitem bele az 6raba. Ha a tandérat egy rovid jatékkal
kezdjik, az segiti a didkokat a ,megérkezésben”. Ez a pdr perc noveli a motivacidjukat, de
emellett segiti is a fogalmak rogzllését is. Az adott témakodr tanitasakor tébb 6rat érdemes
ezzel kezdeni. llletve kés6bb, a tanév folyaman vegyik el6 ismétlésként a kartyakat. Ez egész
rovid ismétlését adhatja a korabban tanult fogalmaknak.

A jaték mindossze 5 perc. Minden pdr kap egy kartyapaklit, azaz egy teljes készletet. (Az
egyszerlbb készlet esetében ez minddssze 13 lap.) Forditsanak fel két lapot, és keressék meg,
mi rajtuk a kdzos fogalom Ki kell mondani a kdzos értéket, vagy a megfelel§ azonossagot.
Utdna az egyik lapot cseréljék le. igy 12 lap-pér esetén kell megkeressék a kdzos fogalmat.

5. A Dobble, mint példa, a matematika oktatas szamos teriletén

Amikor taldlkoznak a tanuldk a Dobble kartyakkal, sokakban felvet6dnek kérdések. Hany
kartya van benne? Hany alakzat van benne? Miért pont annyi? Miutan ezeket megbeszéltiik,
sok helyzet van, amikor visszatérhetilink a kartyakhoz, de mar mas céllal.

» Halmazok kapcsan
El6vehetjik a metszet, unié fogalmanak tanuldsakor. Az egyes kartyak jelenthetnek
egy-egy halmazt. Lerajzolhatjuk, mi az adott halmazmd(veletek eredménye.
Abrazolhatjuk Venn-diagramon, hogy 3 adott elemhez mennyi kértya tartozik. (Hany
elem van az egyes tartomanyokban, melyik elemek vannak ott?)
Szita —formula tanuldsakor.

» Logika tanulasakor:
ES, VAGY m(iveletek kapcsan,
Alkothatunk réluk allitdsokat, azok tagadasat, implikacidkat...

» Kombinatorika tanulaskor:
Esetek Osszeszamldlasakor, egyszer( és Osszetettebb feltételekkel.

» Kombinatorika emelt szint{ tanuldsakor, szamelméleti és algebrai megfontolasokkal
kiegészitve:
Miért pont ennyi kdrtya van? Miért pont ennyi abra?
Milyen szamokra alkothato teljes készlet? Ez a kérdés azért is izgalmas, mert nem
nehéz belatni, hogy teljesulnie kell az n+1; n+n+1 viszonyoknak. Nem igaz
ugyanakkor, hogy minden ilyen szamparhoz konstrualhato véges projektiv sik.

» Valoszin(iségszamitas tanuldsakor:
Folytathatjuk a kombinatorikai példdkat azzal, hogy mennyi a valdszin(isége, hogy egy
kartyara, egy kartyaparra teljesil egy adott tulajdonsag.
A jaték jellegébél addddan elvontabb a kérdés, ha visszafelé tessziik fel: egy vagy
tobb abrara teljesil egy adott tulajdonsag.

» Grafok tanuldsakor:
Néhany konkrét kartya esetén készithetlink grafot, amelynek cslcsai az egyes abrak,



az élek megfelelnek annak, ha azonos kartyan szerepelnek. De képezhetiink grafot,
melynek cslcsai az egyes kartyak, élei megfelelnek annak, ha van ko6z6s elem koztiik.

» Geometria emelt szintl tanulasakor:
Az illeszkedési axiomak szemléltetéseként.

» A lista folytathato tovabbi otletekkel, kapcsolatokkal.

5. Matematikai Dobble készletek

Elkészitettem, hogy a nevezetes azonossagokat illetve a logaritmus fogalmat gyakoroltatd
Dobble jaték kartyain milyen kifejezések szerepeljenek. Hasonld tablazat készithetd a tobbi
témakorhoz is.

5.1. Dobble a logaritmus gyakorlasara

(13 lapos, 4 abra / kartya)

Mondd ki a k6zos értéket!

1. készlet 2. készlet 3. készlet 4. készlet 5. készlet érték
1. log,1 log;1 logps1 logp,1 logs1 0
2
2. 30 logs5 logo,s0,5 0,2° 13 1
2 1 1
3. (\/7 42 log;9 log,16 8s 2
1\71 1
4, (g) log,8 92 log,8 logs27 3
1\71 1
5. log,16 log;81 (Z) 22 162 4
2 2 1\71

6 log,32 (\/g) (\/g) (g) log,32 5

1 1 1 1
7. | | 1og:(35) | loga(3) |logs(3) | loga(3) |'09:2 1

1 1 1
8. | |logs(3z) | loga(5) | loost 0g:9 logs (;) 2

1 1 1
o. | | log:8 09:27 | loga(3) | loga(5) | loga(3;) | |3
1

10. log,\2 log,2 271 472 loge3 %

1 1 1
1| [logi5) |~y | lgi(R) | lgs() | -y | |ap
12. 31 log,,3 logg2 logg2 31 1/3

1 1 1
13. logs (5) logs (5) -(37YH logay (g) —(3™YH -1/3

Mind az 5 készletet kinyomtatjuk, majd a megfelel6 lapok kicserélésével , kevert” készleteket

alkotunk.




5.2. Dobble a nevezetes azonossagok gyakorlasara |.

(13 lapos, 4 4bra / kartya)

Mondd ki az azonossagot!

1. készlet 2. készlet 3. készlet 4. készlet
1. 1+ 2a+a? a’+2a+1 (1+a)? (a+1)?
2. b% + 2ab + a? | a?+ 2ab+ b? | (a+ b)? (b + a)?
3. a’ — b? (a+b)-(a—b)|(a=b)-(a+b)|(a—Db)-(b+a)
4, (b—a)-(a+b)|(b—a) (b+a) b? — a? (b+a)-(b—a)
5. (a — b)? (b — a)? a? — 2ab + b? | b? — 2ab + b?
6. 1 - 2a+a? a’—2a+1 (1-—a)? (a—1)?
7. (a—2)? (2 —a)? 4 —4a+ a? a’ —4a+4
8. 16 — 6a + a? a’—8a+ 16 (a —4)? (4 —a)?
9. a’—1 (a+1D)-(@a—1D|(a=1D-(a+1)|(a—1)-(1+a)
10. (a—3)-(a+3)|(@a—3)-(3+a) a’-9 (a+3)-(a—3)
11. B-—a)B+a)|(3—a)-(3+a) 9 —qg? (a+3)-3—a)
12. (1-a)-(a+1) 1—a? (a+1)-1-a)|(1—-a)-(1+a)
13. (a+4)-(a—4)|(a—4)-(a+4)|(a—4):(4+a) a’?—16

Mind az 4 készletet kinyomtatjuk, majd a megfelel6 lapok kicserélésével , kevert” készleteket

alkotunk.

5.3. Dobble a nevezetes azonossagok gyakorlasara Il.

(13 lapos, 4 dbra / kartya)

Mondd ki az azonos kifejezések kozti egyenlGséget!

1. készlet 2. készlet 3. készlet 4. készlet
1. (1+x)? (x + 1)? 1+ 2x + x2 x2+2x+1
2. x?+4x+4 2+ x)? (x + 2)? 4 + 4x + x?
3. y2+8y+16 (4 + y)? (y + 4)? 16 + 8y + y?
4 (x + y)? (y +x)? x2+2xy+y? | y®+ 2xy +x?
5. 25+ 10x +x2 | (5+x)? (x + 5)? x?+ 10x + 25
6. x* —y? A+ =0 |[x=— - E+y | x=y) ¥ +x)
7. =0 @+ | —x) -y +x) y? —x? Y+x) - y—x)
8. 1—2x+ x? (1-x)2 (x — 1)? x?—=2x+1
9. x2—2xy+y? | y*—2xy+x? | (y —x)? (x —y)?
10. (2 — x)? (x—2)? 4 — 4x + x? x?—4x+4
11. 25—10x +x? | (5—1x)? (x —5)2 x? —10x + 25
12. x?—4 x+2) (x=2) | (x=2)-(x+2) | (x—2)- 2 +x)
13. 2-—x) (x+2) 4 — x? x+2)-2=-x)|2—-x)-2+x)

Mind az 4 készletet kinyomtatjuk, majd a megfelel6 lapok kicserélésével , kevert” készleteket

alkotunk.




Szeretném, hogy ezzel a moddszertani Ujitdssal valtozatosabbd, élvezetesebbé valjon a
matematika dra. Szeretettel ajanlom kollégaim figyelmébe.

J6 jatékot és jo szorakozast!
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