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1. Bevezetés

A differencidlegyenletekkel a valosag fontos problémait modellezhetjiik a fizikaban, kdzgazdasagtan-
ban, és altaldban a természettudomdnyok teriiletén. A kozépiskoldban ezek a fogalmak egyaltalan nem,
vagy legfeljebb az emelt szintli fakultacion emlités szintjén, vagy a specialis matematika tagozaton fordul-
nak el0 (esetleg a fizikaoran bujtatottan). A differencialegyenletek elmélete az egyetemi tananyag része a
természettudomanyos, a kozgazdasz- és a mérndkoktatdsban, a matematika modern teriileteinek egyike.
Fontosnak tartom ugyanakkor, hogy ezek a fogalmak a kozépiskolaban is emlitésre keriiljenek, ezzel a
matematika két tipikus tulajdonsagéara ramutatva: az egyik, hogy a matematika a valésagos folyamatok
kittiné modellalkotasi eszkoze, a masik, hogy folyamatosan fejlddd, modern tudomany.

Bessenyei Adam: Differencialegyenletes csemegék kozépiskolai izesitéssel [1] cimii eléadasaban arra
mutatott példat, hogyan lehet a differencidlegyenletek témakdorét kozépiskolas szinten, a specialis matema-
tika tagozaton motivalni, az alkalmazasokra példat mutatni. Ugy gondolom, eldad4sa alapjan a témakor
nemcsak a specidlis matematika tagozaton tanulok szamara, hanem az érdeklédé emelt szintii fakultaciora
jaro, hagyomanyos tantervii csoportok szamara is feldolgozhatova valik.

Jelen dolgozatban az [1] el6adéasbodl a derivalds motivaciojat, illetve a differencidlegyenletekkel valo
ismerkedést dolgozom fel, illetve latom el megjegyzésekkel, dtletekkel. Az eléadas tovabbi részében a dif-
ferencialegyenlet-rendszerekkel kapcsolatos bevezetd feladatrdl volt szo, melyrdl jelen iras keretei kozott
nem foglalkozom.

2. A derivalas motivacidja a kozépiskolaban

A derivalt fogalma a korabban eléfordulokhoz képest absztraktabb és nehezebb fogalmakkal dolgozik,
bevezetése a kozépiskolai matematikaoktatdsban hagyomanyosan a fiiggvény grafikonjahoz adott pontban
htzhato érintd fogalman keresztiil torténik. Ez a motivacié azonban a tanulok tobbségét nem koti le, ne-
hézkes és — a bevezetés ezen pontjan — kevéssé motivalt. Az eléadd példat mutatott arra, hogyan lehet jol
motivalni a derivalt fogalmat a pillanatnyi sebesség fogalman keresztiil.

Mit jelent az, hogy egy autd sebessége 90 km/h? Ha egyenes vonalu egyenletes mozgést végez, akkor
azt, hogy At (ora)idé6 alatt 90- At km-t tesz meg: a sebesség a megtett elmozdulas és az id6 hanyadosaként
szamithatd. Az autd sebességmérdje a pillanatnyi sebességet mutatja, amit azzal kozelithetiink, ha a ,,na-
gyon kicsi” At id6 alatt megtett elmozdulast osztjuk At -vel. A pillanatnyi sebesség az elmozdulas valtozasi
litemét, valtozasi gyorsasagat jellemzi.



Altalaban is, ha X(t) idében valtozé mennyiség, akkor a valtozasi gyorsasag nem mas, mint a z X(t)

mennyiség t-beli derivaltja.

x(t) megvéltozasa  x(t+At)-x(t)
elteltids At '

x(t) véltozasi gyorsasdga ~

Bessenyei Adam a pillanatnyi sebesség kapcsan ugy is fogalmazott, hogy a derivalt nem mas, mint ma-
tematikai traffipax: azt mutatja meg, a megfeleld pillanatban mekkora sebességgel valtozik meg az X(t).
Ezt a fajta motivaciot megfelelonek tartom a derivalt fogalmanak felirdsahoz, mivel ¢életkdzeli példan ke-

resztiil torténik, ezaltal kozelebb is hozza a fogalmat a tanulokhoz. A pillanatnyi sebességen keresztiili
bevezetés az érintdvel kapcsolatos értelmezésnek is helyet ad, mint arra a 6. részben ramutatok.

A valtozasi gyorsasag kapcsan érdemes kitérni a derivalt fogalmanak torténelmi fejléddésére. Sir Isaac
Newton (1642-1727) a mennyiséget fluxionak nevezte és )'((t)-vel jeldlte. A nagy pestisjarvany idején,

1665-ben bezart a Cambridge-i egyetem, Newton ezalatt az id6 alatt kidolgozta elméletét a fluxidkkal valod
szamolasra.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) ekdzben Németorszagban maga is foglalkozott a valtozasi gyor-
: . dx . .
sasaggal, azt differencidlnak nevezte, és a @ jelolést hasznalta ra, mely tomoren (és szamolasaiban sok-

szor nagy elonyt jelentve) fejezte ki azt, hogy a fogalom valojaban egy hanyados kiszadmitdsabol eredeztet-
hetd.

A valtozasi gyorsasadgot Joseph Louis Lagrange (1736-1813) olasz sziiletésli francia matematikus ne-

vezte eldszor derivaltnak, és téle szarmazik az X'(t) jelolés (1797-bol).

Newton és Leibniz munkaik soran sokszor hasznaltak a ,,végteleniil kicsi”, ,,elhanyagolhat6” mennyisé-
geket. Ezek néha 0-k, néha nagyon kicsi szamok ,,értékét” vették fel attol fiiggden, a targyalasmod melyik
pontjan szerepeltek. Az ilyen ,,szamitasok™ zsenialis intuicidjuknak kdszonhetden sokszor vezettek jo ered-
ményre, kortarsaik korében ugyanakkor tobb kritika is érte 6ket. A definidlt fogalmak nem voltak precizen
megalapozva, nem volt vilagos, mit értiink ,,végteleniil kicsi”, esetleg ,,k6zel van hozza” alatt. George Ber-
keley (1685-1783) élesen kritizalta az analizis miivel6it 1734-ben megjelent miivében.

A fogalmak tisztazasa Augustin Louis Cauchy (1789-1857) francia matematikus nevéhez flizodik, aki
szilard matematikai alapokra fektette a valtozasi gyorsasag kiszamolasat.

3. A Sosemvolt Bank, mint a differencialegyenletek motivacioja

A differencialegyenletekkel vald ismerkedést a kozépiskoldban a derivalt fogalmanak értelmezése, tu-
lajdonsagainak megismerése és az alkalmazasai utan két gondolat mentén érdemes kezdeni: az elsd felme-
riild differencidlegyenlet legyen érdekes problémaval kapcsolatos, masrészt legyen a lehetd leegyszertibb.
Eletszerii példa lehet a kovetkezd:

1. Példa. A Sosemvolt Bankban a bankszamlan lekotott pénzosszeg ndvekedési liteme aranyos a bank-
szamléan aktualisan 1év0 pénz mennyiségével. Milyen fiiggvény irja le a pénzmennyiség valtozasat?



A gyerekek eddigre mar talalkoznak a kamatos kamat fogalmaval, melynél a kamat idéegységenként
adodik hozz4 a betett pénzhez, adott rata szerint. Ez egyfajta diszkrét ndvekedésnek felel meg. A Sosemvolt
Bank folytonos kamatozésa igy érdekes modellt ad arra a kérdésre, hogy mi torténik, ha pénziink folytono-
san kamatozik? A ndvekedési litem, mint az aktudlis pénzdsszeg valtozasi gyorsasdga, a 2. pontban latottak

szerint az aktudlis pénzosszeg derivaltja. Ha az aktualis pénzdsszeget p (t) jeloli, a példaban szerepld ara-

nyossagi tényez6t pedig r, akkor a kovetkezd egyenletet irhatjuk fel:

p'(t)=r-p(t)

Az 1. példa tehat egy egyszert differencidlegyenletre vezet. Megoldasat érdemes kétféleképpen is elvé-
gezniink.

Heurisztikus megoldés: Feltéve, hogy sosem 0 pénziink mennyisége, a

atalakitast végezhetjiik, ahol a bal oldalon az In\ p (t)‘ fiiggvény derivaltjara ismerhetiink (ehhez természe-

tesen tovabbra is felessziik, hogy p(t) #0). Innen egyenes ut vezet a megoldashoz:

In|p(t)=r-t+C
p(t)=xe-e"
p(t)=C-e"

Didaktikailag fontos megjegyezni, hogy a konstans C két kiilonb6z6 C értéket jeldl, a megoldas szem-
pontjabdl ugyanakkor rovidebb, ha ugyanagy jeloljik dket. A gyerekeket érdemes megtanitani arra, hogy
ez az eljaras hagyomanyos a differencialegyenletek elméletében. Eleinte érdemes lehet a kiilonb6z6 kons-
tansokat pl. mas szinnel jeldlni, melyben latszik kiilonb6zdségiik, mégis egyforma karakterrel torténik a
leirds, igy konnyebben megszokjak kiilonbozé konstansok ugyanazon betlivel jelolését. A heurisztikus
megoldas itt arra vonatkozik, hogy nem megyiink bele az abszolutérték jelentdségébe, a kiilonbdz6 megol-

dasgorbék emlitésébe, pusztan formalisan szdmolunk. Hasonloképpen nem firtatjuk, mi torténne, ha p (t)

elérné a nullat — tudjuk, hogy nem nulla kezdeti érték esetén ez nem fordulhat eld, de meggondolasaink
jelen pontjan ez nem nyilvanvalo.

Preciz megoldas: Atrendezhetjiik az egyenletet

p'(t)-r-p(t)=0

alakura. A triikk itt az, hogy probaljuk meg olyan tényezdével (in. integraldtényezdvel) szorozni az egyen-
letet, hogy a bal oldalon egy szorzatfiiggvény derivaltja jelenjen meg. A problémat specialis matematika
tagozaton fel is tehetjiik, de meg is sughatjuk a valaszt. Jelen egyenletet az € " kifejezéssel érdemes meg-
szorozni. Ekkor a kdvetkezdt kapjuk:



p'(t)-e—r-e-p(t)=0
(p(t)-e‘”)' =0

Az a fiiggvény, melynek derivaltja 0, valamely konstansfliggvény kell, hogy legyen, igy kapjuk, hogy

valamely valos C konstanssal.
Mindkét megoldassal azt kaptuk, hogy a p'(t)=r-p(t) egyenlet 3sszes megoldasa C-e™ alaku.
2. Példa. Mennyi pénziink lesz a Sosemvolt Bankban, ha kezdetben p, pénziink volt?

A 2. példa matematikai modellje mar egy kezdeti érték feladat, azaz egy differencidlegyenlet €és egy
kezdeti érték feltétel:

{p’(t)ﬂ-p(t)

p(O) =Py

Az 1. példa alapjan a differencidlegyenlet megoldésa p(t) =C-e". A kezdeti érték feltétel segitségével a
konstans is meghatarozhato: p, = p (0) =C-e"” =C. Valaszunk tehat a kovetkez: t idé mualva a Sosemvolt

Bankban p(t)=p,-e™ pénziink lesz.

3. Példa. Mennyi id6 mulva lesz kétszer annyi pénziink a Sosemvolt Bankban, mint kezdetben volt?
A példa nem egy differencialegyenlet megoldésat jelenti, ugyanakkor a pénziigyekben fontos fogalom,
a kétszerez8dési id6 megalapozasaul szolgal. Egyszertien felirjuk, melyik az a T id6, amire p(T)=2-p,

teljesiil. A 2. példa eredménye szerint ez a

po'er.T =2- Po

n ,
egyenlet megoldasat jelenti, melynek megoldasa T = —. Erdemes megjegyezni, hogy a kozgazdasagtani
r

gyakorlatban ezt a mennyiséget a

In2 72

r100r

arannyal kozelitik, T ilyen mddon torténd kiszamitasat pedig 72-es szabalynak nevezik.

Néhany megjegyzést szeretnék tenni a fenti példakkal kapcsolatban. A p'(t)=r-p(t) egyenletnél egy-

szerlibba p'(t)= p(t) egyenlet, amely ugyanakkor legfeljebb matematikailag motivélhato, példul a ,,Me-

lyik az a figgvény, melynek derivaltja 6nmaga?” kérdéssel. Erdekesebb, ha rogton van gyakorlati haszna
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a kérdésnek, amelyet feltesziink, a Sosemvolt Bank modellje pedig életszerti. Maga a felmertil6 differenci-

alegyenlet megolddsa nem sokkal bonyolultabb, mint a p'(t) =p (t) egyenlet megoldasa.

Hasonl6 modellt jelent a radioaktiv anyagok bomlasi torvénye — ott a kétszerezddési id6 helyett a felezési
1d6 1ép fel, mint fogalom. Fizika irant érdekl6dd csoportokban meggondolandé a radioaktiv bomlas, mint
jelenség modellezése, ugyanakkor a gyerekek tobbsége napjainkban inkabb érdeklddik a pénziigyi, mint a
fizikai problémak irant. Emiatt is tartom jo otletnek a pénziigyi példa felhozasat.

A fentebb heurisztikusnak nevezett megoldas hagyomanyosnak tekinthetd abban az értelemben, hogy a
természettudomanyos és mérnokoktatdsban bevett modszernek szamit az egyetemeken. A részletek meg-
gondolasa sokszor ott is elmarad, mert alkalmazasnak megfeleld médon, helyes eredményt kapunk. A mod-
szer ugyanakkor — a részletekben valo elmertiléssel — precizzé tehet6. A most preciznek nevezett meggon-
dolas a kozépiskoladban azért lehet fontos, mert tovabbi hattérismeret nélkiil ez tud valoban preciz megoldast
jelenteni. Koriilményesebb, mint a heurisztikus gondolatmenet, ugyanakkor vilagos eredményt ad.

A heurisztikus megoldas precizzé tételében nem érdemes elmertilni, hiszen a témakorrel éppen ismer-
kediink. A cél most csupan annyi, hogy egy életkozeli, pénziigyi példan keresztiil lassunk differencial-
egyenletet, és kdvetkeztessiik ki annak megoldasat.

4, Osszetettebb példak, faziskép, iranymezd

4. Példa. Pénziinket ismét a Sosemvolt Bankban helyezziik el folytonos kamatozassal, ugyanakkor
egy¢éb tranzakcidinknak koszonhetéen minden pillanatban, allandé mennyiségii k pénzt koltiink el.
Mennyi pénziink lesz t id6 mulva, ha kezdetben p, volt?

A példanak most a kovetkez6 kezdeti érték feladat felel meg:
p'(t)=r-p(t)-k
p (0) =Py

Erdemes megkérdezi a gyerekeket, hogy most mire szamitanak: kiilsnboz6 k értékekre mi torténhet a pén-
ziinkkel. Elképzelhet6-e, hogy tonkre megylink (elfogy a pénz), mindig tonkre megyiink-¢e, tud-e novekedni
a pénz mennyisége, stb. A tippek megtétele utan nekilathatunk az egyenlet megoldasanak.

Az el6z0 egyenlettel szemben ez mar egy linearis, nem szétvalaszthato valtozoja differencidlegyenlet.
A kovetkez6 triikkel ugyanakkor megoldasat visszavezethetjiik a 2. példa megoldasara: vezessiik be a

P (t) =p (t) —% fiiggvényt. Ekkor

p'(t)=r-p(t)-k <  P'(t)=r-P(t)

Ez utobbi egyenletet mar megoldottuk: P(t)=P(0)-e" =[p0 —K)-e“. Visszatérve az eredeti p fligg-
r

vényre adodik, hogy



Ebbdl az alakbol latszik, hogy a pénz mennyiségének valtozasa a p,— K kifejezés értékétol fiigg.
r

k , . e .. K o
- Ha p, =—, a pénz mennyisége nem valtozik, és mindig — mennyiségii.
r r
- Ha p, >—, a pénz mennyisége exponencialis ndvekedést mutat.
r
- Ha p, <—, apénz mennyisége exponencidlis csokkenést mutat.
r

A pénz mennyiségének valtozasa az alabbi grafikonnal is szemléltethetd:

= | =

Instabil egyenstlyi helyzet Py =

~ |

Po<—
r

v

Faziskép

A bal oldali grafikon az un. faziskép, melyen azt vazoljuk, hogy a kiilonb6zé p, kezdeti értékek esetén
milyen irdnyban valtozik pénziink mennyisége. A p, = K helyzetet egyenstlyi helyzetnek nevezziik, hi-
r

szen ilyen kezdéssel a pénz mennyisége nem valtozik. Az egyensulyi helyzet instabil, mert akdrmilyen
kozeli kezdeti értéket is vesziink mellette, a pénz mennyisége pozitiv vagy negativ irdnyban akarmilyen
messzire eltdvolodhat az egyensulyi helyzettol.

Mindezen fogalmak a differencialegyenletek elméletében kozismertek, és e tanulsagos példan keresztiil
kezdhetjiik a veliik valo ismerkedést. A példanak gyakorlati tanulsaga is van: a pénziigyi elemz6k munkaja
sokszor nagyon hasonl6 ehhez, amikor is megfeleld kezdeti feltételek esetén kell arrol nyilatkozni, milyen
pénzmozgas varhato. Meg kell jegyezniink ugyanakkor, hogy a valésagban a pénziigyi modellek ennél joval
bonyolultabbak.

Matematikai érdekessége a példanak, hogy bar bonyolultabbnak tlinik a korabbiaknal, de egy ligyes
triikkkel valojaban az el6z6kre konnyen visszavezethetd volt.
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Erdemes a fenti példat szemléltetni konkrét r és k érték esetén is.

5. Példa. Tekintsiik a p’'(t) :% p(t)-1 differencilegyenletet. A (t; p) sik mely pontjaiban lesz a
megoldasfiiggvény grafikonjanak meredeksége m?

A példa mar tulmutat a Sosemvolt Bankon, de a korabbi példak ismeretében akar meg is hatarozhatjuk
a differencialegyenlet altalanos megoldasat. A kérdés most viszont ennél egyszertibb: a megoldasfiiggvény

grafikonjanak adott (t; p) pontbeli meredeksége ugyanis éppena p'(t) derivalt értékével egyezik meg. A

feltétel szerint tehat azon (t; p) pontokat keressiik, melyekre p’(t) = % p-1=m.

Nézziink néhany konkrét m értéket! Ha pl. m=0, akkor azon (t; p) pontok megfelelok, melyekre

% p—-1=0, azaz p=2 teljesiil. Hasonldan meghatirozhatdé néhany tovabbi konkrét m értékre is, hogy

mely pontok lesznek jok. Altaldban a p = 2(m +1) ordinataju pontokra lesz igaz, hogy ott a grafikon me-

redeksége m.

Ennek segitségével a megoldasgdorbék hasznos és szemléletes jellemzdjéhez juthatunk, az iranymezo-

hoz. Ennek sordn a (t; p) koordinatarendszer olyan pontjaiban, melyben a megoldasfiiggvény grafikonja-

nak meredeksége m, egy kis méretii m meredekségii szakaszt rajzolunk. Az igy kapott abrat nevezziik irany-
mezoének, sok vonal berajzolasaval képet kapunk arrol, hogyan is haladhatnak a megoldasgorbék, mikozben
nem oldottuk meg a differencidlegyenletet.

Végezetiil érdemes megjegyezni a témaval kapcsolatban, hogy a Sosemvolt Bank problémajat mar Jacob
Bernoulli (1654-1705) felvetette 1690-ben, a kovetkez6 kérdést feltéve: ,,Mekkora lesz egy év elteltével a
befektetett pénzdsszeg, ha minden pillanatban az éves kamatlab aranyos részével kamatozik?”

Ez a kérdés els6 ranézeésre kiilonbozik az eredetileg altalunk felirt példatol. Bernoulli gondolatmenete a
megoldasra ugyanakkor a kovetkez0 volt: tegytik fel, hogy a kezdeti pénzmennyiség p, , az éves kamatlab

- : 1, . o T . o aas :
mértéke pedig r. EKkor = évente a kamatlab aranyos része — . Egy év alatt a pénz értéke eszerint
n n

r n
Po (1+ﬁj .

Ennek hatarértéke, amint n tart végtelenbe, éppen p,e’, ami a differencialegyenlet megoldasa is, amennyi-

ben az id6t évben mérjiik. Ez a példa nagyszerii kapcsolatot mutat az e, mint nevezetes sorozathatarérték
¢s az e, mint differencidlegyenlet megoldasaként adddo exponencialis fliggvény alapja kozott.



5. Egyéb példak, megjegyzések

A targyalt differencidlegyenletek szdmos alkalmazéasban el6fordulnak. Kozépiskolas szinten igen fon-
tos, hogy magat az egyenletet szorakoztatd, figyelemfelkeltd feladatba csomagoljuk, hiszen célunk itt to-
vabbra is a motivacio, az érdeklodés felkeltése a téma irant.

Az [1] eléadasban a kovetkez6 példa is szerepel:

6. Példa. Egy ¢jjel a hires szinész, Archibald Coolbody feleségét holtan talaljak otthonaban. Mellette
a férj, kezében a gyilkos fegyver. A Scotland Yard feliigyel6je mar szinte le is zarna az iigyet, am
hajnali 1 6rakor beviharzik Sherlock Holmes, és az alabbi beszélgetés zajlik le kozaottiik.
Feliigyel6: Mr Holmes, 6nnek semmi dolga nincs mdr itt, az igy teljesen egyértelmii. A férj kezében
volt a fegyver, 6 az elkoveto.

Holmes: Csak ne olyan hevesen, feliigyel6 Gr! Megmérte a halottkém a holttest hémérsékletét?
Feliigyelo: Természetesen. Pontban ¢jfélkor a test 33 °C-os volt. Ekkor Holmes eldkapta kabatjabol
a homérojét, és megvizsgalta a testet.

Holmes: Hmm. Most 31 °C-os; és latja, a szoba hdmérdje 20 °C-ot mutat. A halal fél 11 koriil allt
be, marpedig akkor Coolbody még Hamletet jatszotta a Queen’s Theatre-ben, ahogy minden este.
Nem 6 az elkoveto.

Hogyan éllapitotta meg Sherlock Holmes, hogy mikor hunyt el az aldozat?

A kérdés természetesen feltehetd a gyerekeknek, a valasz pedig az, hogy Sherlock Holmes tisztdban volt
a testek lehtilésének torvényszeriiségeivel. Newton 1701-ben, fémekre vonatkozdan fogalmazta meg lehii-
1ési torvényét, amely szerint a test €s a kdrnyezet hdmérsékletének kiillonbsége egyenld idokdzonként nézve
ugyanannyiad részére csokken. Képletben:

Ttest (n + l) _Tkt')zeg =q (Ttest (n) - Tkt')zeg ) :

Ugyanennek az egyenletnek a folytonos valtozatat ma Newton-féle lehtilési torvénynek nevezik (bar nem
¢ irta fel), és a kovetkez6 differencidlegyenlettel irjak fel:

(Tt ()~ Toemeg ) =K (T (1) ~Trzag)-
Lathatjuk, hogy ez is olyan szerkezetli differencidlegyenlet, mint a korabbiak. A 6. példa szovege szerint a
kiilonbség oranként % -ara csokkent, amibdl adodik, hogy a test 22:30 koriil volt 36,5°-0s. Ekkor halt meg,
¢s kezdett lehiilni, amibdl kovetkezik Holmes érvelésének helyessége.

Kiemelném itt is a példa motivald erejét: onmagaban a lehiilési torvény nem biztos, hogy kell6képpen
motivald a gyerekek szdmara, a nyomozds példa viszont érdekessé teszi ezt is. A pénziigyi motivacio és a
nyomozos példa mellett tovabbi alkalmazasokat is felsorolhatunk, melyek az el6zdekhez hasonld differen-
cidlegyenletre, ennek megoldasaként pedig exponencidlisan névekvd, csokkend fiiggvényekre vezetnek.

A 4C szénizotop felezési idejének ismeretében, a bomldsi torvény segitségével példaul megallapithatjuk
egy régészeti lelet életkorat — ez a modszer Willard Libby (1908-1980) nevéhez flizodik, melyért 1960-ban
kapott Nobel-dijat. Hasonl6 elven miikodik a festmények kormeghatarozasa, mely hamis festmények le-
leplezésére ad lehetdséget.



A gyerekek szamara kiilondsen életkozeli példakat is sorolhatunk, példaul ,,Mikor vegyiink ki valamit a
hiit6bdl, ha adott héfokon szeretnénk elfogyasztani?” vagy akar ,,Mikor tegylik a tejet a kavéba, ha adott
1d6 mulva a lehetd legmelegebben szeretnénk elfogyasztani?”

6. Tovabbi tervek

Az eldadasban példat lathattunk a derivalt fogalmanak fizikai motivaltsagu bevezetésére a pillanatnyi
sebesség fogalman keresztiil. Szeretném ezt mind a pillanatnyi sebesség fizikai fogalma, mind a derivalt
geometriai (érint6 meredeksége) értelmezésével dsszekotni.

Az auto6 sebességmérdje a pillanatnyi sebességet mutatja meg, vagyis azt a sebességet, amellyel az autod
egyenes vonall egyenletes mozgast végezne, ha az adott pillanatban megsziinnének a ra hato eréhatasok.
Ezen a ponton a derivalt fogalmanak bevezetése kithetd az érinté meredekségéhez. Egyenes vonall egyen-
letes mozgast végzo test elmozdulas-id6 grafikonja ugyanis egy egyenesre illeszkedik. Ha egy adott pilla-
natban megsziinnek egy testre hat6 er6hatasok, akkor az elmozdulas-ido grafikon egyenes mentén folyta-
todik tovabb, ez pedig éppen az adott pontban az elmozdulas-id6 grafikonhoz huzhato érint6. Ennek mere-
deksége a derivalt, amely a pillanatnyi sebesség altalunk hasznalt matematikai és az imént idézett fizikai

crer

Személyesen ugy gondolom, hogy a derivalt bevezetését a pillanatnyi sebesség fogalman keresztiil cél-
szerll bevezetni, és azonnal megmutatni az érintdvel valo kapcsolatot. Ezzel a hagyomanyos targyalas elo-
nyeit is megtarthatjuk, mik6zben a bevezetés szemléletes marad. A kovetkez6 tanévben igy szeretném be-
vezetni 11-es fakultacids csoportjaimban a derivaltat.

Az [1] eléadas kapcsan elmeriilt bennem a kérdés, hogy mikor érdemes egyaltalan a derivalast tanitani,
de kiilonosképpen hogy egy fakultacios csoportban hol van — hol lehet — a helye a differencialegyenletek
elméletének. Jelenleg ugy gondolom, hogy a fenti mélységben egy 11-es fakultacios csoport eljuthat a dif-
ferencidlegyenletekig, mégpedig ugy tekintve rajuk, mint a tanult derivaltfogalom egy nyilvanvaloan hasz-
nos, €s aktualis szintjén izgalmas, kihivast jelentd alkalmazéasahoz.

A Vandorgytilés Specialis matematika szekciojanak kdzponti téméja idén az analizis volt. Hujter Balint
[2] eldadéséaban, illetve az azt kdvetd szakmai beszélgetésen arrdl beszélgettiink, mit és milyen mértékben
szlikséges analizisbdl tanitani a kdzépiskoldban. Véleményem szerint az analizis tanitisa a kdzépiskolai
emelt matematika fakultacion is fontos, hiszen a tovabbtanulas elengedhetetlen eszkézeivel tudnak a gye-
rekek biztonsagos kornyezetben megismerkedni — erre az egyetemen mar sokszor nincs elég idd. A targyalt
anyag mélysége ugyanakkor nem vilagos, ahogy a targyalt anyagrészek sorrendje sem. Egyetemi oktatoi
tapasztalattal rendelkezem az analizis tanitdsa kapcsan, gimndziumban most fogok eldszor analizist tani-
tani. A kovetkezo tanévben két fakultacios csoportom is indul, ahol — a vandorgytilési tapasztalatok altal is
motivalva — szeretnék kisérleti jelleggel eltérni a hagyomanyos felépitéstdl, és a derivalassal, mint motivald
témakorrel kezdeni (a sorozatok hatarértéke a gyerekek tobbségét kevésbé érdekld téma, és valdjadban az
integralas elott van csak ra feltétleniil sziikség).

A fentiek szerint érdemesnek tartom a differencialegyenletek megemlitését, beemelését is a tananyagba,
igy tervezem az [1] el6adas példait orai kdrnyezetben kiprobalni, illetve szeretnék tovabbi hasonlo jellegii
feladatokat gytijteni. Reményeim szerint a mutatott példak felkeltik a gyerekek érdeklédését a differenci-
alegyenletek, a pénziigyi és természettudomanyos témak irant.



A gyakorlati haszon mellett a differencialegyenletek matematikailag is hasznosan illeszkednek a tan-
anyagba, mivel az integralds motivacidjaként is szolgalhatnak: az integralasi technikak megismerésével a
differencidlegyenletek még szélesebb kore valik megoldhatova.

Forrasok

[1] Bessenyei Adam: Differencialegyenletes csemegék kozépiskolai izesitéssel

http://abesenyei.web.elte.hu/publications/csemegek.pdf

[2] Hujter Balint: Sorozatok? Derivalas? Integral? Mivel kezdjiik az analizist? Vagy a kalkulust?
http://www.bolyai.hu/RLV2019/HujterB kalkulus.pdf
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