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A korabbi esztend6kben egy-egy témakor (statisztika, szimmetria, fliggvények,
kombinatorika) targyalasat valasztottam dolgozatom témajaként, tavaly a pithagoraszi szamharmasok
keresésérdl irtam. Az idei vandorgyiilés sok remek eldadasa koziil kettd volt szamomra kiilondsen is
magaval ragad6. Az egyik a G6dolldi Reformatus Liceum tanarai és diakjai kozos eldaddsa
Kalandozasok Ko6zépfoldén cimmel, a masik pedig Németh Jozsef Meghokkentd és hihetetlen —
barangolds a matematikai végtelen birodalmaban cimii semmihez sem hasonlithato, fantasztikus
eléadasa. Nem kevés toprengés utan végiil is az utdbbit valasztottam idei dolgozatom ihletaddjaként,
aminek még egy oka van. Nevezetesen az elmult tanév sordn tobbszor is eltlinédtem azon, hogy mirdl
irjak a vandorgytilés utan, és amikor az egyik, raadasul tagozatos csoportomban hat egymast kdvetd
tanoran feledkeztek el a 0-rol a gyerekek (a végén mar nem tudtuk eldonteni, hogy sirjunk, vagy
nevessiink...), akkor kinomban mondtam nekik, hogy valamelyik esztenddben a hazi dolgozatom
témajaként a ,,szegény” 0-t fogom valasztani. A masik, persze mas szempontbdl problémas teriilet a
végtelen fogalma, amirél az emlitett eldadds kapcsian tamadt kedvem tjra, immar sokadszor
eltinddni. Dolgozatomban azt szeretném bemutatni, hogy a hat évfolyamos gimnaziumi képzésben
részesiild6 matematika tagozatos didkjaim, akik minden esztendében heti 5 6raban tanuljak a targyat,
mikor és hogyan taldlkoznak a végtelennel.

Még mieldtt belekezdtem volna a munkéba, visszagondoltam sajat gyermekkoromra, arra,
hogy nekem mi volt az elsd végtelennel kapcsolatos élményem. Lassan 6tven évesen is tisztan
emlékszem, hogy nagyon sokat tiinddtem az Univerzum hatdran. Szamtalanszor megprobaltam
elképzelni, és mindannyiszor feltettem magamban a kérdést: Es mi van azon t1? Altalanos iskolas
éveim eldtt/kezdetén tortént mindez. A napokban megkérdeztem errdl 12 esztendds Batony fiamat is,
aki most lesz hatodikos. Nem lepddtem meg, amikor ugyanezt mondta. A kdvetkezé emlités a
szamokkal valo ismerkedés volt az alsé tagozatos évekbdl. Nem csak az iskoldban, hanem itthon is
téma volt: Melyik a legnagyobb szam? Napokon &t ,nytaztak” két évvel kisebb Tomaj 6ccsével. Az
esti fiirdetés legfoképpen arrol szolt, hogy mondjak nekik egy igazdn nagy szamot. Nyilvan semmit
sem fogtak 61 belle, de a10%2°°-nal egy darabig ,,megelégedtek™, talan mert olyan jol hangzott...
Megjegyzem, ezt a szamot senki emberfia fel nem foghatja, azt tudva, hogy a Univerzumban mai
ismereteink szerint mintegy1088proton van! Es hol vagyunk még a végtelent31?! Fentieket csak azért
vetettem papirra, hogy lassuk, a végtelen kérdése mar egészen kis koruktol kezdve érdekli a
gyerekeket. Mire fels6 tagozatba keriilnek, valamilyen kezdetleges fogalmuk kialakult réla.

Hetedik osztalyban, mint talan legtobben, a halmazokkal inditjuk a matematika szisztematikus



tanitasat. Az elsd taldlkozas rogton a fejezet elején adodik a halmaz abszolutértéke, véges és végtelen
halmazok fogalma targyalasakor. Utdbbira természetszertien a legismertebb szamhalmazok (N, Z, Q)
¢s ponthalmazok (pont, egyenes, sik, ...) keriilnek el6 példaként. A kovetkezd témakor a szamelmélet,
ami egész tarhdza a véges-végtelen kérdés felbukkandsanak. Az oszthatdsag fogalmanak tisztazasa
utan maris a természetes szamok halmazéanak felosztasa az osztok szama alapjan kovetkezik, amib6l
most szdmunkra az dsszetett szdm fogalma (ketténél tobb, de csak véges sok pozitiv osztdja van)
érdekes. Ha rendesen megtanulta a gyerek az oszthatdsag fogalmat, akkor vildgos, hogy ebbe a
definicioba a 0 nem fér bele, hiszen a 0-nak az adott szamkdrben (akar N, akdr Z) minden szdm
osztoja, vagyis végtelen sok osztdja van, tehat a 0 nem Osszetett szam! Kisvartatva jon a szamelmélet
alaptétele, amely a szok4sos megfogalmazéasban gy hangzik, hogy minden 0-t61 és 1-tdl kiilonbozo
természetes szam felbonthatd primtényezdk szorzatara, és ez a felbontés a primtényezdk sorrend;jétol
eltekintve egyértelmii. Az oszthatosagi szabalyok Osszetett szamokkal szintén jo lehetdség a végtelen
,kézzel foghatova” tételére. Elmegy tobb-kevesebb id0, mire rajonnek a gyerekek, hogy példaul
24 | n < 6 | nés 4 | n helytelen, mert (4; 6) # 1 , mig 24 | n < 3 | nés 8 | n helyes, ugyanis (3; 8)
= 1. Viszont ha ezt megértették, akkor barmely Osszetett szammal tudnak oszthatdsagi szabalyt
fogalmazni (feltéve persze, hogy ismerik a felbontdsat). Ilyenkor szoktam mondani, hogy ha este
vacsoranal megkérdik, mi volt matekoran, akkor biiszkén ujsadgoljak el, hogy: ,,Képzeld anya/apa!
Ma végtelen sok oszthatdsagi szabalyt tanultunk!”

Egyes nagyon egyszerii feladatok is kivaloan érzékeltetik a véges és végtelen kozotti kiilonbséget:
Hatéarozzuk meg azokat a természetes szdmokat, amelyekre teljesiil, hogy

1., [16; x] =48, itt x = 3; 6; 12; 24; 48, csak véges sok megoldas van, illetve

2.,(30; x) = 6, itt viszont x = 6; 12; 18; 24; 36; 42; 48; 54; 66; ... végtelen sok megoldas adodik!

A fejezetben teritékre keriil még a maradékos osztds kérdése: a=b - q +r1, ahol 0<r <b—1, vagyis az
osztasi maradék mindig annyiféle, amennyi az osztd, tehat mindig csak véges sokféle maradék
létezik. A kovetkezd fejezet a szamok, amelyben tisztdzzuk a mar emlitett nevezetes
szamhalmazokkal (N, Z, Q) kapcsolatos legfontosabb ismereteket, amelyek koziil témank

szempontjabol a raciondlis szamok tizedestort alakja, a véges és a végtelen tizedestortek érdekesek.
Ide ill6 ¢és az el6zd fejezethez is kapcsolodo feladat példaul: milyen szamjegy all az ;tizedestért

alakjaban a tizedesvessz6 utdn a 2019. helyen? Ugyancsak ebben a témakorben kertil elé a szamok
normalalakja, ami gyakorlati segitséget nyljt a (végtelen) nagy, valamint a (végtelen) kicsi szamok
leirdsdhoz. A fogalom persze fontos, de dnmagaban egyaltalan nem érdekes, ezért igyekszem egy
kiss¢ megizesiteni efféle kérdésekkel: Hany hajszéla van a Fold minden lakdjanak egylittvéve?
Hanyat ver az ember szive az ¢élete soran? Hany csepp viz van a Balatonban? Ezeket meghallva elsére
elképednek a gyerekek, de igyekszem tudatositani benniik, hogy csak nagysagrendileg fogjuk

meghatdrozni az eredményt, és adatokkal természetesen segitek, de nekik kell megmondaniuk, hogy



milyen adatokra van sziikségiik (pl. hany hajszala van egy embernek atlagosan, vagy mekkora egy
vizcsepp — bar ez utdbbit feladom hézi feladatként: miianyag fecskenddt csepegtessenek tele, amibdl
egy osztassal megvan a valasz; oran atlagoljuk a mérési eredményeket, amivel a ,.fizikdnak is
besegitiink egy kicsit”). Akinek van kedve, szdmoljon utdna, az eredmények rendre 101%; 10%; 10%°.
Hol vagyunk a végtelent61?! Az elsdé és masodik félév hataran kovetkezik a geometria, amely soran
szintén tobbszor eldkeriil a végtelen. A térelemek nyilvan nem véletleniil nem definidltak, ugyanakkor
az egyenesrOl és a sikrol minden gyereknek van valamilyen szemléletes fogalma. A szogfajtak
targyalasakor érdekes, hogy bizonyos fogalmak egy-egy szoget jelentenek (null-, derék-, egyenes-,
teljesszog), masok viszont végtelen sokat (hegyes-, tompa-, konkdv szogek), és akkor még nem is
sz6ltunk a forgasszogekrdl, amelyek (legalabbis egy hetedikes gyerek fejében) masféle végtelen
képzetét keltik. Ekkor még sz6 sincs intervallumokrdl, és azok szdmossagarol! A geometriai
szerkesztések kapcsan szoktam beszélni az euklideszi értelemben vett szerkeszthetdségrél, amelyben
nyomatékosan szerepel az egyes alapszerkesztések véges sokszori végrehajtasa. A sokszogek
csoportositasa kapcsan elsdé hallasra furcsanak tlinik, hogy kiilon targyaljuk a hdromszogeket és a
négyszogeket, n = 5-t0l kezdve (folytatva!) viszont altalanossagban beszéliink réluk. Majdnem
minden csoportban akad olyan tanuld, aki felveti, hogy a végtelen sok oldalu sokszog a kor. Ez ellen
,kézzel-labbal” tiltakozom, és a leghatarozottabban kijelentem, hogy a kor nem sokszdg! Az algebra
témakorben az elséfoku kétismeretlenes egyenletrendszer kapcsan adddik Gjabb lehetdség a végessel
¢és a végtelennel valo taldlkozésra, amikor a megoldasok szama keriil szoba. Utolsé elbtti fejezetként
a fliggvények kovetkeznek, ahol talan egyszerre a legszemléletesebben, ugyanakkor mégis absztrakt
moédon keriil el ismét a véges-végtelen probléma. Es a probléma most sz6 szerint értendd. Szamtalan
gyereknek okoz komoly nehézséget még évekkel késébb is, hogy amikor egy adott fliggvényt
abrazolunk, akkor a grafikont ténylegesen csupan egy véges tartomanyon rajzoljuk fel, mégis a teljes
(végtelen!) gorbét értjiikk alatta. Ezzel a nehézséggel persze mar a geometridban az egyenes
rajzolasakor is taldlkoznak, de akkor korantsem okoz ekkora problémat! A reciprokfiiggvény
grafikonja kiilonosen fontos, ugyanakkor egyszerre érdekes és nehéz. Az évet a geometriai
transzformaciok zarjak, amelyek jabb felfedezni valot tartogatnak. A fixpontok és fixegyenesek
szama is érdekes, de a szimmetriatengelyek, valamint a szimmetriacentrumok szama még ennél is
izgalmasabb kérdés. Errdl részletesen irtam a szimmetria tanitasarol szol6 dolgozatomban 2015-ben,
igy most csak utalok erre. A pont koriili forgatas kapcsan viszont mindenképpen meg kell allni egy
pillanatra. A szabalyos sokszogek forgdsszimmetridja vizsgalatakor felvetddd kérdés, nevezetesen,
hogy melyik az a legkisebb pozitiv forgasszog, amellyel elforgatva az adott alakzat onmagéba vihetd,
elvezet a végtelen kicsi irdnydba. Kihagyhatatlan a kérdés a kor kapcsan is, ahol ki kell mondani,
hogy nincs ilyen szog! Eddig szinte mindig a végtelen nagy, most eldszor a végtelen kicsi felé

forditjuk a tekintetiinket! Az eltolds kapcsan nemigen szokds szimmetriardl beszélni, pedig nagyon



is van létjogosultsaga és értelme. Olyan alakzat, amely (nem a nullvektorral) 6nmagaba eltolassal
atvihetd, csak valamilyen végtelenbe nyuld, nem korlatos alakzat lehet. Ez a felismerés is fontos a
végtelennel valo ismerkedés soran.

A hetedikes tananyag bdségesen kindl talalkozési lehetOséget a végtelennel, ehhez képest

nyolcadikban lényegesen kevesebbszer érintjiikk a témat, igaz meghatarozo pillanatokban. Az els6

ilyen a Pitagorasz-tétel kapcsan elékeriils V2, a kétoldali kozelités modszere és a végtelen nem
szakaszos tizedestort fogalma, amelyekkel kiegésziilve megérkeziink a valds szamokhoz. Amikor
tisztazzuk, hogy a szamegyenes betelt, értelmes, érdeklodd gyerekekkel el lehet beszélgetni a
szamkdrbdvitésrél (magam is nyolcadikos koromban hallottam eldszor a komplex szdmokrol), ami
az egyik legjobb irdny a végtelen felé, ha lehet ezt mondani... A masik ilyen nevezetes pillanat a
sorozatokkal valoé ismerkedés, ami majd harom esztendé mulva valik igazan izgalmassa... A harmadik
pedig a keriilet- €s teriiletszamitas. A kor keriiletének és teriiletének meghatarozasdhoz a kétoldali
kozelités modszerével jutunk el. Mivel nincsenek meg a sziikséges trigonometriai alapok, egyelére
maradunk a mérésnél, ami természetszerilileg pontatlansaggal és hibaval jar, de egyrészt ezt is meg
kell tanulniuk a gyerekeknek, masrészt érdekes Osszehasonlitani az egyes tanulok eredményét,
harmadrészt ugyanezt fogjuk csindlni négy esztenddvel késébb is, csak akkorra mar rendelkezésiinkre
all a sziikséges matematikai apparatus. Mindezeken tul természetesen a lényeg a hatarérték
fogalmanak eldkészitése, végsd soron kozeledés a végtelenhez...

Kilencedik osztalyban lényegében ismét végighaladunk a hetedikben megismert fejezeteken,
de sokkal alaposabban, mélyebben beledssuk magunkat az egyes témakba, egyszersmind elvontabb
is lesz, amit tanulunk. A halmazok targyaldsakor a Descartes-féle szorzat jelent ujdonsagot. Amikor
példaul a Z X Zfelbukkan, akkor a racspontok szama kapcsan Ohatatlanul felvetédik: Mennyi a
végtelenszer végtelen? Ilyenkor harom év tiirelmet szoktam kérni a kérdés megvalaszoldsdhoz... (A
matematikai tanulmanyaik vége felé, 12. osztalyban lesz majd sz6 a halmazok szdmossagarol, addig
bizony varniuk kell a gyerekeknek.) A kovetkezd témakor a szdmelmélet, amely tovabbi remek
alkalmakat tartogat a végtelennel valo talalkozasra. Az egyik és talan legnagyobb élmény a primek
szama végtelen klasszikus, indirekt bizonyitdsa, ami els hallasra biztosan meglepd szépségénél,
Otletességénél és egyszerliségénél fogva, masrészt ez az elsd olyan alkalom, amikor bizonyitjuk, hogy
egy halmaznak végtelen sok eleme van. Szorosan ide tartozik a primek elhelyezkedésével kapcsolatos
szintén kozismert allitds, mely szerint a primek kozott tetszélegesen nagy hézagok is eldfordulnak,
vagy masként van tetszélegesen sok szomszédos Osszetett szam. Ez utdbbi allitast elé szoktuk
késziteni: keressiink minél tobb szomszédos Osszetett szamot. Az allitas bizonyitasa szép, emlékeztet
a primek szdma végtelen tétel bizonyitasara, €s nem utolsdsorban jo példat szolgaltat arra, hogy ne
keverjiik 0ssze a tetszélegesen nagyot a végtelennel! Kihagyhatatlan a mdig megoldatlan van-e

végtelen sok ikerprim probléma felvetése, ezzel szemben ott a kdnnyen bizonyithatd allitas, mely



szerint a (3; 5; 7) az egyetlen harmasiker. Végiil emlitést érdemel a tipuspéldanak szamitd, de elsd

halldsra egyaltalan nem konnyl feladat: Milyen n természetes (egész) szdmok esetén lesz pl. a
%kifejezés értéke egész szam? Van-e ilyen n szam, ha igen véges vagy végtelen sok? A kérdésre
honapok multan a racionalis tortfliggvények targyaldsakor érdemes visszatérni.

A végtelennel val6 talalkozasra masik jo alkalom a szamok témakorben adodik. A +/2irracionalis
voltanak bizonyitadsa sordn nagyon fontos, hogy az adott pillanatban észrevegyiik az ellentmondast,
kiilonben a gondolatmenet soha nem ér véget! Gyonyorli pillanat! Milyen ,,bizonyitds” az,
amelyiknek nincs vége?! Aztan kovetkezik a valds szdmok halmazdnak alaposabb megismerése.
Ilyenkor érdemes bedobni a barmely két (ir)racionalis szdm kozott van (ir)raciondlis szadm jol ismert
¢s igen fontos allitasokat, amelyek elsd hallasra azért nem mindenkinek magétol értetéddek. Ilyenkor
talalkozunk az intervallumokkal is, amelyek szintén elvezetnek a végtelenbe...

Kilencedik osztdlyban még egy alkalommal, az egybevagdsag megtargyaldsa utan keriil sor a
végtelennel valo talalkozasra a pitagoraszi szamharmasok keresése nyoman. Megitélésem szerint ez
az egyik legnagyobb szellemi kalandozast jelentd, €s kevésbé érdeklodd, vagy szerényebb képességii
didkok szamara is befogadhat6 ¢lmény a végtelennel valo ismerkedés soran. Errdl szol tavaly készitett
dolgozatom.

Tizedik osztalyban elsésorban a geometria segit kozelebb keriilni a végtelenhez. A kdzépponti
¢és keriileti szogek témakor tobb alkalmat is kindl. Egyik legszebb, és bizonyitdsat tekintve
legegyszeriibb elemi geometriai tétel a keriileti szogek tétele, mely szerint adott korben adott iven
nyugvo keriileti szogek egyenlék. A végtelen sok kertileti sz6g mindegyike feleakkora, mint az adott
ivhez tartozo6 egyetlen kozépponti szog! Egy abran, és egy mondatban a véges és a végtelen!

A masik talalkozasra honapokkal kés6bb, a hasonlosag fejezet legvégén keriil sor. A kdrre vonatkozo
szeldszakaszok tétele, mely szerint a szokasos jelolések mellett PA - PB= PC - PD, ahol P az adott
kor kiilsé pontja, igazi kincsesbanya. A bizonyitast kovetden eljatszunk a kovetkezd gondolattal:
rogzitsiik az egyik szel6t, mondjuk az A és B pontokon athaladot, a masikat pedig forgassuk a P pont
koriil. Az Gjabb és ujabb metszéspontok egyre kozelebb keriilnek egymashoz, mig egyszer csak E
érintési pontta ,,0lvad dssze” a kettd, és azt kapjuk, hogy PA - PB= PE?. Megint egy abran és egy
mondatban a végtelen sok (szeld), valamint a véges sok (egyetlen érintd). Nem mellesleg igen
szemléletes talalkozés a hatarértékkel, ami helyett most jobb hatarhelyzetet mondani.

A harmadik alkalomra a szogfliggvények megismerésekor keriil sor. Azt konnyi latni, hogy sin o és
cos a € [-1; 1] minden a esetén, de a tg a-val majd egy teljes tanorat elbabralunk. A definicié mellé
felkeriil a szokésos egységkor, és innen kezdve parhuzamosan két szdlon futnak az események.
Kiindulasként még csak az elsé siknegyedben vagyunk, kezdetben o = 0°, amit lassacskan noveliink.
A szamlalo és a nevezd is pozitiv, hanyadosuk is pozitiv; a szamldlo nd, a nevezd csokken, a

hanyadosuk n6é. Ekozben az 4bran is megjelennek az egyre nagyobb és nagyobb szdgekhez tartozd



érintészakaszok. Szeretném azt hinni, hogy még a normal tantervii osztalyokba jarok koziil is
mindenki latja, hogy tg a minden hatdron tul nd, sz6 szerint tart(unk) a végtelenbe, tovabba azt is,
hogy a tg 90° miért nem értelmezett. Néhany ordval késdbb kovetkeznek a trigonometrikus
fiiggvények, amelyeknek periodicitdsuknak koszonhetden végtelen sok zérushelye, illetve
sz¢lséértékhelye van. A trigonometrikus egyenleteknél pedig mar senki sem csodéalkozik a végtelen
sok megoldéson...

Tizenegyedik osztalyban ugyancsak hirom fejezetben nyilik lehetdség a végtelennel vald

alaposabb ismerkedésre. Ebben az esztendOben jutunk el azokhoz az uj fogalmakhoz ¢és
modszerekhez, amelyek segitségével pontosan le tudunk irni régebbrdl tobbé-kevésbé mar megismert
jelenségeket. A targyaldsban a sorozatok keriilnek eld leghamarabb, még az elsé félév soran,
legf6képpen azért, hogy a merdben 10j szemléletet igényld, szokatlan és éppen ezért nehéz
fogalmaknak legyen elég idejiilk megérni a gyerekek fejében. Az elsd magvas gondolat a teljes
indukcid, mint Uj bizonyitasi modszer, amelyben megint szinte kézzel foghat6é a végtelen. Aztan
elérkeziink a sorozat hatarértékének definici6jahoz, amely ugyancsak latvanyos betekintést enged a
végtelenbe olyannyira, hogy napokig tart, mire magukhoz térnek utdna a gyerekek... A hatarértékre
vonatkozo6 tételek (hatarérték és miiveletek) bizonyitdsa, valamint néhany fontos és nevezetes sorozat
(példaul:V/a; q™) hatarértékének levezetése sordn lassan megbaratkoznak ezekkel az 0ij eszkdzokkel.
A Cantor-axioma elengedhetetlen, egyrészt megint csak szemléletes mondanivaldja, masrészt a
matematika felépitésében betoltott szerepe, harmadrészt hasznossaga miatt.
Személyesen kiilondsen is kedvelt témam a végtelen sorok, amelyekre legalabb egy hetet szoktam
szanni. Tapasztalatom szerint a gyerekek is ¢élvezik ezt a szellemi kalandozést. Izgalmas eljatszani
néhany ismert végtelen sorral, megvizsgalni, hogy melyik konvergens, melyik nem az.
Kihagyhatatlan a 0,999999... = 1 tisztdzasa, amely soran felidézziik a 9. osztdlyban alkalmazott jol
ismert eljarast. Persze mindig van, akinek még a korrekt levezetés utan is nehezére esik az elobbi
egyenldség elfogadasa. Az még vilagos, hogy 0,999999... < 1. Tegyiik fel, hogy 0,999999... < 1!
Ilyenkor jon a szokésos kérdés: Jo-j0, de mennyivel kisebb? Kérem, hogy mondjanak egy nagyon
kicsi pozitiv szamot! Egyszerre tanulsagos és mulatsagos, hogy szinte minden csoportban akad
valaki, aki teljesen komolyan a kovetkezdt javasolja: 0,000000...1, vagyis a végtelen sok 0 utan
szeretne irni egy 1-est! Természetesen ennek kapcsan tesziink emlitést arr6l, hogy a végtelennel nem
mindig banhatunk gy, mint a véges mennyiségekkel. Hogyan kell példaul a 0,999999...-t 10-zel
megszorozni?! Mindig megddbbennek a gyerekek az 1 —1+1—-1+1-1+ ... =? kérdés kapcsan
azon, hogy az ,,eredmény” tobbféle is lehet, illetve azon, hogy 1 +2 +4 + 8 + ... =—1, amire roppant
szellemes magyarazatok is sziilettek (a kedvencem az, amely szerint ez egy olyan nagy szdm, hogy
,,ott mar visszakanyarodik a szamegyenes”, és a —1-nél ,,lyukadunk ki”).

A masik témakdr a koordinata-geometria. Az érintd fogalmat és jelentdségét — tudjuk — nem lehet



eléggé hangstlyozni. Ennek gyakoroltatasara jol bevalt tipusfeladatok egyike példaul a kovetkezd:
Az y=x+Dbegyenletii egyenes a b paraméter mely értéke esetén érinti az y* = 4x egyenletii parabolat?
A végtelen sok egyenes kozott kell megtalalni azt az egyet (ha kor van megadva, akkor kettdt),
amelyik megfelel.
Tudom, hogy nem torzsanyag, de szerintem sz€p, érdekes, tanulsdgos, nem utolsdsorban algebrat
gyakorolni is j6 terep az ellipszis és a hiperbola egyenletének levezetése. Erdemes egymés mellett
latni mind a 4 kupszelet egyenletét (hasonlosagokat és kiilonbségeket), érdemes egyiitt targyalni az
érintd fogalmat (pontosan egy kdzds pontja van a gérbével, minden tovabbi pontja kiilsé pont), és a
hiperbola kapcsan érdemes szoba hozni az aszimptotakat, amelyeket megismerve megint tettiink egy
lIépést a hatarérték és a végtelen alaposabb megismerése felé. Itt érdemes utalni az érintd- és
szel6szakaszok tételénél megbeszéltekre is.
A harmadik témakor a differencidlszamitds. Mostantdl kezdve elsdsorban terjedelmi okokbol csak
vazlatszeriien szeretném felsorolni a végtelennel vald taldlkozasi pontokat. Az egyik ilyen a fliggvény
hatarértéke, ami valdjaban 15 definiciot jelent, hiszen a hely 5-féle (— o0; a —0; a; a + 0; +o0), mig a
hatarérték 3-féle ( — oo; A; +oo) lehet. Itt aztan ,lubickolhatunk™ a véges-végtelen témaban,
hozzateszem: tanarként, mert a gyerekek ezeket az 6rakat nem éppen lubickolasként élik meg.
A masik talalkozasi pont a zart intervallumon folytonos fliggvények tulajdonsagainak taglaldsa soran
elékeriild Bolzano-tétel, és a bizonyitas soran felhasznalt intervallumfelezéses eljaras, ami megint
roppant szemléletesen hozza elénk a véges-végtelen problémat. Elég arra gondolni, hogy az eljaras
lehet, hogy véges sok 1épésben véget ér, de lehet az is, hogy nem!
Harmadik talalkozasi lehetdségként feltétleniil meg kell emliteni a pontbeli derivalt fogalmat,
valamint geometriai, illetve fizikai jelentését is.

Ezzel elérkeztiink a 12. osztalyhoz. Ebben az esztenddben is van még mit mondani és mutatni
a végtelennel kapcsolatban. A valdszinliségszamitas témakorben szintén nem térzsanyag, de izgalmas
ujdonsag a sokszor mar kissé unalmas kombinatorikus modszer utan a geometriai modszer
megismerése. Témank szempontjabol pedig egyenesen kihagyhatatlan, hiszen az ujdonsag éppen
abban rejlik, hogy az események szama végtelen. Sok szép, érdekes feladatot lehet feldolgozni,
kezdve a végtelen négyzetracsra érmét dobalunk klasszikus problémakkal (lasd z6ld csikos
feladatgylijtemény V. fejezet 257. és kovetkezd feladatai). Meg szoktam kérdezni azt is, hogy
mekkora valoszinliséggel esik az érme racspontra, amiben az az érdekes, hogy az eredményben
megjelenik a 7, emiatt irraciondlis, ilyet kombinatorikus uton sosem kaphatunk!
Tovabbi kedves feladatom az imént emlitett feladatgyilijtemény V/130. példdja, amelyben egy
szabalyos érmét annyiszor dobunk fel, amig kétszer egymads utdn ugyanarra az oldalara esik. A sok
kérdés némelyike megvalaszolasahoz (pl.: Mekkora a valdsziniisége, hogy a kisérlet paros sok

dobasbdl al1?) elengedhetetlen a végtelen mértani sor ismerete. Ez sem szokvanyos feladvany ebben



a témaban.

A teriilet-, felszin-, térfogatszamitds fejezetben most mar sokkal alaposabban szerepel a kor
keriiletének ¢és teriiletének meghatdrozasa, mint 8. osztdlyban. Bizonyitjuk tovabbd a téglalap
f

. . . , b . .y , , b
terliletképletét, amelynek alapgondolatdban - ha | P Z—l |< %mmden pozitiv egész n esetén, akkor;=t
2 2

szintén megjelenik a végtelen. Mar csak egy 1épésre vagyunk az integralszamitdstol. Hamarosan
kovetkezik a minden hatdron tul finomodo felosztas, majd a hatarozott integral fogalma, létezése és
jelentése: lims,= limS,= f: f(x)dx=T; aztan az integralhat6 fliggvényeknél az a feltétel, hogy
f az [a; b] intervallumon legfeljebb véges sok helyen szakad; majd a primitiv fliggvény ¢€s a
hatarozatlan integral fogalma. Az integralszamitas alkalmazasai k6zott pedig kiilonleges szerepet tolt
be az improprius integral, amely nagyon szépen dsszekapcsolhato a végtelen sorokkal...
Ezzel a gondolattal nem csupan a fejezet, hanem a kozépiskolai tananyag targyaldsanak is végére
értiink. A rendszerezd Osszefoglalas és ismétlés soran természetesen Ujra és Ujra eldkeriil a végtelen
kérdése, talan legérdekesebben a szdmkorbdvités kapcsan. Szandékosan az utolsé ordkra iddzitve
keritiink sort a halmazok szdmossagara, amit a végtelen szalloda paradoxondval szoktam felvezetni,
¢s innen jutunk el a kontinuum-hipotézis felvillantasdig. Azt gondolom, hogy — Németh Jozsef
eléadasanak cimét idézve — ezzel a meghokkentd és hihetetlen eszmefuttatdssal méltoképpen
blcstzunk a gimnaziumi matematikadraktol.

Nem szamoltam 0ssze, hogy hany taladlkozasrol esett sz6 dolgozatomban, de ha sok is, csak
véges sok. Azt hiszem ¢és remélem, hogy ezek a taldlkozdsok tobbé-kevésbé formaltdk a didkok

szemléletét, és valamit megértettek abbol, ami teljes valojaban megismerhetetlen, hiszen végtelen...



