Hogyan tanitsuk meg Tigrist a tetszélegesen nagy és a végtelen nagy kézétti kiilbnbségre?
Teljes feladatsor megoldasokkal
Suranyi LaszIé

El6zetes megjegyzések:

1. Miel6tt a , tetsz6legesen sok/nagy — végtelen sok/nagy” problémajat elkezdenénk, érdemes a diakoktdl

megkérdezni, hogyan képzelik el a végtelent. Es hagyjuk, s6t esetleg biztassuk Sket, hogy eresszék szabadon
a fantaziajukat, és ne csak mennyiségi végtelenben gondolkodjanak. Meglepé tapasztalataim vannak: volt
olyan csoportom, ahol szinte mindenki valami rossznak tartotta a végtelent. Masutt meg nagyon jonak, a
szabadsag szinonimajanak tartottak.

2. Euklidész Elemeiben szerepel a bizonyitas arra a tételre, amit mi igy mondunk ki: Végtelen sok primszém van.

Csakhogy ez gorogll nem igy hangzik, mert nincs annak a szénak megfelelje, amit mi ,,végtelennek”
mondunk. Van rd egy szavuk, ,apeirén”, de ez inkabb hatartalant jelent, és mint ilyen, a gorogok szemében
negativ jelentés(, a szép, a jo a ,hatar” vagy a , hatarold(k)”.

Euklidésznél tehat igy hangzik a tétel: ,,A primszamok bdrmilyen sokasdgdndl van tébb primszdm.” Ez az
egyik végtelen-fogalmunk, ezt mi ugy mondjuk: ,végtelen sok”. De van még két masik fogalmunk is. A
tetsz6legesen nagy” és a , végtelen nagy”. Aztan persze ezen beliil is vannak tovabbi kiilonbségek. Mi most
e harom, és kiilondsen az utdbbi kett6 kozotti kilonbséget probaljuk koriljarni feladatokkal. El6re bocsatok
annyit, hogy ,a végtelen nagy” fogalma sokkal inkabb mindségi fogalom, hozza képest a ,,végtelen sok” vagy
,tetszélegesen sok/nagy” mennyiségi fogalom.

3. A tovabbiakban a végtelen mindig megszamlédlhatdan végtelent jelent, és ,,akarmilyen/tetszélegesen nagy” =

barmilyen megadott korlatnal nagyobb.

4. A *-gal jelolt feladatokat nehezebbnek itélem. A néhany **-gal jeloltet pedig nagyon nehéznek.

I. Példak ,tetszélegesen sok/nagy”-ra, ahol nyilvan fogalmilag értelmetlen a végtelen sok/nagy

Megjegyzés: Az a célszer(i, hogy ezek ,menet kozben” szerepeljenek, és itt inkdbb csak ismételjik Gket. llyen a

primszamokra vonatkozé emlitett tétel, ennek , finomitasai”: végtelen sok 4k — 1, 6k — 1 alaku prim van.
Esetleg az is, hogy végtelen sok 4k +1, 8k + 1, 8k + 3, 8k + 5, 8k + 7 alaku prim van (lasd Szalay, Szdmelmélet,
69. feladat, 98. oldal.) Ismétléskor érdemes a didkoktdl is megkérdezni, tudnanak-e nagyon egyszer(
példdkat mondani. Példaul ilyeneket:

. a) Négyzetszam tetsz6legesen nagy, (egész szam) négyzetgyoke tetsz6legesen nagy, stb.

b) Négyzetszamok kozott tetsz6legesen nagy tavolsag van.

c) Egy haromszog terulete (Euklidésznél!!l) tetsz6legesen nagy lehet. (A hiperbolikus geometridban van egy
maximalis, véges teriiletli haromszog: a haromszorosan aszimptotikus haromszog.)

d) Két pont kozott tetszblegesen nagy tavolsag lehet (az egyenesen, a sikon, a térben), de végtelen nagy
nem.

e) Egy korben tetsz6legesen sok racspont lehet, de végtelen sok nem. (Ugyanez igaz a kérvonalra is.)

f) Egy pozitiv egész szamnak tetsz6legesen sok osztdja lehet, de végtelen sok osztéja nem lehet. (Sokszor
célszer(i hasznalni, hogy ha egy egészrél belatjuk, hogy végtelen sok osztéja van, akkor az a szam a nulla.)

Megjegyzések:

A hiperbolikus geometridban egy egyenes meréleges vetiilete egy 6t metsz6 egyenesen tetsz6legesen nagy
véges szakasz lehet, de végtelen (fél)egyenes nem lehet.

A késGbbiek kedvéért érdemes tisztazni, hogy egy grafban két pont kozott lehet akarmilyen véges hosszu ut,
de két pont kozott végtelen hosszu Ut nem lehet. Viszont végtelen hosszu Ut lehet a grafban, csak barmely
két pontja kozott akkor is véges hosszu az Ut. Ahogy a szamegyenes is végtelen hosszu, de barmely két
pontja kozott véges a tavolsag.



1.2. Szomszédos primek kdzott van tetsz6legesen nagy tavolsag (,,hézag”).
nl+2,n!+3, .., n!+n Osszetett szdmok, és ez legalabb n — 1 hosszu hézag szomszédos primek kozott.
1.3. a)* Szomszédos négyzetmentes szamok kozott is van-e akarmilyen nagy tavolsag?

Kinai maradéktétellel: olyan x szdmot keresiink, amire x + i oszthaté az i-edik prim négyzetével, i =
1,2,...,n. llyen x szam van. x és x + n k6z6tt csupa nem-négyzetmentes szam van.

b) Es szomszédos nem-négyzetmentes szamok kozott? ©

Minden negyedik szam oszthatd néggyel, tehdt nem négyzetmentes.

1.4.* Szomszédos teljes hatvanyok kozott akarmilyen nagy lehet a kiilénbség. (Teljes hatvany = egész szam
egynél nagyobb egész kitevGs hatvanya.)

Az el6z6 utan tkp. gyakorld feladat. Most olyan x szamot keresiink, amire x + i = p; (p;2), mert ez
garantalja, hogy x + i nem teljes hatvany.

De megy kinai maradéktétel nélkiil is: n” és (n+1) kéz6tt a) nincs négyzetszam, b) csak (n+1)2/3—na’l
kisebb szdmok hatvanya lehet, ami kozo6ttuk van, mindegyikbdl legfeljebb egy, mert (%1)2 < 2, han>3.

Tehat van kett6, amelyek tavolsaga legfeljebb (n+1)1/3.

»Hegy” és ,volgy” tételek. (Ldsd még: Freud — Gyarmati, Szdmelmélet, 619.)

Jel6lések: d(n) jeldli az n pozitiv egész osztdinak szamat, 0(n) az osztdinak dsszegét, Q(n) az n-hez relativ prim
maradékosztalyok szamat. Rajuk vonatkozd , hegy” és ,volgy” tételek kbvetkeznek.

|II

Az f szamelméleti fuggvényre vonatkozo , Hegy (Volgy) téte
pozitiv egész, amelyre igaz, hogy f(n) legalabb K-val nagyobb (kisebb) mind f(n-1)-nél, mind f(n+1)-nél.
(Felrajzolva az f(n) fuggvényt, az n helyen egy tetsz6legesen nagy ,,hegy” (,volgy”) lesz benne.)

igy szol: Tetszbleges K pozitiv szamhoz van olyan n

I.5. a) Bizonyitsuk be, hogy a o(n) fliggvényre igaz a , Volgy tétel”!

Valasszuk n-et primszamnak, ekkor a(n) =n + 1. Masrészt n—1 és n + 1 paros, tehat 6nmagdn és 1-en

kivil osztdja a fele is. Ezért az osztoi dsszege legaldbb n + ;12;1' illetve n + %1
b) Bizonyitsuk be, hogy a @(n) fliggvényre teljesiil a ,Hegy tétel”.

Ha n>2 primszam, akkor @(n) = n — 1, mig szomszédjai parosak, tehat a paros szamok nem relativ primek
hozzajuk, igy legfeljebb (n+1)/2 hozzajuk relativ prim maradékosztaly van.

1.6’. Segitség az alabbi 1.6 a) feladathoz:
Maximalisan hany osztdja lehet egy olyan pozitiv egésznek, amely pontosan négy (k) primszam szorzata? Es
minimalisan?

Maximum akkor van, ha a négy (k) primtényezé mind kiilonb6z6, minimum akkor, ha minden
primtényezd egyenlé.

Megjegyzés: Itt az szokott problémat okozni, hogy a valaszt hamar latjak, de bizonyitani —féleg a
minimumot — nem tudjak. Legyen a szam n = p1p,...p,. Minden k hosszusagu 0-1 sorozathoz tartozik n
egy osztoja (p; kitevGje a sorozat i-edik eleme), és ezek pontosan akkor kiilonbdzéek, ha minden p;
kilonbozik. Mdsrészt az 1, p1, p1pa,...,P1P2...Px SZamok mind kiilonb6z8 osztdi n-nek, tehat k+1 osztd
mindig van. Mas akkor nincs, ha a primtényezék mind azonosak.

Egy vicces megoldas a maximumra (egyik Babitsos diakomtdl): képzeljiik a szamot k primszam
valamilyen hatvanyanak a szorzataként (esetleg nulla kitevGjleket is be kell venniink). A kitev6k 6sszege
k, ha mindegyik kitev6hoz egyet adunk, az igy kapott k szam atlaga 2, allandd. Tehat a mértani kdzepe
akkor a legnagyobb, ha mind a k kitevs egyenld, 1.

Persze mindkét allitas kijon a d(ab) = d(a)d(b) egyenl6tlenségbdl, ahol egyenlGség (a,b)=1 esetén all.



1.6. a)** Bizonyitsuk be, hogy a d(n) figgvényre igaz a ,,Hegy tétel”.

Keressiink olyan szamot, amelynek ,,sokkal tdbb” osztdja van, mint a szomszédainak. (Lasd az I.6".
feladatot.)
Vegyik az els6 K darab primszdm szorzatat. Ennek osztészama 2%, Az elbtte és utana 4ll6 szamnak e
primek egyike sem osztdja, tehat legfeljebb K — 1 primosztéja van, igy osztdinak szama legfeljebb 2N A
kiilénbség legalabb 2.
b)** Bizonyitando, hogy a d(n) figgvényre igaz a ,Volgy tétel” is.
Ezt csak Dirichlet-tétellel ismerem: olyan primszamot kereslink, ami eggyel nagyobb egy 2"val oszthaté
szamnal és eggyel kisebb egy 3*-val oszthaté szémnél. Az ilyen szamok egy mod 6" maradékosztalyt
alkotnak, amely relativ prim a modulushoz, tehat Dirichlet tétele szerint tartalmaz primet. A
primszamnak két osztdja van, a szomszédainak legaldbb k + 1.
Megjegyzés: 1. Ha viszont a d(n) fliggvény atlagat nézzik, tehat a %er d(i) fuggvényt, ez mar lényegében
egyenletesen In n, pontosabban: a %Z’fd(i) — logn kiilénbség korlatos.
1.7. Mi kovetkezik ugyanezzel az 6tlettel
a) a @(n) fuggvényre?
b) a o(n) fuggvényre?
a) A, Volgy”-tétel jon ki bel6le:
Ha n-et az els6 k prim szorzatdnak vélasztjuk, akkor @ (n) = n (1 — l) (1 — l) (1= L), mig a
2 3 Pk
szomszédai esetében azn—1,ill. az n + 1 kevesebb, 1 — pi—nél nagyobb szorzdéval van megszorozva. A
k
kiilénbség mindkét iranyban cn lesz.
b) Ha n = p1p,...ps, az elsé k primszdm szorzata, akkor o(n) = n (1 + %) (1 + i) (1 + pi), s mivel
k
(1 + %) (1 + %) A+ pi) végtelenhez tart, azt kapjuk, hogy o(n)/n tetsz6legesen nagy lehet.
k
Masrészt dltaldban, ha m primtényezéi q,, 5, ...,q;, akkor
1 1 1
< — — =
o(m) < m(l + q1) (1 + qz) 1+ qz)'
Ha m=n-1vagyn + 1, akkor / legfeljebb k-1, és minden g; > py, tehat
o(m) <m(1 +—)k 1.
Pk
Itt m szorzdja kisebb e-nél, tehat n szomszédaira o(m)/m korlatos, amibél kévetkezik a hegy-tétel.

1.8.* Bizonyitandd a primosztdk szamara vonatkozo volgy-tétel.

Legyen N az elsé k paratlan prim szorzata. Ekkor 2V-nek egyetlen primosztdja van. A szomszédai viszont
oszthatok 2P — 1-gyel, illetve 2P + 1-gyel, ahol p az elsé k paratlan prim barmelyike. Az el6bbiek
paronként relativ primek, az utébbiak kézll barmely kettd kozds osztdja 3 (ismert feladat). Tehat
mindkét szomszédnak legaldbb k kiilonb6z6 primosztdja van.

Felhasznaltuk az ismert feladatot, hogy (2% £ 1,22 £ 1) = 2(@P) £ 1,

Il. Példdak arra, hogy valamibdl van tetszélegesen sok, de nincs végtelen sok.

Megjegyzés: Ez abban kiilonbozik az I.-ben szerepl§ feladatoktdl, hogy itt mar bizonyitani kell, hogy nincs
végtelen sok, mert a fogalom megengedné.

I1.1. Bemelegitd: Van-e a primszamok sorozataban végtelen szamtani sorozat?
Megjegyzés: annak bizonyitdsaért, hogy tetszélegesen hosszu van, Fields Medal jart.



11.2. a) Mutassunk a természetes szdmoknak olyan szigortian monoton névé sorozatat, amelyben van
akarmilyen hosszu szamtani sorozat, de nincs végtelen hosszu szamtani sorozat.
b) Megjegyzés: Itt sok, aranylag nehezebben elddnthet6 javaslat is érkezhet. Kaptam pl. ezt:
1,2,3,4,5,6,7,8910,11,12,13,14,... Miért nem jé?

Mert minden 3k + 1 alakl szdmot tartalmaz, ez egy végtelen szamtani sorozat. Minden n-re tartalmaz
egy maradékosztalyt mod n.

c) Megkovetelhetjiik-e azt is, hogy a szamtani sorozatok kilonbsége is tetsz6legesen nagy legyen?

Ha vettilink egy d hosszu, d differencidju sorozatot, akkor utana kihagyunk mondjuk d szamot, és onnan
inditjuk a d+1 hosszu, d+1 differencidju sorozatot. 1, 3,5, 10, 13, 16, 26, 30, 34, 38,...

Az egyre nagyobb hézagok garantdljak, hogy végtelen hosszu szdmtani sorozat nem lesz a kivalasztott
szamok kozott.

d) Van-e olyan is, amelyben a kimaradd szamok is ilyen sorozatot alkotnak?
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, stb.

e)* Osszuk a pozitiv egészeket k paronként diszjunkt részre tgy, hogy mindegyikben legyen tetszélegesen
hosszu szamtani sorozat, de egyikben se legyen végtelen hosszu.

Ugyanez az oOtlet.

f)** Feloszthatdk-e a pozitiv egészek végtelen sok paronként diszjunkt részre tgy, hogy mindegyikben
legyen tetsz6legesen hosszu szamtani sorozat, de egyikben se legyen végtelen hosszu?

Az j-edik Iépésben az els6 i halmazba teszlink i — i darab szamot, mindig a soron kdvetkezé i szamot.

A tovabbiakhoz érdemes a végtelen graf fogalmat tisztazni. Elég, ha Ggy képzeljik el, hogy a pozitiv egészek a
pontjai és az élek egészeket , kotnek 6ssze”. A késGbbiekben fontos lesz az I.1. utani 2. megjegyzésben
tisztdzott kérdés is.

11.3. a)* Van-e olyan graf, amelyben van tetsz6legesen nagy teljes részgraf, de nincs végtelen teljes részgraf?
Megjegyzés: meglepédtem, hogy nagyon jénak szamité didkok kdzott sem mindenkinek megy! Aztan
meglep&dnek a konstrukcio egyszerliségén. De vilagos, hogy mi okozza a gondot: nem mernek ,csak ugy”
egymas mellé tenni végtelen sok részgrafot.

A graf az unidja egy-egy, paronként pontdiszjunkt teljes n-esnek minden pozitiv egész n-re.

b)** Van-e olyan graf, amelyben ugyanez a komplementer grafra is igaz? (Ez a kérdés itt még nyugodtan
maradhat megvalaszolatlanul! A végtelen Ramsey-tétel szerint ugyanis nincs ilyen graf. Tehat az el6z6
feladattal nincs analdgial)

1.4. Mint ismeretes, (a Micimackd-beli) Tigris kitin6en maszik felfelé a fan, de lefelé nem tud maszni. Van-e
olyan fa, amelyen tetsz6legesen magasra fel tud maszni, de végtelen magasra nem? Vagy masképp:
valamikor mindenképp meg kell allnia véges |épés utan.

Megjegyzés: MeglepSen nehéz megérteni, hogy van ilyen fa: egy gyokérbdl indul végtelen sok ag, az els6 1
hosszu, a masodik 2 hosszu, és altalaban az n-edik n hosszu. Ennek kulcsszerepe lesz fogalmilag — de ne
csodalkozzunk, ha még azutan sem , hiszik el igazan”, hogy ebben a grafban nincs végtelen hosszu ut,
miutan mar megbeszéltiik alaposan. Mert ,,micsoda hiilyeség”, hogy van végtelen sok emelet (raadasul
minden emeleten végtelen sok pont), és még sincs végtelen Ut. Hiszen minden emeletre feljutunk. Széval ne
varjunk rogton atité sikert egy ilyen feladattdl. Hagyjuk, hogy mérgelGdjenek, értetlenkedjenek.

Inkabb adjunk tovabbi feladatokat a fogalom erdsitésére:

11.5. a) J6 téglalapoknak nevezzik a koordinatarendszer olyan téglalapjait, amelyek két szomszédos oldala a két
koordinatatengely, és az origdval szemkodzti csucsuk a pozitiv siknegyedben van. Adjunk meg szaz, ezer, stb.
jo téglalapot ugy, hogy egyik se tartalmazza a masikat!



A téglalapot az origéval szemkozti csicsaval lehet egyértelmlien megadni. Ezek a csucsok legyenek az x +
y = n egyenesen. igy n — 1 téglalapot adtunk meg a megfelel§ feltétellel.

b)* Megadhaté-e végtelen sok jo téglalap is gy, hogy egyik se tartalmazza a masikat? (Lasd az 1934-es

EGtvos verseny 3. feladatat.)
Nem. Ha egy megadott téglalap koordinatai (a|b), akkor minden tovdbbi téglalapban a cstcsnak vagy az
els6 koordinataja kisebb a-nal, vagy a masodik b-nél és nem lehet két azonos abszcisszaju kozottiik, sem
két azonos ordinataju. Tehat 6sszesen még a + b — 2 téglalap lehet megadva a kivant feltétellel.
Erdemes felrajzolni, hogy egy ilyen téglalap miket zar ki. A téglalap belsejében levé pontok nem jénnek
szoba csucsként, az (a | b)-bél ,,indulé pozitiv negyed sik” racspontjai sem. Marad egy-egy ,,allé” és
,fekvd” félsav, mindegyikben csak véges sok fliggbleges, ill. vizszintes racsegyenes van, és minden ilyen
egyenesen csak egy pont lehet csucs.

¢)** Fogalmazzuk meg az a) és b) feladat megfelel6jét térben, és dontsiik el, melyik igaz?
Most olyan téglatestekrdl van szé, amelyek harom éle a harom koordinatatengelyen van. Barmilyen

(véges) sok megadhatd ugy, hogy semelyik ne tartalmazza egyik masik téglatestet sem, de végtelen sok
nem adhat6 meg. A bizonyitas a kdvetkezd feladat c) részében.

I.5’. a)* Adjunk meg szaz, ezer stb. olyan pozitiv egészet, amelyeknek csak 2 és 3 a primosztdi, és egyik sem
osztdja a masiknak!

Megadunk n +1 ilyet: 2"'3', i=0,1,...,n.

b)* Megadhaté-e végtelen sok is ugyanezzel a feltétellel?
Nem, a bizonyitds — mint ahogy az allitas is — ugyanaz, mint 11.5.b)-nél:
Vegylnk egy tetsz6legeset a megadott szamok kozil, legyen ez 2°3°. Nem lehetnek megadva olyan
szamok, amelyekben az elsé kitev6 a-ndl, a masodik b-nél nagyobb, vagy mindkett6 a megfelelnél
kisebb. Nem lehet megadva két olyan szam, amelyben 2 kitevGje ugyanaz, sem két olyan, amelyben 3
kitev6je ugyanaz. Tehat 6sszesen még a + b szam lehet megadva.

c) Adjunk meg szaz, ezer stb. olyan pozitiv egészet, amelyeknek csak 2 és 3 és 5 a primosztoi, és egyik sem
osztdja a masiknak!

Ezt megtettik a)-ban. ©

d)** Megadhaté-e végtelen sok is ugyanezzel a feltétellel?

Nem. Vegylk az egyik megadott szamot, legyen ez 2°3°5° Mindegyik megadott szamban van egy kitevd,
ami kisebb ennek a szamnak a megfelels kitevGjénél. Vegyiik azokat, ahol az 5 kitevgje kisebb.
Rogzitsiink egy ilyen kitevét, legyen ez d. Ekkor a 2°3°5% alaky megadott szamokban a 2°3° ,részre” igaz,
hogy egyik sem osztdja a masiknak. Tehat véges sok van bel6liik a b) feladat szerint. Mivel d értéke is
csak véges sok lehet, igy 6sszesen is csak véges sok olyan szam lehet megadva, ahol 5 kitevgje kisebb c-
nél. A hdrom prim szerepe teljesen szimmetrikus, ezért ugyanez elmondhat 3-ra és 2-re is. igy &sszesen
is csak véges sok szam lehet megadva.

e) Hogyan altalanosithato a feladat? Mi koze egymashoz a II.5. és 1.5’ feladatnak?

Olyan szamokbdl, amelyek csak megadott k primmel oszthatdk, barmilyen véges sokat meg lehet adni
ugy, hogy egyik se ossza a masikat, de végtelen sokat nem lehet megadni.

Lényegében ugyanaz a két feladat: k prim esetén a k dimenzids tér racspontjairdl van szo, az i-edik prim
kitev6je a megfelel§ racspont i-edik koordinataja.

f) Megadhatd-e végtelen sok egész szam, ha a primszamok szamdra vonatkozd kikotést teljesen elhagyjuk,
csak az oszthatdsagra vonatkozd tiltast tartjuk meg?

A megoldas egyszerl: a primszamok megfelelnek, és beldlik végtelen sok van.

11.6. a) Adjunk meg a sikon 1000 (n) pontot Ugy, hogy barmely kett6 tdvolsaga egész szdm legyen.



b)** Ugyanez a feladat, de semelyik harom nem lehet egy egyenesen. (Olimpiai feladat volt.)

A c szam legyen olyan, amelyre a c=a*+b egyenletnek legalabb n kilonb6z6 megoldasa van. Legyen
AB = c és a P; pontokra legyen AP; és BP; ennek az egyenletnek egy-egy kiilénb6z6 megoldasa. Ekkor a P;
pontok rajta vannak AB Thalész-korén ezért AP,P;B hirnégyszdg, amelyre igaz a Ptolemaiosz-tétel. Tehat
minden P;P; szakasz hossza is racionalis. A legkisebb k6zds tobbszordsiikkel bévitve mar minden szakasz
hossza egész lesz.

¢)* Megadhato-e végtelen sok pont is a sikon Ugy, hogy barmely két pont tavolsaga egész legyen, és ne
mind legyen egy egyenesen?

Nem. Legyen A, B és C harom, nem egy egyenesen levd pont. Ha P megadott pont, akkor AP — BP
abszolutértéke AB-nél kisebb egész szam, tehat az A, B fokuszu hiperboldk kozil azok valamelyikén van,
amelyekre a tavolsagkilonbség AB-nal kisebb egész, ilyen véges sok van. Ugyanez igaz B helyett C-re is,
tehat minden pont két ilyen hiperbola metszéspontja. Két ilyen hiperboldanak csak négy metszéspontja
van, tehat dsszesen is csak véges sok pont lehet megadva.

Megjegyzés: Egyszer(ibb — talan mar hetedikben is feladhatd — kérdés, hogy le lehet-e tenni négy pontot a
sikra ugy, hogy a koztik fellépé hat tavolsag 1,2,3,4,5,6 legyen?

Csak ugy, ha egy egyenesen vannak, pl. a szamegyenes 0;1;4 és 6 pontjai. Es 6t6t?

11.7. a) Megadhaté-e 100 (n) halmaz ugy, hogy barmely 99 (n — 1) metszete végtelen legyen, de az 6sszes
metszete lres legyen? (OKTV elsé fordulds feladat volt harom halmazra.)

b)* Megadhaté-e végtelen sok halmaz Ugy, hogy barmelyiket elhagyva a tobbi metszete végtelen, de az
Osszes metszete Ures?

A, legyen az olyan egynél nagyobb szamok halmaza, amelyek nem oszthatdk az i-edik primmel. Az 6sszes
metszete Ures, hiszen a paros szamok A;-ben nincsenek benne, a harommal oszthatdk A,-ben, stb.
Viszont ha A-t elhagyjuk, az i-edik prim hatvanyai az 6sszes tobbi halmazban benne vannak. (A; lehetne
az Osszes primhatvanybdl az i-edik prim hatvanyainak elhagydsdaval kapott halmaz is.)

11.8. a) Olivér és Xénia a kovetkez jatékot jatssza a végtelen négyzethalds papiron. Felvaltva Iépnek. Olivér
minden |épésben egy-egy O betlit helyezhet el egy tetszés szerint kivalasztott, még lres négyzetbe, Xénia
minden |épésben két X-et helyezhet el egy-egy tetsz6legesen kivalasztott, még lres négyzetbe. Xénia akkor
nyer, ha sikeriil ezer egymas melletti vizszintes vagy fliggbleges négyzetbe X-et tennie. Olivér célja ennek
megakadalyozdsa. Tud-e nyerni Xénia, ha Olivér okosan jatszik? (OKTV feladat volt.)

Xénia j6 sok X-et helyez el a papiron, jé tavol, ezer tdvolsagra egymastdl. Olivér ezeknek csak a felét
tudja elrontani ez id6 alatt. Utana a ,,szabadon maradtak” mellé egy-egy masodik X-et helyez Xénia,
Olivér ezeknek is csak a felét tudja elrontani. Ha kezdetben 2" X-et tett le Xénia, akkor a k-adik ilyen
,menet” utan 2™ k hosszu, egymas melletti X-ekbdl allé sorozata lesz, amelyet Olivér még nem tudott
elrontani. n ,,menet” utdn egy n hosszu X sorozata lesz egymas mellett.

Megjegyzés: Ha Olivér mindig k darab O-t tehet (barhovd), Xénia k+1-et, akkor is nyer Xénia. Viszont a
kovetkez6 feladatra mar nemleges a vélasz:

b) Olivér és Xénia a kovetkezG jatékot jatssza a végtelen négyzethalds papiron. Felvaltva |épnek. Olivér
minden |épésben egy O bet(t helyezhet el egy tetszés szerint kivalasztott, még lires négyzetbe, Xénia
minden Iépésben harom (k) X-et helyezhet el egy-egy tetszblegesen kivalasztott, még lires négyzetbe. Xénia
akkor nyer, ha sikeril végtelen sok egymds melletti vizszintes vagy fliggéleges négyzetbe X-et tennie. Olivér
célja ennek megakadalyozasa. Tud-e nyerni Xénia, ha Olivér okosan jatszik?

Minden lépésben még végtelen sok végtelen hosszu, teljesen szabad sor all Xénia rendelkezésére,
mégsem tud nyerni. Ugyanis megszamlalhatod sok végtelen sorozat lehetséges, ezeket pedig Olivér sorba
rendezve egyesével el tudja rontani.



Ebben a gondolatban az a nehéz, hogy nem kdnnyl megérteni, mikor is van vége a jatéknak, mit jelent a
végtelen jaték, ill. a végtelen algoritmus!

Megjegyzés a végtelen kiilonb6z6 fogalmairal:

Mi a kiilénbség ,tetszGlegesen sok”, , végtelen sok” és ,végtelen nagy” kézott? (Lasd a Tigris-feladatot is!)

Itt érdemes lehet feladni, hogy Z’f% tetsz6legesen nagy lehet. Mégis (lazan) azt mondjuk, hogy Z% = oo,

I”

Miért? Ezt érdemes kicsit ,,megforgatni”, és , Tigrisnél” visszatérni ra, ott latni fogjuk, miért fontos. De ez
megint egy masik végtelen fogalom! Fontos, hogy a fenti , Tigrises” fanal az okozza a bajt, hogy ha
magasabbra akarunk jutni, akkor vissza kell menniink a gyckérhez, és masképp kell elindulni, tehat minden
Iépésben ki kell javitanunk magunkat. Viszont ha itt az 6sszegnél valameddig eljutottunk, akkor az ,,mar
megvan”, azon mar nem valtoztatunk, csak hozzatesziink. Ezért mondom, hogy a végtelen nagy fogalma
min&ségi fogalom a végtelen sok fogalmahoz képest. A végtelen nagyra mintegy "raitjik az egység
pecsétjét", nyugodtabb és "folytonosabb" szemlélet tartozik hozza.

A korabbi dllitasbol kovetkezik, hogy lim,, o —— 37 d(i) = 1.

logn

11.9. Hogyan szdl a skatulyaelv véges sok skatulya és végtelen sok golyo esetén?

Ennél a feladatndl is értek meglepetések. Altalanos volt az a vélasz, hogy ha véges sok skatulya és
végtelen sok golyd van, akkor valamelyik skatulydban lesz két golyé. Amikor megkérdeztem, hogy tébbet
nem lehetne mondani, akkor is csak addig jutottak, hogy jo, lesz harom, s6t lesz négy, vagy 6t, vagy
akarhany golyd valamelyik skatulydban.

11.10. Véges egyszer(i grafban biztosan van két azonos foku pont. Igaz-e ez minden végtelen egyszer( grafra is?

Legegyszer(ibb ellenpélda egy fa, a gyokere elséfoku, a szomszédja masodfoku, ennek két szomszédja
harmad, ill. negyedfoku, stb.

Megjegyzés: Volt olyan diakom, aki a téglalapos feladatnal nem igazan értette, hogy végtelen sokat nem
tudunk megadni, ha egyszer akdrmilyen sokat meg tudunk adni. Viszont itt kapasbdl felrajzolta az
egyszerl( ellenpéldat. Ez is mutatja, hogy nem kiszamithato, kiben mikor és hogyan érik meg a ,,végtelen
nagy” fogalmal!

11.11. a) (Hujter Balint) Tudunk-e olyat is mutatni, amikor valamit véges sok nem teljesit, de végtelen sok igen?

Persze ez a megfogalmazas nem tud pontos lenni, hiszen példaul azt, hogy mutassunk végtelen sok
(kGlonb6z6) egész szamot, csak végtelen sok egész szammal tudjuk teljesiteni. Ezért érdemes konkrét
példat mondani:

b) Van-e olyan szam, amely nem all el véges sok kett6 (tiz) hatvany (reciprok)dsszegeként, de elGall
végtelen sok kettd (tiz) hatvany (reciprok)dsszegeként?

igy persze nagyon kénny(i: az 1/3 nem irhaté fel véges binaris (tizedes) tortként.

c) Van-e olyan szam, amely nem irhato fel véges sok egész szam reciprokosszegeként, de felirhaté végtelen
sok egész szam reciprokdsszegeként?

Barmelyik irracionadlis szam ilyen, hiszen véges sok egész szam reciprokdsszege racionalis, viszont
barmely irracionalis szam felirhato pl. tizes szamrendszerben.

d) Ezutan feladhatjuk, mondjanak tovabbi ilyen példakat.

Példaul: Semelyik irraciondlis szam nem irhaté fel véges sok racionalis szam 6sszegeként, de felirhatd
végtelen sok racionalis szam 6sszegeként (tizes szamrendszerben).

A (pozitiv) kett6hatvanyok végtelen halmazara igaz, hogy bel6lik vett (véges) sok szam 6sszegeként
minden pozitiv egész szam felirhatd. Ez semmilyen véges szdamhalmazra nem igaz.



e) A (0;1) nyilt intervallum el&allithaté-e véges sok zart intervallum unidjaként? Es végtelen sok zart
intervallum uniéjaként?

Az elsé kérdésre nemleges a valasz. A véges sok zart intervallum alsé végpontjai koziil a legkisebb legyen
a, a fels6 végpontjai kozll a legnagyobb legyen b. Ekkor a >0, és b < 1, és a zart intervallumok nem fedik
le a (0; a) és a (b, 1) nyilt intervallumokat. A masodik kérdésre igenld a valasz: az [1/n; 1 — 1/n] zart
intervallumok unidja a (0;1) nyilt intervallum.

f)** El64ll-e egy nyilt kérlemez véges sok kisebb nyilt kérlemez uniéjaként? Es végtelen sok kisebb nyilt
korlemez unidjaként?

Véges sok zart korlemez unidja nem lehet a kor, de végtelen soké lehet. A bizonyitas hasonlé az
el6z6hoz. Legyen a "nagy" kor a C kor, kozéppontja O. Tegylik fel, hogy a Ky, K>,..., K, zart korlemezek
unidjaként el6all C. Legyen a K; kor kdzéppontja O;, és a C kor kerlletéhez legkdzelebbi pontja P;.. Ha O;
kiilonbozik O-tél, akkor az OP; sugaru, O kdzéppontu kor lefedi K-t, jel6lje ezt a kort L;. Ha 0O=0;, akkor
legyen K= L;. A legnagyobb (sugaru) L; kor lefedi az 6sszes K; kort, és kisebb a C kornél. Tehat a K;korok
unidja nem adja ki a C kort.

Végtelen sok zart korlemez unidjaként viszont el6all C. A sugarat 1-nek vélasztva tekintsiik az 1-1/n
sugaru, O kozéppontu koroket minden pozitiv egész n-re. Ezek egyditt kiadjak a C kort.

A fejezet ,,témajahoz” tartoznak az alabbi ,,topoldgiai” allitasok:
Véges sok zart halmaz unidja zart. Végtelen sok zart halmaz unidja nem feltétlenil zart. Lehet nyilt, félig
nyilt, félig zart, vagy példaul a racionalis szamok se nem nyilt, se nem zart halmaza.
Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt. Végtelen sok nyilt halmaz metszete nem feltétlendl.
A fenti, I1.11.e) és f) feladat elsé részének a megoldasa persze egyszer(ibb ezek ismeretében. Véges sok
zart halmaz metszete zart, tehat a véges sok intervallum, illetve kérlemez unidja is. Marpedig a nyilt
intervallum, illetve kérlemez nem zart.

lll. ,Véges tulajdonsag”

Egy T tulajdonsagot akkor neveziink véges tulajdonsagnak, ha igaz ra, hogy ha egy (végtelen) struktira minden
véges részére teljesul, akkor az egész strukturara is teljesil. Tehat ha minden tetsz6legesen nagy (véges)
részére teljestl, akkor minden végtelen részére is. A nagyon egyszer(l példaktdl indulva:

lll.1. a) Egy végtelen graf minden véges részgrafjaban legfeljebb k fliggetlen pont van. Igaz-e ez a graf egészére
is?
b) Egy végtelen graf minden véges részgrafjaban legfeljebb k fliggetlen él van. Igaz-e ez a graf egészére is?
c) Hogy szd6l a megfelel6 allitas a lefedd élek minimalis szamarél?

a) és b) nyilvan igaz, hiszen ha volna k+1 flggetlen pont (él), akkor ezek egy olyan véges részgrafot
alkotnanak, ahol volna k+1 flggetlen pont (él).

c)-ben viszont Urres volna a feltétel, hiszen 2n pont lefedéséhez legalabb n él szlikséges, és n akarmilyen
nagy lehet.

111.2. Egy végtelen graf minden véges részgrafja paros graf (pontjai kiszinezhetdk két szinnel ugy, hogy azonos
szinliek k6zott nem fut él). Kovetkezik-e ebbdl, hogy az egész graf is paros graf? Vagyis: , véges tulajdonsag”-
e a ,paros grafnak lenni”?
A megoldashoz érdemes atismételni azt az algoritmust, amellyel bizonyitjuk, hogy egy graf pontosan
akkor paros, ha nincs benne paratlan kor.
Elég 6sszefliggbekre bizonyitani. — Az 6sszefliggdség definicidja végtelen grafra sem valtozik, lasd az I.1.
feladat utan mondottakat: két pont kozott futd Ut csak véges hosszu lehet, a végtelen grafban is.
Mélységi kereséssel szineziink: a paros emeletek pontjait az egyik szinnel, a paratlan emeleteket a masik
szinnel. — igy érdemes mondani, mert igy a végtelenben is ugyanaz az algoritmus: egy csapasra
definialtuk a "teendgit". A keresés is ugyanazért miikodik, amit fentebb mondtunk.



Ha azonos szinliek kdz6tt megy pont a grafban, akkor ez az él egy paratlan kort zar be. — Ez is igaz marad
a végtelen grafban is.

Ha tehat a grafban nincs pératlan kor, akkor az algoritmusunk a pontjait jol szinezi két szinnel. Ha van
paratlan kor, akkor az egy véges részgrafban van, tehat van véges részgraf, ami nem paros. (Special
thanks to Hujter Balint.)

111.3. a)** Véges tulajdonsag-e a harom szinnel szinezhet&ség?

Prébaljuk sorban kiszinezni egy graf pontjait harom szinnel, ha tudjuk, hogy barmely véges része
kiszinezhetd igy.

Egy kézenfekvé (rossz) megoldas, ami mindig el6kerdil: kiszinezzik az els6 pontot valahogy, aztan az els6
kett6t, els6 harmat, els6 négyet, sth. ,,jél”, azaz Ggy, hogy azonos szinliek kozott ne fusson él. Ezt mindig
megtehetjlk, hiszen barmely véges részgraf jol szinezhetd harom szinnel. Ezt végigcsinalva minden
pontot kiszineztlnk.

A kontrollkérdésiink az, hogy vajon milyen szin( lesz az els6 pont ,,a végén”? Egyaltaldn, tudjuk-e
garantalni, hogy barmelyik pontnak valami egyértelm( szine lesz a végén? Itt tehat tisztazzuk
,Uutkdzben”, hogy egy végtelen algoritmus csak akkor m(ikddé algoritmus, ha egyértelm( eredménye
van.

A problémat tehat az okozza, hogy esetleg minden Iépésben valtoztatnunk kell egy-egy pont szinét, igy a
,végén” nem tudunk semmit mondani a szinérél. Azt kell elérnlink, hogy ha mar egy pontot kiszineztik,
tobbé ne kelljen valtoztatnunk a szinén. Ehhez minden n-re kivalasztunk az elsé n pontnak egy S, jé
szinezését.

Az els6 pont szine harom féle lehet, tehat a végtelen skatulyaelv alapjan valamelyik szin végtelen sok S,-
ben fog szerepelni. Az els6é pont szinének ezt valasztjuk és a tovabbiakban csak ezeket a szinezéseket
tekintjuk.

Megnézziik, hogy ezek kéziil a szinezések k6ziil a masodik pont melyik szint kapja végtelen sokban. A
masodik pont szinének ezt valasztjuk, és most mar csak azt (a még mindig végtelen sok) szinezést
tekintjuk, ahol az elsd két pont szine az altalunk valasztott. Ha mar az els6 k pontot kiszineztlk ugy, hogy
maradt végtelen sok S, szinezéslink, ahol az els6 k pont szine az altalunk valasztott, akkor a k+1-edik
pont szinét ugy valasztjuk, hogy megnézzik, a maradt végtelen sok szinezésbél melyik szint kapja
végtelen sokszor. Ez lesz a k+1-edik pont szine, és a tovabbiakban csak az ennek megfelel§ végtelen sok
szinezéssel dolgozunk tovabb. igy minden lépésben eggyel tobb pontot szineziink, egy kiszinezett pont
szine nem vdltozik, és minden |épésben még végtelen sok szinezés koziil valaszthatunk, tehat az eljards
folytathato.

Ezt a megoldast érdemes alaposan megbeszélni, mert nem konny(i gondolat, hogy ez miért j6, miben
kiilénbozik az el6z6tél!

Erdemes lehet azt is tisztazni, hogy mondjuk a hatodik pont szinezésére az Sg-nak nem biztos, hogy van
,befolydsa”, mert lehet, hogy régton az elsé pont szinezésénél példaul az S,qaz elsé szinezés, ami ,,benn
maradt” a jo szinezéseink kozott.

Tobben is felvetették, hogy itt (is) megkérdezhetik a didkok, hogy akkor mi lesz a hetedik pont szine.
Jogos. A valasz az, hogy ha minden n esetén megmondjak nekiink, hogy hogyan kell jél szinezni harom
szinnel az elsé n pontot, akkor ennek alapjan mi meg tudjuk mondani, hogy mi lesz a hetedik, vagy
barmelyik mds pont szine.

b) Véges tulajdonsag-e a k szinnel szinezhetGség?

Nem hasznaltuk, hogy pont harom szinnel szineziink.

Ezutdn visszatérhetlink a fligg6ben maradt 11.2.b) feladatra (Ramsey tétel): ugyanaz a probléma. Ha pedig azt
mar ismerik, akkor érdemes ez elé venni, hiszen a megoldas is nagyon hasonld.

Vissza Tigrishez, I3sd a 11.4. feladatot:



lll.4. Egy végtelen fa minden emeletén csak véges sok pont van. Most mi a helyzet Tigrissel? Vajon most sem
tud ,végtelen magasra” maszni? Azaz most is megakad-e véges Iépésben, vagy ha ligyes, most nem akad
meg? Grafelméleti nyelven: van-e végtelen ut minden ilyen faban? (Konig-lemma. K6Mal PVK-feladat volt
kissé fura megfogalmazasban: "Tegyiik fel, hogy nem hal ki az emberiség. Bizonyitandd, hogy akkor van
embereknek olyan "végtelen lanca", ahol a ldanc minden tagja utddja a lanc el6z6 tagjanak.)

Annyi az 6tlet, hogy megmondjuk neki, soha ne menjen arra, amerre mar csak véges sok pont van.

Az els6 emeletnek legaldbb egy pontja folott még végtelen sok pontnak kell lennie a végtelen
skatulyaelv miatt. Ezutan ha a Tigris mar eljutott egy pontba, amely f6l6tt végtelen fa van még, akkor e
pont "utddai" kozul is legalabb egy f6l16tt végtelen sok pont van a végtelen skatulyaelv miatt, és Tigris
arra fog tovdbbmenni. igy sosem fog kelleni megallnia, vagyis egy végtelen utat talal.

Megjegyzés: Latszélag nagyon egyszer( gondolat, de ebbe is konnyen belezavarodnak a didkok. A
nehézséget az okozza, hogy a bizonyitds soran mintha felhasznalnank, hogy "ellatunk a végtelen fa végéig".
Vagyis ha valamilyen mértékig atlatjuk egyszerre az egész fat, akkor latjuk meg benne a végtelen uta(ka)t.
Valamennyire lehet ezen segiteni azzal, hogy képzeljik el, hogy minden pontra egy egyes van irva, ha
folotte van végtelen sok pont, és 0 van irva, ha foldtte csak véges sok pont van. Es a bizonyitds tkp. annyi,
hogy minden egyes feliratu pont utddai kdzott is van egyes feliratd.

L.5.*% Adjunk Uj megoldast a 1.2 feladatra a Kénig-lemma segitségével.

Az n-edik emeletre az els6é n pont altal feszitett részgraf j6 szinezéseit tesszik. Ezekbdl véges sok van, és
mindegyiket azzal kotjuk 6ssze, amelyiknek folytatasa az el6z6 emeletrdl. A végtelen Ut mentén az n-
edik emeleten az n-edik csucsot fogjuk szinezni az ottani szinezés szerint, és ezen mdr nem fog kelleni
vdltoztatnunk.

Itt érdemes visszatérni arra, hogy mi a kilonbség az el6bb adott bizonyitds és a mostani kdzott. Az
elgondolds ugyanaz, de itt minden n-re marad egy j6 S, szinezéslink, tehat itt mindig annak megfelel6en
szinezzik az n-edik pontot.

Felmeril, hogy ez a megoldas latszdlag olyan egyszer(, hogy a didkok nem is fogjak tudni értékelni, ha
el6tte nem ,szenvedjiik végig” a korabban adott bizonyitdst. De azt gondolom, hogy az csak latszat, hogy
ez a bizonyitas egyszer(. Korantsem egyszer(, s6t nehezen kovethet6 gondolat, hogy a fa pontjai grafok
szinezései. Inkabb emiatt érdemes mindkét bizonyitast venni.

111.6.** Bizonyitsuk be a lefedési tételt: ha az I, /,,..., I,... nyilt intervallumok egyitt lefednek egy véges, zart
intervallumot, akkor koziilik mar véges sok is lefedi.
Megjegyzés: Erdemes Konig-lemmaval, mert a) meglepden egyszer(, b) mutatja, milyen kapcsolat van
topoldgia és grafelmélet kozott. Az "egyszerliségnek" persze ara van, nagyon absztrakt maga az
alapgondolat: intervallumokat tekintiink a fa pontjainak.

Indirekt bizonyitas. Feltessziik, hogy a lefedé Iy, I,,..., I,,... nyilt intervallumok koziil semelyik véges sok
nem fedi le a teljes Z intervallumot. Ezutan definialjuk a kdvetkez§ végtelen fat:

A fa gyokere az eredeti zart intervallum, Z. Az I, dltal le nem fedett része egy kisebb zart, vagy két kisebb
diszjunkt zart részintervallum. Ezek lesznek a fa els6 emeletén, mindkettdt 6sszekotjik a gyokérrel.

A k-adik emelet pontjai Z-nek azok a (paronként diszjunkt) zart részintervallumai lesznek, amelyeket az
I1, y,..., Inyilt intervallumok nem fednek le. Ez véges sok intervallum. tartalmazza. (Mindegyikhez egy
ilyen van, lehet, hogy valamelyik megegyezik azzal, amelyik tartalmazza.)

igy egy olyan (végtelen) fat kapunk, amelynek minden emeletén véges sok pont van, tehét alkalmazhaté
a Konig-lemma: van benne végtelen ut. Ez pedig egymasba skatulyazott zart intervallumokat ad,
amelyeknek van kdz0s pontja, és azt egyetlen I, intervallum sem fedte le. Ha tehat semelyik véges sok
intervallum nem fedte le az eredeti Z intervallumot, akkor az 6sszes sem fedi le.

Megjegyzés: Végig haszndltuk, hogy megszamlalhatd sok nyilt intervallummal fedtiik le a Z intervallumot. Ha
altaldnosan, megszamlalhaténal tobbre is bizonyitani akarjuk (ha egyenletes folytonossagot akarunk vele
bizonyitani, akkor erre is szlikségiink van), akkor el6bb meg kell gondolni, hogy minden nyilt intervallum
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felbonthaté megszamldlhatd sok racionalis végpontu nyilt intervallum unidjdra, s igy a megszamladlhaténal
tébb nyilt intervallummal valé lefedés atalakul raciondlis végpontu nyilt intervallumokkal valo lefedéssé,
amelyekbdl viszont csak megszdmlalhato sok van. Ez nehéz 1épés, ezért fogalmaztam bele a feladatba a
megszamlalhatdsagot.

11l.7. a) Megadhaté-e szaz (n) pozitiv egész Ugy, hogy 6sszességlikben relativ primek legyenek, de koziilik
barmely 99 (n — 1)-nek legyen egynél nagyobb koz6s osztdja?
Vesziink n kilonb6z6 primet, és kozullik minden lehetséges modon dsszeszorzunk n — 1-et. Az igy kapott
n szam Osszességében relativ prim, de ha barmelyiket elhagyjuk, a tébbinek mar van egy k6zos
primosztdja (épp az, amelyik az elhagyott szam tényezgi kbzott nem szerepel).

b) Megadhatd-e végtelen sok pozitiv egész Ugy, hogy 0sszességlikben relativ primek legyenek, de koziliik
barmelyiket elhagyva a tobbinek mar legyen egynél nagyobb kdzos osztdja?
Nem. Vegylk az elsé szamot, ennek primosztéi legyenek p1, p,, ... p,. Ha az 6sszes szamnak nincs egynél
nagyobb koz0s osztdja, akkor minden i-re van egy szam, amelyik nem oszthato p;-vel. Ezt a (legfeljebb) n
szamot hozzatéve az els6hoz, kapunk véges sokat, amely mar nem relativ prim. Ez a megoldas egyben
megoldasa a kdvetkezd feladatnak is:

c)** Megadhatd-e végtelen sok pozitiv egész gy, hogy barmely véges soknak legyen egynél nagyobb kézos
osztdja, de barmely végtelen sok relativ prim legyen?
Nem. Vegylk az elsé n szamot a sorozatbdl, ezek In.k.o-ja legyen d,. Ady, d, ... d,, ... végtelen sorozat
monoton csdkken és pozitiv egészekbdl all, tehat valahonnan kezdve konstans. Ha ez a konstans 1 volna,
akkor taldltunk volna véges sok szdmot, amelyek In.k.0.-ja 1, ellentmondva a feltételnek. Tehat a
konstans egynél nagyobb, de akkor az 6sszes szamnak osztéja ez a konstans.

Engem meglepett, hogy a b)-nél adott megoldast gondoltam kézenfekvének, de az egyik csoportomban
azt értetlenség fogadta. Amikor viszont a c)-ben adott megoldast elmondtam, azt rogton értették.
,Miért nem rogton ezt mondtam?”, kérdezték.

1.7’ a)** Megadhaté-e végtelen sok halmaz gy, hogy barmely véges soknak végtelen a metszete, de barmely
végtelen soknak véges a metszete?

A, legyen az i-nél nagyobb szamok halmaza.

b) (Ismétlés, I. 11.7') Megadhatd-e végtelen sok halmaz Ugy, hogy az 6sszes metszete Ures legyen, de
barmelyiket elhagyva a metszet mar végtelen legyen?

c)** Mi a helyzet, ha azt kdveteljiik meg, hogy barhogy vesziink ki legalabb kettd, de véges sok halmazt,
azok metszete ne legyen Ures, de véges legyen?
Tegytk fel, hogy az 6sszes metszete Ures volna. Tekintslk az elsé két halmaz metszetét, ennek elemei
legyenek a4, a5, ... a,. Van olyan A; halmaz, amelyikben nem szerepel a;, hiszen az 6sszes metszete Ures.
De ekkor az elsé két halmazhoz hozza véve ezt a (legfeljebb n darab) halmazt, kapunk véges sok halmazt,
amelyek metszete (res, ellentmondas.

A c) feladatokat igy is fogalmazhatjuk: ha végtelen sok egész 6sszességében relativ prim, akkor ezért egy véges
részik a ,felel6s”. Vagy megint masképp: ,,nem relativ primnek lenni” véges tulajdonsag.
Es még egy masik megfogalmazas (Sandor Andrastdl): Ha végtelen sok egész 8sszességében relativ prim,
akkor van kozoéttiik véges sok, amelynek egész linearis kombinacidjaként elGall az 1.

111.8.** Igaz-e, hogy ha egy végtelen graf minden véges részgrafjanak élei lefoghatdk k ponttal, akkor a graf
Osszes éle is lefoghato k ponttal?
Teljes indukciod k-ra. k=1-re triv (minden véges részgraf csillag izolalt pontokkal, tehat az egész graf is egy
csillag izolalt pontokkal). Legyen k >1, G a graf és legyen x egy legalabb k+1-ed foku pont. Tekintsik a G —
x graf egy véges H részgrafjat. H U {x} élei k ponttal lefoghatdk. A lefogd pontok kozott kell szerepelnie x-
nek (a fokszama miatt). Tehat H élei k-1 ponttal is lefoghatdk. Teljes indukcid szerint ekkor G — x élei k-1

11



ponttal lefoghatdk. igy G élei k ponttal lefoghatdk.

Maradt az az eset, amikor minden pont foka legfeljebb k. A grafban nem lehet 2k-nal tobb élG ut, mert
akkor lenne k+1 fliggetlen él. Egy komponens feszits faja legfeljebb k emelet(i volna és minden
emeleten legfeljebb k — 1-szer annyi pont lehetne, mint az el6zén. Ez 6sszesen véges sok pont. Tehat a
graf véges komponensekbdl all, masrészt legfeljebb k komponensben lehet él. Vagyis a grafnak véges
sok éle van. Vegyuk az dsszes élt feszit6 véges részgrafot, és kész.

IV. Vegyes feladatok a ,,végtelen” fogalmanak gyakorlasara

IV.1.* Kivalasztunk racsnégyszogeket Ugy, hogy a racspontok barmely véges sok szinnel szinezése esetén van
egyszin( kivalasztott négyszog. BBH van végtelen sok paronként csucsdiszjunkt négyszog a kivalasztottak
kozott. (Most volt KoMal feladatom.)

Els6 |épésben kivalasztunk egy racsnégyszoget. Tegyuk fel, hogy mar k paronként csucsdiszjunktat
kivalasztottunk. Szinezzuk ki ezek 4k csticsat az els6 4k szinnel, a tobbi csucsot egy Uj szinnel. Van
egyszin(, ez csak az Uj szinbdl lehet, tehat csucsdiszjunkt az eddigiekhez. Hozzavessziik a mar
kivalasztott k-hoz.

IV.2. a)* V az origdbdl indulé racsvektorok egy véges részhalmaza. Masrészt kiszinezziik a rdcspontok egy
részhalmazat pirosra. Akarmelyik piros racspontba toljuk el V vektorait, a végpontok tobb mint fele piros.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy végtelen sok pontot festettiink pirosra?

Tegytk fel, hogy csak véges sok pontot festettlink pirosra. Valasszunk ki egy irdnyt, amelyik nem par-
huzamos V egyik vektoraval sem, és huzzuk meg a piros pontok halmazanak azt a két tdmaszegyenesét,
amely ezzel az irdnnyal parhuzamos, az egyiken a P, a masikon a Q a piros pont. Inditsuk el V vektorait e
két pontbdl. Az egyik pontbdl inditva pontosan azok fognak ,kilégni” a tamaszegyenesek savjabal,
amelyek a masikbdl inditva nem Iégnak ki. De mind a két pontbdl a felénél kevesebbnek szabad kilégnia,
ami ellentmondas.

b) Es ha csak azt tudjuk, hogy legalabb a fele piros a végpontoknak?

Nem. V legyen az i és a —i vektor, a két piros pont legyen az origd és az (1]|0) pont.

12



