Feladatsor a
Hogyan tanitsuk meg Tigrist a tetszélegesen nagy és a végtelen nagy k6zotti kiilbnbségre?
c. foglalkozashoz
Suranyi LaszIé

ElGzetes megjegyzések:

Miel6tt a ,tetsz6legesen sok/nagy — végtelen sok/nagy” problémajat kezdenénk tematizalni, érdemes a
didakoktol megkérdezni, hogyan képzelik el a végtelent, és hagyni, s6t esetleg biztatni 6ket, hogy eresszék
szabadon a fantézidjukat, és hogy ne csak mennyiségi végtelenben gondolkodjanak.

A tovabbiakban a végtelen mindig megszamlalhatdan végtelent jelent, és ,,akarmilyen/tetszélegesen nagy” =
barmilyen megadott korlatnal nagyobb.

Euklidész Elemeiben szerepel a bizonyitas arra a tételre, amit mi igy mondunk ki: Végtelen sok primszam van.
Csakhogy ez gorogll nem igy hangzik, mert nincs annak a szénak megfelelSje, amit mi ,végtelennek”
mondunk. igy mondja: ,A primszdmok bdrmilyen sokasdgdndl van tébb primszdm.” Ez az egyik végtelen-
fogalmunk, ezt mi igy mondjuk: ,végtelen sok”. De van még két masik fogalmunk is. A , tetsz6legesen nagy”
és a ,végtelen nagy”. Aztdn persze ezen belll is vannak tovabbi kilonbségek. Mi most e harom, és
kiilondsen az utdbbi kett6 kozotti killonbséget probaljuk koriljarni feladatokkal.

1. Mondjunk tovabbi példakat arra, hogy valamibdl van tetsz6legesen nagy, és fogalmilag értelmetlen, hogy van
végtelen nagy belble. 4k — 1, 6k — 1 alaku primek, stb. Tovabbi példak: szomszédos primek kozott
tetsz6legesen nagy ,hézag” lehet. Euklidészi sikon(!): tetsz6legesen nagy teriiletld haromszog van.

2. a) Mutassunk a természetes szamoknak olyan szigoriian monoton nové sorozatat, amelyben van akarmilyen
hosszu szamtani sorozat, de nincs végtelen hosszu szamtani sorozat.
(Miért nem jé pl. ez: 1, 2,3, 4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,... )
b) Van-e olyan is, amelyben a kimaradd szamok is ilyen sorozatot alkotnak?
c) Osszuk a pozitiv egészeket k paronként diszjunkt részre Ugy, hogy mindegyikben legyen tetsz6legesen
hosszu szamtani sorozat, de egyikben se legyen végtelen hosszu.

A végtelen graf fogalma.

3. a)* Van-e olyan graf, amelyben van tetsz6legesen nagy teljes részgraf, de nincs végtelen teljes részgraf?
b)** Van-e olyan graf, amelyben ugyanez a komplementer grafra is igaz?

4. Mint ismeretes, Tigris csak felfelé tud maszni a fan. Van-e olyan fa, amelyen tetsz6legesen magasra fel tud
maszni, de végtelen magasra nem? Vagy masképp: valamikor mindenképp meg kell allnia véges lépés utan.

5. a) J6 téglalapoknak nevezziik a koordinatarendszer olyan téglalapjait, amelyek két szomszédos oldala a két
koordinatatengely, és az origdval szemkdzti csucsuk a pozitiv siknegyedben van. Adjunk meg szaz, ezer, stb.
jo téglalapot ugy, hogy egyik se tartalmazza a masikat!

b)* Megadhatd-e végtelen sok jo téglalap is Ugy, hogy egyik se tartalmazza a masikat?

c)** Fogalmazzuk meg az a) és b) feladat megfelel6jét térben, és dontsik el, melyik igaz?

d) Adjunk meg szaz, ezer stb. olyan pozitiv egészet, amelyeknek csak 2 és 3 a primosztoi, és egyik sem
osztdja a masiknak! Megadhato-e végtelen sok is ugyanilyen feltétellel?

e) Hogyan altalanosithato d)?

[Tovabbi ilyen jellegl feladatok:

+1. a) Adjunk meg a sikon 1000 (n) pontot ugy, hogy barmely ketts tavolsaga egész szam legyen.
b)** Ugyanez a feladat, de semelyik harom nem lehet egy egyenesen. (Olimpiai feladat volt.)
c)* Megadhatoé-e végtelen sok pont is a sikon ugy, hogy barmely két pont tavolsaga egész legyen, és ne
mind legyen egy egyenesen?
Megjegyzés: Egyszerlibb — taldn mar hetedikben is feladhato — kérdés, hogy le lehet-e tenni négy
pontot a sikra Ugy, hogy a koztik fellép6 hat tavolsag 1,2,3,4,5,6 legyen?



+2. a) Olivér és Xénia a kdvetkezs jatékot jatssza a végtelen négyzethalds papiron. Felvaltva Iépnek. Olivér
minden lépésben egy-egy O betl(it helyezhet el egy tetszés szerint kivélasztott, még lres négyzetbe,
Xénia minden |épésben két X-et helyezhet el egy-egy tetszélegesen kivélasztott, még Ures négyzetbe.
Xénia akkor nyer, ha sikeril ezer egymas melletti vizszintes vagy fligg6leges négyzetbe X-et tennie.
Olivér célja ennek megakadalyozdsa. Tud-e nyerni Xénia, ha Olivér okosan jatszik? (OKTV feladat volt.)
b)* Olivér és Xénia a kbvetkez§ jatékot jatssza a végtelen négyzethalds papiron. Felvaltva Iépnek.
Olivér minden lépésben egy O betlit helyezhet el egy tetszés szerint kivalasztott, még lres négyzetbe,
Xénia minden Iépésben harom (k) X-et helyezhet el egy-egy tetsz6legesen kivalasztott, még lires négy-
zetbe. Xénia akkor nyer, ha sikeril végtelen sok egymas melletti vizszintes vagy fliggbleges négyzetbe
X-et tennie. Olivér célja ennek megakadalyozasa. Tud-e nyerni Xénia, ha Olivér okosan jatszik?]

6. a) Megadhato-e 100 (n) halmaz ugy, hogy barmely 99 (n — 1) metszete végtelen legyen, de az 6sszes
metszete lres legyen? (OKTV elsé fordulés feladat volt harom halmazra.)
b)* Megadhaté-e végtelen sok halmaz Ugy, hogy barmelyiket elhagyva a tobbi metszete végtelen, de az
Osszes metszete Ures?

7. Véges egyszer( grafban biztosan van két azonos foku pont. Igaz-e ez minden végtelen egyszer( grafra is?

Hogyan szdl a skatulyaelv véges sok skatulya és végtelen sok golyé esetén?

Egy T tulajdonsagot akkor neveziink véges tulajdonsagnak, ha igaz ra, hogy ha egy (végtelen) struktira minden
véges részére teljesil, akkor az egész strukturara is teljesil. Tehat ha minden tetsz6legesen nagy (véges)
részére teljesil, akkor minden végtelen részére is.

8. a) Egy végtelen graf minden véges részgrafja paros graf (pontjai kiszinezhet6k két szinnel tgy, hogy azonos
szinliek k6zott nem fut él). Kovetkezik-e ebbdl, hogy az egész graf is paros graf? Vagyis: , véges tulajdonsag”-
e a ,paros grafnak lenni”?
b) ** Véges tulajdonsag-e a harom szinnel szinezhet&ség?

9. Egy végtelen fa minden emeletén csak véges sok pont van. Most mi a helyzet Tigrissel? Vajon most sem tud
Lvégtelen magasra” maszni? Azaz most is megakad-e véges lépésben, vagy ha lgyes, most nem akad meg?
Gréafelméleti nyelven: van-e végtelen Ut minden ilyen faban? (Konig-lemma. KoMaL PVK-feladat volt kissé
fura megfogalmazasban.)

10. Adjunk Uj megoldast a 8b) feladatra a Kénig-lemma segitségével.

11. ** Bizonyitsuk be a lefedési tételt: ha egy véges, zart intervallumot lefediink végtelen sok nyilt
intervallummal, ezek koézll mar véges sok is lefedi.

12. a) Megadhatoé-e szaz (n) pozitiv egész Ugy, hogy 0sszességilikben relativ primek legyenek, de kozuillik
barmely 99 (n — 1)-nek legyen egynél nagyobb k6zos osztdja?
b)* Megadhatd-e végtelen sok pozitiv egész Ugy, hogy 6sszességiikben relativ primek legyenek, de kozilik
barmelyiket elhagyva a tobbinek mar legyen egynél nagyobb k6z6s osztdja?
c)** Megadhato-e végtelen sok pozitiv egész Ugy, hogy barmely véges soknak legyen egynél nagyobb kdzos
osztdja, de barmely végtelen sok relativ prim legyen?

13. ** Megadhatd-e végtelen sok halmaz Ugy, hogy barmely véges soknak végtelen a metszete, de barmely
végtelen soknak véges a metszete?




