) FELADATOK
(Osszedllitotta: Dr. Németh Jézsef)

(Ratz Laszlé Vandorgytilés 2019)

. Hatarozza meg a

sor Osszegét!

. Hatarozza meg a

> 1
—n(n+1)(n+2)
sor Osszegét!
. Hatarozzuk meg a
oo 2
n
2"

n=0
sor Osszegét!

. A kovetkezo harom feladat az e®, cos x és sin x fiiggvények hatvanysorainak ismeretét
tételezi fel.

o3} 4”

W2

b) S ()L =
n=0 (272)' ‘

> n 32” _
P T

. Hatarozzuk meg az

1+ L1 + ! + ! +
3 4 7 8
sor Osszegét!
. Konvergens-e a
i (1) 2n+ 3
—_ n?+3n+2

sor? Abszolut konvergens-e?



10.

11.

12.

13.

14.

Konvergens-e a

sor?

Konvergens-e a

sor?

Konvergens-e a

sor, ahol oo > 17

Konvergens-e a
o0

n=1
sor? Abszolut konvergens-e?

Konvergens-e a

sor?

Konvergens-e a

sor?

Konvergens-e a

sor?

Konvergens-e a

sor?

(—1

— nIn“n

)" (]——cos—;E—
Vn

)



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Konvergens-e a

sor?

Konvergens-e az

e 1
a) E arcsin—;
n
n=1

b)

Z arcsin— .
n

n=1

o0

e a
Bizonyitsa be, hogy ha a Y a? konvergens, akkor > — is konvergens!
n=1 n

Mekkora az Osszege a

sornak?

o0
Zsin2

n=1

Konvergens-e a kovetkezo sor?

1

n=1

3

nF1 ©08 GnF

S (Wa-1)  (a>1)

oo o0
Legyen > a, és > b, két pozitiv tagu sor, amelynek tagjaira fennall, hogy
n=1 n=1

An+1

Qn

<

bn+1
bn

b

ha

n > ng.

o o
Bizonyitsa be, hogy ha > b, konvergens, akkor > a, is konvergens!

Konvergens-e a

sor?

n=1

>

n=1

n

67’L

n
-n!

n=1



o
23. Adjon példat olyan > a, pozitiv tagi konvergens sorra, amelyre n - a,, — 0 nem &ll

n=1
fenn!
24. Konvergens-e a
o
(cosn)™
n=1
sor?
25. Konvergens-e a
oo
1
Z —Incos —
n=1 n
sor?
26.
o0 oo
a) Van-e olyan Y a, konvergens sor, amelyre Y a2 divergens?
n=1 n=1

0. @] oo
b) Adjon meg olyan >_ a, sort, amely konvergens, de . a2 divergens.

n=1 n=1
oo
27. Tegyiik fel, hogy a pozitiv tagi > a, sor divergens, és jeldlje S,, a sor részletdsszeg-
n=1

n
sorozatat, azaz S, = Y ay. Bizonyitsa be, hogy
k=1

00
>
n=1 Sn

divergens!

o0
28. Bizonyitsa be, hogy minden pozitiv tagi divergens > a, sorhoz van olyan {c,} mo-

n=1
00

noton csékkenve 0-hoz tarté sorozat, amelyre > a, - ¢, divergens!
n=1

29. Az o paraméter mely értékeire konvergens a

[ ] ‘ 1 «
g 1—n-sin—

n
n=1

sor?

30. Bizonyitsuk be, hogy

a) a y. ({/n—1) sor divergens;

n=1



b) a 21( t/n — 1)? sor konvergens!

31. Vizsgalja a kovetkezo sort feltételes és abszolit konvergencia szempontjabol!

32. Legyen {a,} egy nem-negativ, monoton cstkkené szamsorozat. Bizonyitsuk be, hogy
oo
ha > a, konvergens, akkor lim n-a, = 0. Mutassa meg, hogy ez az utébbi feltétel
n=1 n—oo

nem elegendd a sor konvergenciajahoz!

33. Konvergens-e a

>
‘= (Inn)Inlnn

sor?
34. Konvergens-e a
i sin n
n + 10sinn
n=1
sor?

35. Konvergens-e a

sor?

36. Konvergens-e a
oo
E sinn?
n=1
sor?

37. Konvergens-e a
3

> ()

38. Legyen a nem-negativ tagu > a, sor konvergens. Bizonyitsuk be, hogy a
n=1

sor?

o)
§ anp an—l—l

5



39.

40.

sor szintén konvergens! Mutassuk meg, hogy forditva nem igaz, de ha a, monoton
csokkend, akkor a forditott allitas is igaz.

oo oo
Kovetkezik-e a lim -2 =1 hatarértékbol, hogy a > a, és > b, sorok egyidejiileg
n—0o0 Un n=1 n=1
konvergensek vagy divergensek?

x 1
A > — harmonikus sorban az els6 tagtél kezdve felvaltva p db ”+”, majd "q” db ” —”
n=1"T

elojellel vessziikk a tagokat. Mutassuk meg, hogy ha p = ¢, akkor a sor konvergens.
Adjon példat arra, hogy ha p # ¢, akkor divergens a sor!



FELADATOK MEGOLDASOKKAL

Ratz Laszl6 Vandorgytilés 2019
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1. Hatdrozza meg a

sor 0sszegét!

Megoldas. Mivel

1 n®—1
In|l-—=|=Ih——s—=h(n+1)+In(n—-1)—-2Inn =

In(n+1) —Inn] — [Inn —In(n — 1)], igy
Spn=(In3—-In2)— (In2—-Inl)+ (In4 —In3) — (In3 —In2)+
+---[In(n+1)—Inn]—[lnn—Inn—-1] =

n+1
=[n(n+1)—Inn]—[In2—-In1]=1In —In2=
n
1
— In <1+ —) —In2 — —1In2,
n
azaz a sor Osszege — In 2.
I1. Hatdrozza meg a
oo
1
—n(n+1)(n+2)
sor 0sszegét!
Megoldas. Bontsuk elemi tortek Osszegére a tortet:
1 A B C

+ + :

nn+1)(n+2) n n+1 n+2

o L. 1 1 . .
amibdl az adédik, hogy A = 5 B=-1,C= 5 Ebbdl azt kapjuk, hogy

1 1 1 1

+
nin+1)(n+2) 2n n+1 2(n+2)
1

1 1 1 1
2 n n+1 n+1 n+ 2

b




igy

. . 1
tehat az Osszeg: 1

II1. Hatdrozzuk meg a

00 nz
on
n=0 2
sor 0sszegét!
X n
1. Megoldas. Eloszor azt 1atjuk be, hogy on = 2.
n=1
! + 2 + ; +oF i
S — — — — PPN —_
"T2TaTy 2k
1
Szorozzunk be §—del:
2 4 8 16 okl
Kivonva egymasbdl a két egyenloséget:
11 N 1 N 1 R 1 ko
2Ty ok — gk+1 —
1(1/2)F -1 k ,
= — 1, ha k — oo, hiszen

2 1/2-1 2k

k AN ENY
< (—) < (Z) — 0 (felhasznéltuk vk — 1).

ok+1 2

Tehat s, — 2, azaz a sor Osszege: 2.

Most nézzik a
o 2

2n

n=1



sort.

Mivel 1 +3+54 - -+ (2n — 1) = n®, ezért
m”2_1+1+3+1+3+5+1+3+5+7+ +1+3+---(2n—1)+
2 2 2° 24 2"

Bontsuk fel ezt a sort a kovetkezo mddon:

! + ! + et ! + 1 ( triai sor)
-+ — — 4] = metriai sor
5t o2 o geometriai so
+3 ! + ! +F ! + =3 L
22 " 93 2" 2
+5 ! + = ! + et ! + =5
28 " 9f 2" B
A jobb oldalon lev6 elemekbdl allé sor:
1_|_3+5+7_|_9+ +2n+1
2 4 8 16 2"
1 X n e e . s .
Ez a sor a Z és2 > on sorok tagonkénti osszeadasaval keletkezik, igy az eredeti sor

Osszege e két sor Osszegének az Osszege, azaz 2 (az 5 kvéciensli geometriai sor Osszege) és

4 a bizonyités elején vizsgalt sor Gsszege), azaz 6.

2. Megoldas. Tekintsiik az

:l_f_m_}_xz_{_.xn_f_.: mn
- >

hatvéanysort; |z| < 1.
Differencidlassal:

l—m Znaz a (—1,1)n

Innen z-szel valdé beszorzassal:

Derivaljunk ismét:



szorozzunk ismét x-szel:

z(1+ ) > 2 n
— = nz",
(1—=) nZ:O

1
véve x = i—et, adodik, hogy

azaz a sor osszege: 6.

IV. A kévetkezd hdrom feladat az €*,cosx és sinz fligguények hatvdnysorainak ismeretét

tételezi fel.
)Y
a =7
n=0 (271)'
Megoldas. Mivel
oo mn oo —T n
Gm = —' éS e—m = Z ( ') )
= nl ~= nl
ezért
6x+6 x B i :L,Qn
2 vt (2n)!
, .. e? e ?
igy a sor Osszege:
) S
b —1)" =7
n=0 (272)'
Megoldas. Mivel
e :L,Qn
cosT = Z(—l)” )’

ezért a sor Osszege: cos 3.
2n
Y L A
n=0 (2’/’L + 1)'

11



Megoldas. Mivel
o0 2n—+1

sinz = Z(—l)”m,

n=0
ezért a sort atalakitva a kovetkez6 modon:

32n—|—1

3 Z 2n+ 1)
L 1 . 1.
adodik, hogy Osszege: 3 sin 3.

V. Hatdrozzuk meg az

sor 0sszegét!

Megoldas. Induljunk ki az alabbi hatvanysorbél:

; =l+az+2+--2"+---; |z| <L
-z
Innen
1
1+ s=1-a?4at —ab+a® — 204 2] <1
x
Szorozzunk be (1 + x)-szel
1tz 2_ 3., 4. 5_ 6_ T
=l4z—a*—a’+a +2° -2z —z'+--+; |z <1,
1+ 22

majd integraljuk mindkét oldalt:

/de / ! d+1/ 2T 4 tge + = In(1+2?)
T = X — T = arc X — In T ).
1+ 22 1+ 22 2] 1+ a2 X1y

fgy kapjuk, hogy

1 T
arctgac+§1n(1—|—x2)+c=x+ ————— +€—|———---

1
f(m):arctgac+§ln(1+m2):x+?————+€+—---



A jobb oldali hatvanysor az x = 1 helyen az

sort adja, amely konvergens (ezt hasonléan lathatjuk be, mint a valtozd elGjelli sorok
esetében a Leibniz-kritériumot(*)).
Ebbél viszont Abel tétele**) értelmében az adédik, hogy a sor Gsszegfiiggvénye folytonos

1 1 1 1 1
az egész [0; 1]-en, azaz: f(1) = 14+-—=-—- +—+——---, hiszen [0; 1)-en f(x) folytonos, igy

a végpontban ahhoz, hogy [0; 1]-en is folytonos legyen az 6sszegfiiggvény, csak a hatvanysor
x = 1-ben felvett értékét veheti fel.
Tehat

’514—112—14—1 ! 1+1+1
O T Sy e Ty T3 71 5 6 ’
azaz a kérdéses sor Osszege: Z +1nv2.

Megjegzések:

oo
1. (%) Leibniz-kritérium: Legyen a, > 0 és a,, | 0, akkor a > (—1)"a, sor konver-
n=1
gens.

oo
2. (xx) Abel tétele: Legyen a > c,x™ hatvanysor konvergencia-sugara R > 0. Ha a

n=0

o0
> ¢n R™ sor konvergens, akkor a hatvdnysor dsszegfigguénye a [0; R]-en folytonos.
n=0

VI. Konvergens-e a

sor? Abszolut konvergens-e?

Megoldas. Mivel
2n+3 2n + 3 1 1

= + ,
n*+3n+2 (n+1)n+2) n+l n+?2

2n+3
n®+3n+2
(Id. V. feladatban) miatt az adédik, hogy konvergens.
Az abszolut konvergencidhoz alkalmazzuk a kovetkezd becslést:

igy | és 0-hoz tart, igy a valtakozo eldjeli sorokra vonatkozé Leibniz-tétel

2n 2n

2n+ 3
n®+3n+2

b

~ n?+3n%+2n? - 6n2  3n

i(—l)”

13



x> 1

és mivel a _ 1
V' —
n— 13” 3

> 1
> — sor divergens (a harmonikus sor), igy pozitiv tagi sorokra
nzin

Lo g : < 2n+3
vonatkoz6 minorans kritérium miatt a )

————— sor is divergens, tehat a sor nem
=1 n +3n+2

abszolit konvergens.

VII. Konvergens-e a

sor?

Megoldas. Mivel

ezért a sor a gyokkritérium™) miatt konvergens.

Megjegzések:

1. Ha a gyokkritériumot mellézni akarjuk, akkor igy is befejezhetjiik: az

azaz 5
0o 1 n 0o 1 n
1—-— | < -
z( ) =3 (4
n=no n=no

azaz a majorans kritérium miatt konvergens a sor, hiszen majoralja az 3 kvocienst
geometriai sor.

2. Gyokkritérium.

oo
(¥x) Ha a, >0 és lim /a, =<1, akkor a > a, konvergens, { > 1 esetén divergens a
n—oo n=1

sor, mig £ = 1 esetén nem donthetd el ezzel a modszerrel a kérdés.

VIII. Konvergens-e a
i )
n:l )

sor?



Megoldas. Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot™).

[(n+ 1)1
i1 24D @o)t [0+ DT (et 1 -1
an (n!)? (2n+2)!  (n!)? (2n+2)2n+1) 4 7
(2n)!

tehat a sor konvergens.

Megjegzések:

1. Itt is elkeriilheté a hanyadoskritériumra valé hivatkozas, ha

Anp+1 1 . . .
— ZbOI arra kovetkeztetiink, hogy

Gan

An41

1
< = (n>ng esetén) =
an, 2

Ant1 < ian, ha n>ng=

k
1
np+k < Qg <§> V k-ra,

és igy a sort ismét egy 5 kvociensli geometriai sor majoralja, amibdl a konvergencia
adodik.

a oo
"t — ¢ <1, akkor a S ay sor

n=1
konvergens. Ha ¢ > 1, akkor divergens, £ = 1 esetén nem donthetd el ezzel a tétellel a
kérdés.

2. (x): Hanyadoskritérium. Legyen a,, > 0 és lim
n—oo a/n

IX. Konvergens-e a
> 1

D

nln®n

sor, ahol o > 17

1. Megoldas. Alkalmazzuk a Cauchy-féle ekvikonvergencia-tételt(*), mely szerint elég
venni a

> 1 > 1
Zl " 2m 1 «Q 2m = (10g2 e)a Z W
= m=1



sort, ami konvergens o > 1 miatt; ezt is lassuk be ugyanigy, véve a

> 1 < 1\ &1 )
Srwres(F) -E()

k=1 k=1

sort, ami egy egynél kisebb kvéciensii geometriai sor, ami konvergens.

2. Megoldas. Alkalmazzuk az integralkritériumot ).

<1 ) w 1 ) T
/ dr = lim ——dx = lim =
2

xIn%x w—oo [y xIn%x w—oo | 1—a )
1 1
= lim '~ 2]y = In'~*2,
w—oo ]l — a—1

hiszen lim In'"%w = 0.
w—00

Ami azt jelenti, hogy az improprius integral létezik, tehat a sor konvergens.

Megjegzések:

1. (x): A Cauchy-féle ekvikonvergencia-tétel igy szol: Ha az a,, > 0 és a,, |, akkor

a
o0 o0
Z a, €sa Z 2™ agm
n=1 m=1

sorok vagy mindketten konvergensek, vagy mindketten divergensek.

2. (xx): Integralkritérium. Legyen f(z) |, f(x) > 0 az [1;00)-intervallum és ¥ n-re
o0 oo
f(n) = ay,. Ekkor a Y a, sor konvergens < [ f(x)dx improprius integrdl létezik és
, n=1 1
véges.

3. Konnyen lathatjuk, hogy az eredeti sor av < 1 esetén divergens.

> 1
(—1) (1 — CoS ﬁ)

n=1

X. Konwvergens-e a

sor? Abszolut konvergens-e?

1
Megoldas. Mivel 1 — cos Jn 1 0, ezért a Leibniz-kritérium (l1d. V. feladat) miatt a sor

konvergens.

16



Az abszolut konvergenciat nézve az alabbi atalakitast végezziik el:

ha n > ng,

hiszen
1
.2
sin® —
n
\/_2—>1(han—>oo)
1
vn
{ >1 és 1+ cos 1 <2
i —~ 0S —— )
gy_27 N

fgy azonban
= 1 1
1— — - -
3 ( ) X
n=no

ami a harmonikus sor divergencidja és a minorans kritérium miatt azt jelenti, hogy a sor
nem abszolut konvergens.

XI. Konvergens-e a

1

sor?

> 1

Megoldas. Prébaljuk az dltaldnos tagot Osszehasonlitani a ), — konvergens sor dltala-
n=1T7

nos tagjaval, azaz vegyiik a kérdéses

1 ; 1
P
becslést. Nyilvan
L<i<:>n2<3\/ﬁ<:>t4<3t (t =+v/n)
3vn T n? N '

17



Mivel
(%) — — 0, ha t — o0,

!
igy 3t <1, hat > tg, azaz t* < 3!, ami azt jelenti, hogy

! < L h >
3—71_?7 a n no,
azZazZ . .
1 1
DRI SR
no n

ami a majorans kritérium miatt az eredeti sor konvergencidjat adja.

Megjegzések:
1. (x): a L’Hopital szabély értelmében

ot . 4¢3 1242
hm—t:hm . =lim —5— =
t—oo 3 t—oo 3'In3 %) 3t In“3
) 24t ) 24 ) .
= lim 0, mivel 3" — oo.

—— =1llm——F— =
© 3'In%3 o~ 3'In*3

2. A L’Hopital szabaly kovetkezoképpen szol: Ha

lim f(z) = lim g(x) =0 (vagy mindkettd0)

" P
dlim ,
% g'(x)
akkor
f(z) f(x)

3. A feladatot megoldhatjuk az integralkritériummal is (Id. IX. feladat). Ekkor a 3~V7
fiiggvényt kell integralni.

XII. Konvergens-e a

> <1 n+1>
g — —1In
ot n n

18



sor?

1. Megoldas. Mivel

=1-—a4+z2 -3+t .., lz| < 1,
1+x
ezért mindkét oldalt integralva az adodik, hogy
2 3 4
x x x
* In(l+z)=2——4+———+---, r| <1
() (+z)=o-S+2 -2 o

Mivel az eredeti sort igy szeretnénk majoralni, hogy

1 1
ln<n+ )zln<1+—>
n n

helyett kisebbet vonjunk ki, ezért In(1 + z)-et alulrdl szeretnénk becsiilni (x > 0-ra). A
(¥) elallitasbol tgy latszik, hogy

2
x
(%) In(l+z) >z — 5 (0 <z < 1 esetén),

3
hiszen a kovetkezo tag a pozitiv % De be is tudjuk latni, hogy

2
1n(1+m)—x+%20, ha x> 0.

2
Legyen f(z) =In(l +2) —x + %; nyilvan f(0) = 0, igy ha f’(z) > 0, (ha 0 < x), akkor

1
f(z) 1= f(x) > 0 lesz x > O-ra (mivel f(0) = 0 volt). Viszont f'(x) = 132" l+2>
1
0 ——>1—z2e1>1— 22, ami fennall.
1+

Tehat (%) valéban fennall, ami azt jelenti, hogy az eredeti sorra fennall, hogy

> (1 n+1 > [1 1
Z<g—m - ):Z ;—1n<1+5>

n=1 n=1

(x:l-et véve)

<

1
o
n2

[]#
S
|
-~
S|
|
o)
¥~
[\
N~
_ 1
|
N |
[]¢

n=1



ami a majorans kritérium miatt azt jelenti, hogy a sor konvergens (mivel a majoralé sor
konvergens).

n+1
1
2. Megoldas. Mivel (1 + —) 1 e, igy
n

n+1
1 1 1 1 1
O0<——In(l4+—-]=—— In{14+ — <
n n n n-+1 n

1 1 1

n n+1 :n(n+1)’

o0

azaz sorunkat a »

—— konvergens sor majordlja, azaz a sor konvergens.
n=1 n(n + 1)

XIII. Konvergens-e a

> 1
nZQ (ln n)lnn

sor?

)ln n

Megoldas. Mivel (Inn)»? = n(nn = elnn(inlnn) — plnlnn > p2 Yo p > g ezért a

> 1 <01
Z (lnn)m” = Z n2’
n=no n=no

azaz egy konvergens sor majoralja sorunkat, tehat az is konvergens.

(L)

n=1

XIV. Konvergens-e a

sor?

1 1 1 1
1. Megoldas. Ismeretes, hogy 0 < - sin - < tgg — sin m tehat elég belatni a

() Z (tg% — sin %)

konvergencidjat (1d. majorans kritérium).

20



1 1 1

1 1 —cos — sin — 1 —cos — 1
n n n
Mivel tg— — sin — = sin — - —————, ¢é kki 1és ——— —, 1
ivel tg— —sin = sin 7 ¢s ugyanakkor — 1 és 1 — 5 gy
cos — — —
n n n
1 o1
tg— —sin —
r r L azaz ha n > akkor 0 < t ! si < ! amibdl a i s
— -, azaz n>n r — —sin— < —3, ami —3 sor
1 9’ 0> gn N n37 = 3
n3

konvergencidjat figyelembe véve adédik, hogy a (x)-gal jelolt sorunk is konvergens.

w3 2P

2. Megoldas. Mivel sinz = x — 37 + oo (Vz € R esetén érvényes), ezért azt

3
sejtjiik, hogy sinz > z — % (ha z > 0), de ezt a XII. feladat 1. Megoldasanal latott

fiiggvénydiszkusszios otlettel itt is be tudjuk latni.
Ekkor azonban azt kapjuk, hogy

igy

ami adja a konvergencdt (majorans kritérium).

3
Megjegyezziik, hogy a sinx > x — % (r > 0) egyenlStlenség bizonyitasanal itt két
1épésben tudjuk megoldani a feladatot.

Ugyanis be kell 1atni, hogy

3
(%) f(m):sinx—x+%20; f(0)=0.

Nézziik a derivaltakat:
2

Jy(gj):cosx—l_}_%; f/(()):()

f(z)=—sinz+2>0% x> sinz,

ami fennall, igy = f'(z) 1= f'(z) > 0 (mivel f'(0) = 0) = f(z) 7= f(z) > 0 (mivel
f(0) = 0), tehéat (sx) fennall.

21



XV. Konvergens-e a

sor?

Megoldas. Prébalkozzunk a gyokkritériummal (1d. a VII. feladatot).

azaz ebbdl nem vonhatunk le konkliziét a konvergenciara vonatkozoéan.
Nézziink egy elemi megoldést (1d. XII. feladat 2. Megoldédsénal levé triikkkot).

1 n+1 1 n+1
Mivel (1 + —) 1 e, igy (1 + —) > e, amibol:
n n

azaz a sor altaldnos tagja > —, azaz nem tart 0-hoz, pedig ez a konvergencia sziikséges

Q=

feltétele, tehat a sor divergens.

XVI.

> 2

E arctg— =7
n

n=1

Megoldas. Mivel

t t tg——Y
arctg x — arctgy = arc
g gy g 1+ 2y
tga — tgf . . " , . L, ,
(ez a ————=— = tg(a — () Osszefiiggésbdl levezethetd), ezért konnyen kiszamithato,
1+ tgatgs
hogy
t t t 2
arctg—— — arc = arctg—,
gn —1 gn + gn2
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| vélasztédssal), amibol

T t 1—1— t ! t 1+ t L t 1+
Sp = — — arctg— + arctg— — arctg— + arctg— — arctg— + - --
nT g g2 gl gg g2 g4

+ t 2 T + arctg 1 5
<-4 arctg— — — + arc = —T.
52 2 S

. . 3
Tehat a sor Osszege 1
Megjegyzés.

1
Az arctg _r adja az els6 tagban a T et arctgoo = .
-1 _, 2 2 2

XVII. Konvergens-e az

> 1 > 1 ?
a arcsin—; b arcsin— | .
) nz_:l - ) -

n=1

1. Megoldas. Mivel z > sinz, igy arcsinn > n, tehat

> 1 =1
E arcsin— > E -,
n=1 n n=1 n
igy a harmonikus sor divergenciaja és a minorans kritérium adja, hogy a sor divergens.

2. Megoldas. Mivel a [0;1]-en konvex y = arcsinz gérbe pontjaira arcsinz < g:c, ahol

s T
az Yy =T a gorbe hurja, ami az origén és az (1; 5) pontokon halad at, ezért

o0

igy a >, — konvergenciajdbdl a majordns kritériummal adédik, hogy az eredeti sor kon-
=1n
Verger?fs.

oo oo
XVIIL. Bizonyitsa be, hogy ha a > a2 konvergens, akkor > 9 s konvergens!
n=1

n=1

23



Megoldas. Ismert, hogy ha (z1,...,2,) és (y1,...,yn) két szdm n-es, akkor érvényes az
u.n. Cauchy-féle
n n n 2
(3t) (500t) = (3
i=1 i=1 i=1

1
Most legyen z; = |a;|, y; = - akkor

() (57)

n oo oo
ot s a; o . . . 1
amib6l adodik, hogy a > o] = s, részletosszegsorozat korldtos (mivel Y a? és > —
=t i=1 i=1"0
sorok konvergensek, igy részletosszegeik korlatosak), és nyilvan névé, amibél a konvergen-
o 2 an X an . . .
cia ad6dik, tehat Y —— konvergens, azaz a » , — sorra még az abszolit konvergencia
n=1 T n=1 T

egyenlotlenség.

>

1=1

is adddott.

XIX. Mekkora az 6sszege a

i ) 1 3
E :Sm o+ cos on+1
n=1

sornak?

Megoldas. Mivel

1
sin acos 3o = 2 (sin4a — sin 2a),

ezért
) 1 3 1] . 1 1
sin GS! COoS YS! = 2 sin T — s1n2—n ,
és igy
n1.1.1+.1.1++.1 1
s"=—|sinl —sin— +sin— —sin— +---+8in——~ —sin— | =
2 2 2 22 on—1 2"
1] 1 1
= —|sinl —sin— | — —sin1.
2 2m 2

, 1
Igy a sor Osszege: 5 sin 1.
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XX. Konvergens-e a kovetkezdé sor?

o0

(Ya-1)  (a>1)

n=1

Megoldas. Mivel
(@) =a"Ina (a>1),

igy

Va—1 . a® — a’

=a’-lna =1na,
n—00 z—0 x—0

> , a n > ng,
1 0
n
azaz
Ina 1
va-1>22.2
2 n
és ebbdl
> Ina K 1
Sva-1> eyl
n=1 2 —1”

és a minorans kritérium és a harmonikus sor divergencidja adja, hogy eredeti sorunk di-
vergens.

oo oo
XXI. Legyen > ay és > by két pozitiv tagi sor, amelynek tagjaira fenndll, hogy

n=1 n=1

an—i—l S bn—l—l,
an bn

ha n > ng.

o oo
Bizonyitsa be, hogy ha > b, konvergens, akkor Y a, is konvergens!
n=1 n=1

Megoldas. Vezessiik be az alabbi jelolést:

igy

ap,
< —=¢,, ha n>ng.
by



Tehat ¢, |, ha n > ng. De akkor ¢, korlatos is, azaz d¢ > 0 ugy, hogy 0 < ¢, < ¢, ha
n € N. De akkor

oo o0 o0
Zan = ch-bn <C~an,
n=1 n=1 n=1

o

oo
amib6l kovetkezik, hogy > b, konvergencidja maga utdn vonja Y a, konvergencidjat
n=1 n=1
(majorans kritérium), amit éppen bizonyitani akartunk.
XXII. Konvergens-e a
oo n
>
n
—e -n!
sor?
Megoldas. Legyen
n?’L
n = e” - nl’
azaz sorunk altalanos tagja. Ekkor
(n + 1)n+1
Ant1 e"t(n+1)! _ (n+ vt emp) _
an n" Ce"ln4+1)!
e -n!
n n
1 1
1+ - 14—
n (;) n n n+1
a e A\ on+1 1
1+ — .
n n
o0
A XXI. feladat eredményét hasznalva az adédik, hogy ha > a,, konvergens lenne, akkor
=1
o0 1 "
> —-nek is konvergensnek kellene lenni, ugyanis
n=17
1
An+1 S n—+1
a, 1
n
oo o0 n
fenndll. Azaz a ) a, sor divergens, ami éppen az eredeti sor, tehdt > — ; divergens.
n=1€¢ "N

n=1
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Megjegzés.
A (%) 1épésnél azt hasznéltuk fel, hogy

n+1
1
14— l e
n

XXIII. Adjon példat olyan Y a, pozitiv tagi konvergens sorra, amelyre n - a, — 0 nem dll
n=1
fenn!

oo
Megoldas. Legyen > a, az a sor, amelyre

n=1
1
— ha n = k2
n
an = 1
— egyébként.
n
oo
A > a, sor felbonthaté két részsor Osszegére a kdovetkez&képpen:
n=1
SUEDIFED It
n=1 n=1 n n=1 n
n=k2 n# k2

o0
és mivel mindkett6 abszolit konvergens (hiszen az els§ a ) 2 0L, & mésik pedig a
k=1

o [e.e]
> —5 sor egy részsora), ezért » . a, is konvergens.
n=1 n=1

Az nyilvénval6, hogy n - a, # 0, hiszen ha n = k2, akkor n - a, = 1, azaz n - a,-nek van

egy 1l-hez tart részsorozata.

XXIV. Konvergens-e a

Z(COS n)"

n=1
sor?
Megoldas. Hasznéljuk azt a tételt (a megoldds végén leirjuk ennek a bizonyitdsdt is!),

hogy Va irraciondlis szamhoz 322 Lacionalis sorozat ugy, hogy
dn

1

a_ p_n
a;

dn
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fgy Elz—n, amelyre

n

1 1
<_2<:)|7TQn_pn|<_:

n n

Pn
m— —

dn

1 1
= | cospn| = |cos(pn — T qn)| > cos — =1 —2sin22— >

dn dn

>1-— =

n

1\ 11
= [cospp|Pm > |1 - — >1—Iﬁ~—>—,han>no,
2 Gn 2qn 2

n

azaz (cosn)™ 4 0, igy a sor divergens.

Megjegyzés.

A (%) lépésben az (1 +z)* > 1+ ax (ha z > —1 és o > 1) .n. Bernoulli-
egyenlotlenséget hasznaltuk.

Most belatjuk a kovetkezo tételt: Ha « irraciondlis szam, akkor 3Pn (Pn,qn € Z), tgy

n

1
a—Pn < — teljesiljon.
n

hogy

n

Bizonyitas. Legyen n fix, n € N és tekintsiik a kovetkezd (n+ 1) db valds szamot a [0, 1)
intervallumbdl:

(%) 0, o — [a], 2a — [20], ..., na — [na].
Mivel
J Jj+1

(%) = ) , j=0,1,....,n—1 (n db intervallum) lefedi a [0, 1) — et,

n n

ezért kell lenni legalabb két olyan pontnak (a skatulyaelv miatt) a (x) pontok koziil pl.
nia — [nia) és nga — [n2a] (0 < np < ng < n), amelyek egy intervallumba esnek a ()
intervallumok koziil.

Igy

[naa — [naa) — [na — [n1al)| < -
aZaZ

|(n2 —n1) a — ([n2a] — [ma))| < —,
—— ——

n
dn Pn
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azaz

11 ol 1
lagn —pp| < =< — = la——| < .
n n dn dn
P 1

Ugy kapunk 1jabb q" tagot, ha olyan n*-ot vesziink, amelyre az el6bbi |¢,a — p,| > e

n

1
és |aqr — pi| < — lesz; igy tehét egy végtelen sorozat adddik.
n

XXV. Konvergens-e a

i—lncosl

n=1 n
sor?
1. Megoldas.
Z —In- cos — Z In Z —_— <
n=1 cos - n=l a2l
n 1 —sin -
St =Yy =S o <
n -1
1— —
n2
o0
> peamEE ami konvergens, tehat a majoranskritérium miatt eredeti sorunk is konvergens.
n=11" —
Megjegyzés.

A (x) 1épésben a sinx < x (x > 0) becslést hasznaltuk.
A (xx)-nél pedig azt hasznéltuk, hogy

In(1+x
NENTIE
1+x x

. In(1+2)—1In(1+0)
lim

z—0 x—0

= (1 +)]f; =

ha x elég kicsi pozitiv szdm, azaz In(1 + z) < 2z, ha 0 < z < z.
Egyébként In(1+ z) < x is belathaté a In(1 + x) hatvanysordbdl — mint ahogy azt elég sok
korabbi feladatnal mar hasznaltuk is.

2. Megoldas. Mivel

1
1+

=l—z+a®> -2+t —... (hatvéanysor),
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integralva

2?2 a2t
n(l+z)=20— —+ —— —+---,

2 3 4
azaz In(1 + t) ~ t, ha ¢t nagyon kicsi, mésrészt

o B
cosr=1——+— —---

ot (hatvanysor),

72
amib6l cosz ~ 1 —

o ha x kicsi.
Igy

azaz, hogy

. —In(cosx)
lim ———~ =1
r—0 x
2
Ezt a L’Hopital-szabéllyal (1d. XI. feladat) igy lathatjuk be:

sin x
. —In(cosx) . cosz . sinz 1
lim ————+ = lim = lim . =1.
z—0 T z—0 €T z—0 X COS T
2
1 1
Azaz
1
—1In <cos —)
n
lim =1,
n—oo
2n?
amibdl az adodik, hogy
1
—In <COS —) - . ©
n 1 1
<2« —Inf[cos— | < —5 = —In|cos— | < —,
- n=1 n
2n?



azaz sorunk konvergens a majorans kritérium miatt.

XXVI.
oo o
a) Van-e olyan > a, konvergens sor, amelyre > a2 divergens?

oo oo
b) Adjon meg olyan > a, sort, amely konvergens, de > a3 divergens.
n=1 n=1

Megoldas. a) Nyilvan olyan véltakozo elSjelii sort kell megadni, amelynek a négy-

e 1

zete divergens. PL: Z(—l)”% konvergens (Leibniz-kritérium; ld. V. feladat) és
n=1

> ( ) = »_ — divergens (harmonikus sor).

n=1 n=1

b) Tekintsiik a kdvetkezé sort (részletesen kiirva jénéhany tagot):

> 1 1 1 1 1 1 1
an =1+ - ——+ - - — =t
nz::l 2.v2 2.2 V2 3.3 3.3 3.V3 38
I ! L
n db

Nyilvén s,, — 0 (m — o) (az egyes ”blokkok” legfeljebb \/_ -ig nének fel, majd lenullédzza

1
az Osszeget a (— \3/—)-68 tag.)
n

Tehat ez a sor konvergens.
Most nézziik a kovetkezd sort:

i31+1+1 LPRL S S O
a> = J— - — — J— J— - — — PR
— 2t 2t 2 3t 3t 3 3

1 1 1 1
+—+=+"+—5——+
n n n
n db
oo
Nyilvdn ennek a sornak a részletosszegei egyrészt a Y, 3 konvergens, masrészt a
n=1
o
> | == | divergens sor részletosszegeibdl tevédik dssze, azaz a sor divergens.
n=1 n

oo
XXVII. Tegyiik fel, hogy a pozitiv tagi >, ay sor divergens, és jelilje S, a sor részletdsszeg-

n=1
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n
sorozatdt, azaz S, = > ax. Bizonyitsa be, hogy
k=1

>

n=1

divergens!

Megoldas. Minden pozitiv n és p szamra nyilvan fennall, hogy

n-+p
>
Ap+1 An+2 IS an—i—p Z k=n+1 _ Sn—l—p - Sn .
Sn—|—1 Sn—|—2 Sn—|—p Sn+p Sn—|—p
. . Sn—‘,—p — Sn . , S (07%9 .. ,
Mivel lim —F—— =1 (n rogzitett), azaz a — sorra nem teljesiil a Cauchy-féle
konvergencia-kritérium ™), azaz divergens.
Megjegyzés.
oo
(x): A Cauchy-féle konvergencia-kritérium igy szél: Egy > b, sor akkor és csak

n=1

akkor konvergens, ha ¥ e(> 0) szdmhoz 3 olyan ng, hogy ¥ p-re

oo
XXVIIL. Bizonyitsa be, hogy minden pozitiv tagd divergens > a, sorhoz van olyan {c,} mo-

noton csokkenve 0-hoz tartd sorozat, amelyre > a, - ¢, divergens!

n=1
1 o0
Megoldas. Elég venni a ¢, = 5 sorozatot, ahol S, a > a, sor n-edik részletosszegso-
n n=1
n
rozata, azaz S, = > ai; ugyanis a XXVII. feladatban szerepl6 eredmény szerint
k=1

oo o
Z =2 an-cn
n=1 n=1

CQ‘:

divergens.
A ¢, sorozat pedig monoton csékkenve 0-hoz tart, hiszen S,, T 400 (mivel pozitiv tagi

oo
divergens a > a, sor).
n=1
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XXIX. Az « paraméter mely értékeire konvergens a

00 . 1 Q
E 1—n-sin—

n
n=1

sor?
o1
. sin —
Megoldas. Probéljuk megbecsiilni az 1 —n -sin— =1 — sorozat nagysagrendjét.
n
n
sin
Tekintsik az 1 — fiiggvényt! Mivel
. mg xs . 7’
sing =z — = -+ S (sinz fgv. hatvanysora),
ezért
sinx z? n zt
r 3! 5l ’
amibol
sinz  z? 2t n
T 31 5! ’
amibol az a sejtésiink, hogy
sine 22
z 6’

ha z elég kicsi.
Ezért szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértéket (alkalmazzuk a L’Hopital-szabalyt; 1d. a XI.
feladatot):

sin x
. T . T—sinz (x) .. 1—cosx
lim ——— = lim ——— = lim ——— =
z—0 x z—0 T z—0 3z
. sinx .1 sinx 1
= lim = lim — - = -,
z—0 06 z—0 6 x 6
sin x
hiszen — 1, haxz — 0.
sin x
Tehat lin%) —7 5 amibol kovetkezik, hogy ha x elég kicsi, akkor
T— i
sin x
1 T 1
7 z? 5’
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) 1 , s 1
innen x = —-et véve az adodik, hogy
n

igy

1
amibol az adodik, hogy ha 2a > 1 & a > 3 akkor a majorans kritériumbél adédik a

1
sor konvergencidja, 2a < 1 & a < 5 esetén pedig minorans kritériumbdl kapjuk a sor

divergenciajat.

XXX. Bizonyitsuk be, hogy

o
a) a Y. (n—1) sor divergens;
n=1
o0
b) a Y (¥/n—1)? sor konvergens!
n=1
Megoldas.
a) Allitom, hogy n > 3 esetén
1
Yn—1>—,
n
ugyanis
n
1
n
hiszen
n
( : )
1+—1 —e,
n
gy, hogy

1 n
2§<1+—> Te<3.
n

o0 1 o0
Tehdt > (/n—1) > —, ami a minordns kritérium és a > — sor divergencidja miatt
n=1 n n=1
divergens.
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b) Allitom, hogy Va < 1 esetén

1
Yn—1< —, han>n,
n

azZaZ

a bizonyitandé allitas, ami ekvivalens a

1
1nn<n-ln<1+—a>
n

egyenlotlenséggel, azaz elég beldtni, hogy

Inn 1
— <In{1+— |, ha n>ne.
n n

1
Prébaljuk meg a In (1 + n—a)—t csOkkenteni, vegyilik a In(1 + z) fliggvényt, irjuk fel

ennek a hatvanysorat, azaz

1
=1-a+2*>—2>+--- (Jz| < 1; geometriai sor),
1+
ebbdl integraldssal:
2 3 4
x x x
]_ ]_ = _ _ — .« .. < 1 .
n(+e)=z- T+ Db (al<1)

2
Azt sejtjik, hogy In(1 + z) > = — %, hiszen a kovetkez6 tag pozitiv (z > 0-ra).

Ezt a sejtést konnyen belathatjuk a korabbi néhany példaban megmutatott fiiggvény-
2

diszkusszids eljarassal, hiszen f(z) =In(l+z) —x + % = fllz)=———-14z=
x

() >0 1_1x2 > 1(0 < 2 < 1esetén) = f(z) 165 F(0) =0 = f(z) >0,

ha x > 0, tehat sejtésiink igaz.

fgy viszont
| 1+ L > L 1 > L
n . P —7
n® n®  2n3 2n®
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az viszont nyilvanvald, hogy

hiszen 2Inn < n'~%, ami lim

= oo (pl. L’Hopital szabdllyal; 1d. XI. feladat)

. 1 00 © 1
alapjan adddik. Igy valéban kaptuk, hogy {/n — 1 < & = S (/n—1)2 <Y —=
n=1 rn

1
konvergens, ha o > 3 ezzel belattuk a b) allitast is.

XXXI. Vizsgdlja a kévetkezd sort feltételes és abszolit konvergencia szempontjdabol!
oo 1 n
(D" le— |14+ — .
n
n=1

1\" 1\"
1. Megoldas. A sor nyilvan konvergens, hiszen (1 + 5) T e, tehat e — <1 + 5) 10

és valtozo eldjell, igy a Leibniz-kritérium (ld. V. feladat) miatt konvergens.
Most bemutatjuk, hogy

()

divergens, tehat a sor nem abszolut konvergens, azaz mindent egybevetve a sor feltételesen
konvergens.
Induljunk ki a kovetkezo hatvanysorbdl:

=l—-z4+az> -2+ - | <1),
— (12l <1
amibol
in(1 - ) x2+:c3 $4+
n — [ — - -
S R S
Ebbdl azt sejtjiik, hogy
2 3
x
ln(1+x)<x—7+§, ha z >0,

(hasonléan bizonyithatd, mint a XXX. feladatban, csak f’(z) mellett f”(z)-et is venni

. 1
kell). Igy © = —-et véve
n

n 1<1+1) [1 1+1] 11+1
1 R n——ogto 3 5o to 2
<1+_> — n) . Ln 2n° 3n —e 2n 3n.
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Ebbdl:

n . 1+1 1+1 1
S = 5 _
e—<1+—> >e—e 2n 3n = 1-— 2n - 3n >e|l—e dn
n
1
4n

Az |1—e becslésekor az e” fiiggvény xy = 0-ban levo differencia-hanyadosat, majd

differencialhanyadosat hasznéljuk. Nevezetesen

1
4n . 0 1
Ngeo =€"lo=1, ha — — =0
N = (") a=0 = €"Jo =1, 7
—— =0
dn
azaz n — 00.
1
dn
, . -1 _ 1 ) C e .
Igy viszont 1 > ok ha n elég nagy; ami igy is irhaté:
dn
! 1
4n S —
1—e 1
>—-—=1—-e an > —.
1 2 8n
dn
Ezt haszndlva .
( 1 ) :
e—(1+—| >—
n 8n
adodik, azaz
o0 1\"T_eX1
n=1 n 8 n=1 n
oo
amib6l a minorans kritérium és a Y — = oo adja, hogy a kérdéses (x) sor divergens.
n=1

2. Megoldas. A konvergencia bizonyitasa ugyanaz, mint el6bb. Az, hogy nem abszolut
konvergens a sor, azt az alabbi médon lathatjuk be.
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Tudjuk, hogy

_111 1 1 1
(*) e=1+ +_§i+_§i+_1i+_gi+_“.

és a binomialis tételbol azt kapjuk, hogy

1\" 1\ 1 1 2\ 1 1\"
(k) 1—1—5 =1+1+ l—g i—{— 1—5 1—5 5—1—---—{— —

Ebb6l viszont (xx)-ot (x)-bdl kivonva az adddik, hogy

\" 11 1 9
e—[1+2) =224 |1-(1=-2](1=-2
n n 2! n n

Vildgos, hogy a jobb oldalon minden [ |-ben levé tag pozitiv, igy az &sszeg biztos, hogy

1

1
nagyobb vagy egyenld, mint T ahonnan azonnal adédik a

o 1\"T_ 101
g e— |1+ — > — E -,
[ ( n 2 n
azaz, hogy a sor divergens.

XXXII. Legyen {a,} egy nem-negativ, monoton csékkend szdmsorozat. Bizonyitsuk be, hogy
oo

ha > a, konvergens, akkor lim n-a, = 0. Mutassa meg, hogy ez az utobbi feltétel
n=1 n—00

nem elegendd a sor konvergencidjdhoz!

00 k
Megoldas. Mivel Y a, konvergens, ezért s, = > ay konvergens, igy
n=1 {=1
2n
() Som — Sp = E ar — 0, ha n— oo
k=n+1
és
2n+1
(k) Son41 — Sn = E ar — 0, ha n — oo.
k=n-+1

gy (x)-bdl kapjuk, hogy (a monotonitast is figyelembe véve)

2n 1
Zakzn-agnzi(Zn-agn)%O,
k=n
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ugyanigy (kx)-bol

2n—+1

E g 2 N Gpy1 =
k=n+1

n
2n+1

(2n + 1)agp+1 — 0,

amibdl jon, hogy n - a, — 0.
S 1

A feladat mésodik részében elegend§ tekinteni a sort, hiszen n-a, = — — 0,
n—onlnn Inn

holott a sor divergens, hiszen

< 1 “ 1
/ dx = lim dx =lim[lnlnz]§ = Inlnw — Inln2 — oo,
o xlnn w—oo o xlnx

tehat az integrélkritérium értelmében a sor divergens (1d. IX. feladat).
Ugyanarra az eredményre jutottunk volna az utobbi sor divergencidjat illetéen a Cauchy-

S 1 S 1
féle ekvikonvergencia-tétellel is (1d. IX. feladat), n§2 o helyett a mZ:1 QmW =
& 1
> sort elég vizsgélni, ami viszont divergens (harmonikus sor!).
m=1mln2

XXXIII. Konvergens-e a
Z :
‘= (Inn)Inlnn

sor?

Megoldas. Mivel a nevezd irhaté a kévetkezoképpen:

2
e(ln Inn) ,

ezért prébéljuk (Inlnn)?-et becsiilni. Allitjuk, hogy

Inln z)?
(Inlnz)? < Inz < M <1
Inx

Alkalmazzuk a L'Hopital-szabalyt (1d. XI. feladat):

1 1
5 2(Inlnzx)— - —
. (Inlnx) ) Inx =«
lim ——— = lim =
z—oco  Inz z—00 1
x
1 1
2In(Inx) Inx =« _ 1
1m = lim = lim — =0
T—00 nr T—00 z—oo Inx
x



(Inln x)?

azaz ———— < 1, ha x elég nagy, tehat allitdsunk igaz. Innen
Inx g nagy
oo 1 o

igy a minorans kritérium és a harmonikus sor divergencidja miatt az eredeti sor divergens.

XXXIV. Konvergens-e a
i sinmn
— n + 10sinn
n=1
sor?

Megoldas. Az t.n. Dirichlet-kritériumot akarjuk hasznalni, amely gy szol, hogy ha
az {a,} sorozatra igaz, hogy |a1 + az + - - - + a,| korldtos és b, | 0, akkor

0o
g anbn
n=1

konvergens.

Itt a {sinn} jatszhatnd a,, szerepét, de az nem monoton, igy el6bb egy tritkkkot

n + 10sinn
kell alkalmaznunk:

[e.] (/)
Z sinn _Z n—lOsmn) _
—n + 10sinn — —100sin®n
> n-sinn > 10sin® n
— Z Z =5; — 55,

n? —100sin’n n? —100sin’ n

3
-

Elészor vizsgaljuk So-t (végezziik a becslést alkalmas ng-tdl):

10sin® n

S, = < — <2 —,

2 _an—lOOsiHQn_ Z n? = L2
n=ng n=ng ___ n=no

2

ami konvergens.
Most nézzik S;-et.
Ha utalva a Dirichlet-kritériumra

n

a, = sinn és b, = -
n? —100sin’ n

jeloléseket hasznéljuk, akkor meg kell mutatnunk, hogy
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a) |sinl +sin2+ - - -+ sinn| korldtos

b) az f(x) = - 1800 - fiiggvény monoton csokkend és 0-hoz tart, ha © — oo.

Ad a): Trigonometriai azonossagok alkalmazasaval adédik, hogy

T 2n+1
coS o —cos —
(%) sinx + sin2x + - - - +sinnx = , T # 2km,

2sin —
2

Xz

amibdl kapjuk, hogy

1
|sinl +sin2z + -+ 4 sinn| < —1:K,
sin —
2

tehat fenndll az dllitdsunk az a,, = sinn sorozatra. (A (x)-ot akar teljes indukciéval, akér

a 2sin E—del valé atszorzassal is lehet bizonyitani.).

Ad b): Derivalassal:

x? — 100sin® z — 2(2z — 200sin x - cos x)

fla) = (22 — 100sin® z)? B

— 22 —100sin®z + 100 - z - sin 2z
= . —— <0&
(z© — 100 sin” z)

9 .9 . ) sin?
— 2% —100sin“ x + 100z sin 2z < 0 < 100 | sin 2z — <z,
x

ami valahonnan kezdve igaz; tehat f(z) |, és trividlis, hogy lim f(z) = 0. Igy az a) és
r— 00

b)-ben foglaltakbol kovetkezik, hogy S; is konvergens, azaz az eredeti sor konvergens.

XXXV. Konvergens-e a

oo
Z SlIl n

n=1
sor?
, . . 9 1—cos2n e
Megoldas. Mivel sin“n = — ezért sorunk el6all az alabbi médon:
1 & 1 1 ., Cos2n
p— —— n_ p—
9 Z( n ) Z ’
n=1 n=1
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Az els6 sor a Leibniz-kritérium (1d. V. feladat) miatt konvergens, a masodikat el6szor irjuk
a kovetkez6 forméba:

T
~ cos2|n+n-—

> cos 2n 2 ) = cosn(2+m)
-1 n_____ - e _—
n=1 n n=1

=1

Ha a, = cosn(2 + m) és b, = "szereposztassal” alkalmazni akarjuk a Dirichlet-

1

n

kritériumot (1d. a XXXIV. feladatot), elég csupan belatni, hogy
|cos(2 +m) +cos2(2+m) + -+ cosn(2 + )|

korlatos, ami a kovetkezo trigonometrikus azonossag alapjan adddik:

. no
sin —

e!
(%) cos a4 cos 2 + - - - + cosna = cos(n+1)§.

o}
sin —

2

((x) adodik a sin %-lel val6 atszorzassal, vagy akar teljes indukcidval).

Igy tehat a masodik sor is konvergens, azaz az eredeti sor is.

XXXVI. Konvergens-e a
oo
Z sin n?
n=1
sor?

Megold4s. Belatjuk, hogy sinn? 4 0, azaz nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele
(az 4ltalanos tag 0-hoz tartdsa).

El6szor belatjuk, hogy a sin 2n sorozat nem konvergens.

Tegyiik fel, hogy konvergens, akkor

sin2(n +2) —sin2n — 0, ha n — oo;

de
sin2(n +2) —sin2n =2 -sin2-cos2(n+ 1) — 0 = cos2n — 0,

akkor viszont
cos2(n+2) —cos2n = —2-sin2-sin2(n+1) — 0,

azaz sin 2n — 0, de akkor
1 =cos?2n+sin’2n — 0+0=0,

42



ami ellentmondaés.
Most megmutatjuk, hogy sinn? -4 0.
Tegyiik fel, hogy sinn? — 0, akkor kapjuk, hogy

sin(n + 1)? — sin(n — 1) — 0,

azaz
2 -sin2n - cos(n® + 1) — 0,
azaz
2 -sin 2n(cosn? - cos 1 — sinn? - sin1) — 0,
azaz

2.8in2n-cosn’-cosl —2-sin2n -sinn? -sinl — 0.

Mivel az indirekt feltevés alapjdn sinn? — 0, igy a masodik tagban levd sorozat — 0, ezért
a

* 2.8in2n - cosn’-cosl — 0
(*)

kell, hogy teljesiiljon.
Mivel {sin2n}-nek nincs hatérértéke, de korlatos, ezért a Bolzano—Weierstrass tétel ér-
telmében kell lenni torlodasi pontjanak, de mivel nem konvergens, ezért tobb, mint egy
torlodasi pontja kell, hogy legyen, azaz van legaldbb egy a # 0 torlédasi pontja; legyen
{nt} az a sorozat, amelyre

sin2ny — a,

akkor a (x)-bol adédik, hogy cosn? — 0 kell, hogy legyen, de az eredeti feltételbdl sinn? —
0 is teljesiil, igy
1 =sin’n} +cos’ni — 0+0=0,

ami ellentmondds, tehat sinn? — 0 nem 4ll fenn. Azaz eredeti sorunk divergens.

3 ( 1 ) nB
Z COSs —
n=1 n

Megoldas. A korabbi néhany példaban tobb izben becstiltiik cos x-et a hatvanysoranak
els6 néhany tagjaval, itt azonban ezt til nehéznek gondoltuk, ezért masképp kozelitjik a
problémét (de az olvasé jarhatja a masik utat is).

XXXVII. Konvergens-e a

sor?

1 1 1
Mivel cos — = 4 /1 — sin? —-et akarjuk feliilré] becsiilni, azaz sin — helyett akarunk kisebbet
n n n

2
venni. Mivel a (O, g)-en konkév sin x fliggvény grafikonja az y = —x hur felett van, ezért
s
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2
sinx > —x,ha 0 <z < g Ebbdl kapjuk, hogy
T

2 1
1 —sin? - < —<—~—> =4 /1— ==
n m™T n m™n
Iey adédik, hogy
T'LB 7’L2 g
1 4 1
(*) COS — S 1——2—2
n T n
Mivel
2 4
4 1 2 1 1
1—— - — =<
( e n2> e 4 1
7T2 7T2
e (&
igy (x)-bol
n
3 1

00 1\" 00

ahol 0 < ¢ < 1, azaz a ) (COS —) sort majoralja a > ¢" konvergens geometriai sor,
n=1 n n=0

amibol adédik az eredeti sor konvergencidja.

oo
XXXVIIL. Legyen a nem-negativ tagi >, a, sor konvergens. Bizonyitsuk be, hogy a
n=1

o)
E ap * an—l—l

sor szintén konvergens! Mutassuk meg, hogy forditva nem igaz, de ha a, monoton
csokkend, akkor a forditott dllitas is igaz.

an + an—l—l

o0
Megoldas. A \/a, - ani1 < egyenl6tlenségbdl > | /a, - an+1 konvergencigja
n=1

azonnal adédik. . .
Tovabbé, ha a,, |, akkor \/a, - ani1 > ani1, gy a >, /an - Gni1 konvergencidjabol > a,

konvergencidja adédik (majordns kritérium).
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Most tekintsiik az alabbi sorozatot:

1, ha n paratlan,
— 1
Un = —, ha n paros.
n
Ekkor

oo 2n 1 n 1
Z VOk - Gpy1 < Vak - Qg1 = 3 22’
k=1 k=1 k=1

o0 o0
azaz Yy \/an - ap+1 Konvergens, mig > a, divergens (hiszen a,, / 0).
n=1 n=1

o o0
XXXIX. Kévetkezik-¢ a lim 2% = 1 hatarértékbdl, hogy a > an és > by, sorok egyidejiileg
n—oo Oy n=1 n=1

konvergensek vagy divergensek?

Megoldas. Legyen

1" 1 1"
Ay = (=1) + és b, = (=1
n n-lnn n
Nyilvan
a 1"
lim — = 1i 1+( ) = 1.
n—oo b, n—00 nn
Ugyanakkor

;ak: Z -lnn

sor divergens, mert az elsé sor Leibniz-tipusi (azaz konvergens; 1d. V. feladat), a masodik
pedig divergens (pl. az integralkritérium, vagy a Cauchy-féle ekvikonvergencia-tétel (ld.
IX. feladat) miatt. Viszont a

>oh=30

sor konvergens.

1
XL. A Z — harmonikus sorban az elsé tagtol kezdve felvaltva p db "+7”, majd "q” db "—7”

n=1
elojellel vessziik a tagokat. Mutassuk meg, hogy ha p = q, akkor a sor konvergens.

Adjon példdt arra, hogy ha p # q, akkor divergens a sor!
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Megoldas. Legyen tehat p = ¢, ekkor

Spo= (1024t Lo ) s
br = 9 » p+1 2

. 1 1
_|_(_1>£—|— (m_}_..._}_n),

azaz az Sy.p a részletOsszege egy véltakozd eléjelll sornak, és a tagok (a zardjelekben levd
Osszegek ) monoton csokkenve 0-hoz tartanak, igy a élim Se.p 1étezik (Leibniz-kritérium; 1d.
— 00

V. feladat). Az viszont vildgos, hogy minden Sp., 4, (K =1,2,...p—1) alaki részletosszeg
ugyanahhoz a hatarértékhez tart, ha ¢ — oo, igy a széban forgd sor konvergens.
A feladat masodik részéhez legyen p = 2, q = 1, azaz a kovetkezo sort nézziik:

1+1+1 1+
9 10 11 12 .

(%) 1+1 1+1+1 1+1+1
* —_— — J— e J— J—
2 3 4 5 6 7 8

Jelolje s} a (x) sor, s, pedig az eredeti harmonikus sor n-edik részletosszegét. Ekkor

) 1 1 1
83, = S3p — 2~ §+6+§+"' =

(mivel a harmonikus sor esetén s, — +00).
Azaz a (x) sor divergens, hiszen s3, — +o0.
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