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Pélya Gyorgy: "Ha a tudomany valamelyik teriletét
(vagy elméletét, vagy fogalmét) tanitjuk, akkor az em-
berpalantaknak nagy lépésekkel nyomon kell kovetniiik
az emberiség szellemi fejlodését.”
A végtelen a matematikaban:

Ellentmondasos; vitatott, misztikus

"Sok képtelenség adodik a végtelen tagadasabdl is és
elismerésébol is.” (Arisztotelesz, i.e. 384-322.)

”Mindig nagy falatnak tiint”

”Megosztotta a matematikusokat” (Bolzano, 1781-1848)
(Kell-e? Dobjuk el!)

” A végtelent legjobb elkeriilni” (Galilei, 1564-1642)

” Osid6k 6ta semmi sem kavarja fel annyira az emberi ér-
telmet, mint a végtelen kérdése” (Hilbert 1900 PARIZS;
23, 1)

Példak (ellentmondasok, meghoékkent6 dolgok a

végtelent tekintve) (Els6 csokor)
A.

a) Galilei-féle paradoxon:

1« 2
24
3 6

(kolesonosen egyértelmii, akkor "ugyanannyi” elem,
Kalmar-lovasok)
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Paradoxon? Ellentmondas? Rész—egész régi felfogasa?
(Bolzano, 1781-1848; a rész # egész).
AXTIOMA: 7 Az egész nagyobb, mint a része.”

b) vagy [0;1] és [0;2] példaja (z — 2x)

| o X
2 1

vagy (—1;1) «— (—00;00),y = tg gfv vagy y = fm

a (0; 1) «— egész szdmegyenes Osszes pontja pl. tg7 (22—

.vagy

1) fliggvény; azaz a (0,1) intervallumnak annyi pontja
van, mint az egész szamegyenesnek.

Definicié: (ami ” feloldja az ellentmonddst’, ami abbdl
adodik, hogy a végesre igaz szabalyokat akartuk a végte-
lenre ”erdszakolni” (u.i.: a rész és egész problémdjat)

Egy halmazt végtelen halmaznak neveziink, ha
van olyan valddi részhalmaza, amellyel a halmaz
ekvivalens (azaz ”ugyanannyi” pontja van).

(Ellenkez6 esetben wvéges.)

[Kihtztuk a ”paradoxonok” méregfogat.] Ferdinand
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Ludwig Philipp Georg Cantor (1845-1918; német) nasz-
ut; Dedekind; elismertség; depresszid; intézet.... (cikkeit
sokszor visszavonta)
c) 1,2,3,...,n,... (természetes szamok) Megszamlalha-

téan végtelen halmaz
d) {]—)} : racionalis szamok

q
A raciondlis szamok ”ugyanannyian” vannak, mint a

természetes szamok (azaz Megszamlalhatéan végtelen
sokan vannak) (Szamossag)

Abra:

Wl DN = =] =
WIN NI DN
Wl W DN W | W

(innen a negativak is és utdna az Osszes)
Megjegyzés: Szamparok (n,m) < (2" - 3™); szadmhérma-
sok, szdm n-esek, polinomok (egész e.h.); v2;v3;. . ..

e) Van-e olyan, aminek ”t6bb” pontja van, mint a term.
szamok (ill. raciondlis szamok) (azaz nem megszdmldl-

hato) (7 Végtelenek kozott nem lehet kiilonbséget ten-
ni.” (Bolzano < Dedekind)

Igen: Valés szamok (CANTOR) (4 év)
Moédszere: (a (0;1) intervallum 6sszes (valds) pontjara)

Indirekt: (tegyiik fel, hogy megsz., azaz sorrendbe szed-



hetd)
I — O, Ui11uU12 . . .
I — O, Ua21U29 . . .
Tpn = 0,Up1Upa...Upnp---

(pl.: 0,5 =0,499.. et vegyiik)

Legyen y = 0,v1v2v3..., ahol legyen v, = 2, ha
Upn = 1 és legyen v,, = 1, ahol u,,, # 1.

Ha pl. y =z, = 0, Up1Up2 ... Upp - - -

Elnevezés: Kontinuum-szdmossdgi (valés szadmoké)
Cantor féle diagondlis eljaras. (halmaz elm., informatika)

Problémak: Van-e a megszamlalhaté és a kontinuum
kozott? (Kontinuum-hipotézis) (Hilbert 1. a 23-bol, ” Sen-
ki sem tlizhet ki benniinket abbdl a paradicsombodl, melyet
Cantor teremtett nekiink.” (D.H.))

Cantor: ” A matematika lényege annak szabadsiagaban
van; sokkal hasznosabb a matematikai kérdések felvetése,
mint a problémak megoldasa.” )

Godel (1940): nem céfolhatd; Cohen (1963): nem bizo-
nyithato.

Megjegyzés: N, (), Algebrai irracionalis, transzcendens;
(m,e,sinr,cosr) (Ld. Liouville (1844); Hermite (1873);
Lindemann (1882); Kronecker 1866-1903; Cantor: m.m.)

Van-e a kontinuumnél nagyobb szdmossag? (Azaz van-
e olyan halmaz, amelynek "tobb” eleme van, mint a valds
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szamok.) Pl: Cantor kérdése: A siknak az Osszes pontja

ilyen-e? NEM.

g) A (0,1) szakasznak ugyanannyi pontja van, mint az
egységnégyzetnek, ill. az egész siknak, sot az egész ha-
romdimenzios térnek, azaz kontinuum. Modszer: P =
(O, ai,as,0as, ..., O, bl, bg, bg .. ) > O, alblagbgagbg.
Cantor: ”Latom, de nem hiszem” Mit gondolt réla

el6szor? 3 évig ”bizonyitotta” az ellenkezGjét; 1871-1874)
Az egységnégyzet és az egész sik kozotti megfeleltetés

trivialis.

Tehat a siknak nincs tobb pontja, mint kontinuum
(azaz valds szamoké)
h) Van-e a kontinuumnél nagyobb szamossagti halmaz
«) Polinomok (megszamlélhatd) (egész eh.)
3) Folytonos fliggvények (kontinuum) (HF; Sz.-Nagy
Béla)
v) Az Gsszes fiiggvény (kar. fliggvény); a valds szdmok
osszes részhalmazanak a halmaza nagyobb szamos-
sagu, mint a kontinuum. (Cantor tétele.)

B. (Masodik csokor; végtelen 6sszegek)

Bevezetés:

) CSOKI

! + ! + ! 4. ! 4. =7
2 92 93 ik o
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1+1+1+ +1+ =? (TORTA)
3 32 33 3" N
Vagy:
1+1+1+ Yy 1)
3 32 33 B 3
= A = —
1+1+ A
32 33 3 )
De
)
24224254 ... =A/-2
) 5 / = A= -277
244+ 2 4... =24

Mit szabad? Mit nem szabad? 0,137
Osid8k éta:
> 1
— Archimedes (i.e. 287-212) > Y (parabola szelet)
n=1

— R. Swineshead (XIV. sz.) > o

— (fizika; val.szin)
12

x> 1
— N. Oresme (1323-1382) > - ("minden szamnal na-
n=1
gyobb”)
~ Madhava (1340-1405); G. Nilakhanta (1450-1550)

— Leibniz (1646-1716) ”7; arctg x;

1 1
— 41 =2+ =...
78 ( 3+5 )
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Kiemelend6 (Leibniz-féle sor)

1—14+1—-1+1—1+1---

= 5 az 0sszeg.

a)(11)+(11)+---—0} 1

Al+(-1+1)+(-14+1)+---=1
) S 1 —x+ 2% —2° + - (végtelen osztédssal)
1+

1
=5 =1—1+1—1+ .

Ezt elfogadta Leibniz, Johann és Jacob és Daniel Ber-
noulli (XVII-XVIII. sz.), Lagrange (1736-1813) is, de ké-
sobb igy fogalmaz: ”"ahhoz, hogy egy sor reprezentaljon
egy szamot, kell, hogy csokkenjenek a tagok”.
Tovabba:

Christian Wolf (1678-1734)

1
3 =1—-244— 8+ 16 (Leibniz nem fogadja el)

Mercator (1620-1687)

L

In(1 =x — — -, d
n(l+z) ==z 2+3 , de

In 3-mal nem foglalkozik (”cikis”)



Megjegyzés:

1 1l —2x

1+:13+:U2 1 — 23
—(1-2)Q+2°+2%+2+.-) =

=1l—o4+a°—a*+2% 2"+

1
= o=l-l4l-1+1-1

(ez mar a ) 1épésnél is "robbanhatott” volna)
Newton (1643-1727)

1
Q) 1+x2:1—x2+x4—---(haa:”kicsi”)
1 1 1 _ _ _
ﬁ)1+x2:x2. 1 =z ?—ao*+2%—... (hax
1+ —
T

"nagy”) (zseni)

Mi hidnyzik (MINT EGY FALAT KENYER) ebben a
kdoszban?

CAUCHY (1789-1857)

©.@)
Definicio: ) an; sp =a1+---+ay; ha s, — s (véges),

n=1
©.@)
akkor a sor konvergens, €s Osszege s, azaz Y an = S;
n=1

ellenkezd esetben a sor divergens (nincs osszege).
Eldolt: 1 —1+1—-14+1—1---; 89, = 0; Sopt1 = 1 =
DIV.
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1 1
» OSOKT” > + o2 + ... =1, hiszen s,, — 1, mert s,, =
1 (1/2)" —1
5 (1/ /2)_ 1 végtelen mértani sor)
1+1+ 1+ 1(e is mértani sor)
_ - e e — e e — — 7 1S 1mertanl r
3 3 3" 2
2 4 22 4 23 4+ ... divergens, hiszen s,, — 00
. 13 13 13 1 13
0,13 = = o = 990
ST AT 0o T o
100
|
a+a.q+a.q2+. .. — a 7ha, ‘Q| < ]. Snp — a- q
1—gq q—1

(Megnyugvas — nem hazudtunk 9. osztalyban — errdl
késébb.)

VIGYAZAT (4j mind6ség, ne ertszakoljuk ré a végesre
érvényes szabalyokat; Hegel)

Példak (elrettento)

1 1 1
1 1 1 1 1 3 . ., ,
1—|—§—§—|—5—|—?—Z—|—---—§A (dtrendezés)
Megoldas.

frjuk ki részletesen a sor els6 néhany tagjat:

1 1 1 1 1 1 1
24 l— =4 - g ——4...=A4A
(24) 237175 6 7 8"
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Vegyik a kovetkezd sort, amelynek Osszege megegyezik
az elozovel:

1 1 1
(25) O+ 14+0- 5404 +0— 4 =4

Szorozzuk be a (25) alatti sort tagonként 1-del:

1 1 1 1 1
2 40— = 40— 4---=2A
(26) 04540 7+0+ 40—+ 54

majd adjuk Gssze tagonként a (24) és (26) sorokat:

1 1 1 1 1 3

27 1+0+-—=+-4+0+=——-+4+---= =A.
(27) O 3 2 i 5 O 7T 4 i 2
Ez utébbi sornak nyilvan ugyanannyi az osszege, mint a
kovetkezonek:

1 1 1 1 1 3
28 14+ - — -+ -4+ = - 4...=_A.
(28) i 3 2 i 5 i 7 4 i 2

Vildgos, hogy a (28)-as sor a (24)-nek olyan atrendezé-
se, ahol két pozitiv eldjelli tagot kovet egy negativ, majd
ismét két pozitiv, egy negativ és igy tovabb, tehat meg-
adtunk egy kivant atrendezést.

2) Csoportositas (vagy zardjelezés) Id. 1+1—1+1—1+
1 —1+--- (de ha konv., akkor barmely csoportositott
sor konvergens és 0sszege ugyanannyi)

3) Részsorokra bontas:

a)
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1-14+0+1-140+1—-14+0+--

1-1+0+0+0+--- =0
1-1+0+0+0+--- =0
. . _
1 1 1

m1—§+§—1+~-

Gyogyir: Abszolit konvergencia (1d. pl. Riemann tételét
az atrendezésrol. Igy 1) esetén barmit lehet

4) Folytonossag
5) Riemann-integralhatésig

6) Differencidlhatosig

1. Példa. Bizonyitsuk be, hogy a Y  fn(z) = > (x" —

n=0 n=1
2" 1) sor Osszege nem folytonos a [0, 1] zart intervallu-
mon.

Megoldas. Alkossuk meg s, (x)-et:

(2) sn() = folz) =a" — L.
k=1

Ebbol latszik, hogy |r| < 1 esetén s, (x) = 2" —1 — —1
(mivel 2 — 0), mig ha z = 1, akkor s, (x) = 0 — 0, azaz
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az oOsszegfiuggvény

{—1, ha 0 <z <1,
s(x) =

0, ha x =1,

ami nyilvanvaléan nem folytonos a [0, 1] zart intervallu-
mon.

Ez a példa azt mutatja, hogy folytonos fiiggvényekbol

(hiszen az f,(x) = 2™ — 2" ! fiiggvények mindeniitt foly-
tonosak, igy a |0, 1] zart intervallumon is) all6 sor Osszeg-
figgvénye mar nem feltétleniil folytonos. Most nézziik az
integralhatdosagot. Erre vonatkozik a kovetkezo példa:
2. Példa. Legyen az {f,(x)} fliggvénysorozat a kovet-
kezoképpen definidlva: Szedjik valahogyan sorozatba a
0, 1] intervallum raciondlis pontjait , és ezt a sorozatot
jeloljuk r,,-nel. Ezek utan legyen

1, ha x=rmr,,

fnl@) = {O, ha x # r,.

Bizonyitsuk be, hogy a > f,(x) fiiggvénysor Gsszegfiigg-
n=0
vénye a |0, 1] intervallumon nem Riemann-integralhato.

Megoldas. Mivel

fula 1, ha zx=ry,r9,...,7p,
Z 0, ha x#ri,re,...,1rp

n»
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ezért s, (x) — s(x), ahol

1, ha x racionalis,

(3) @) ={

ha =« irracionalis.

A (3) alatti fiiggvényrol a bevezet6 analizisben megmu-
tattuk, hogy nem Riemann-integralhato, amivel a példat
megoldottuk.

Tehat a fenti példa azt mutatja, hogy a végtelen Ossze-
geknél az is elofordulhat, hogy integralhatd figgvények
osszege nem integralhatd. Az alabbi példa a differencidl-
hatdsagra vonatkozik.

3. Példa. Definidljuk az {f,(x)} fiiggvénysorozatot a
kovetkezoképpen:

filx) =vVax?+1,
fn(x):\/x2+%—\/x2+ni1, ha n > 1.

Bizonyitsuk be, hogy az ezekbdl a fiiggvényekbdl alkotott

(4) > fala)

fuggvénysor Osszegfiiggvénye nem differenciadlhaté a 0
pontban.

Megoldas. Alkossuk meg a sor n-edik részletosszegét:

(@) = i) o+ fule) = a2 4
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Vildgos, hogy s,(zr) — |z| minden z € R esetén, tehat
a sor Osszegfiiggvénye az s(x) = |z|, ami valoban nem
differencidlhaté az origdéban, amit bizonyitani akartunk.
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1. abra

2,
1
SR T :
1_251n2k—|—1
2k +1
2,
SR L w
=} _Zstk—l—
2k +1
2,
SRR T u
=t 4 sin(2k + 1
U 2k—|—1
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Megjegyzés: Fourier (1768—-1850) sgn x a szinuszok 6ssze-
ge; Cauchy hibas bizonyitas.
Gyogyir mindenre: Egyenletes konvergencia (Weierst-

rass (1815-1897); Abel (1802-1829) pl. hatvanysorok —
1d. polinomok)

C. PELDAK (Konyv; 40 feladat; felvillantok sokat, de
mindent bizonyitok ebben a file-ban.)

a) Mértani sor

= a
Za-q”: & q| < 1.
n=0 1_q

Pl.

13+ 13 1 13
100 10* 100 . 1 99

100

Kérdés marad (9. o.)

A=0,1313... 13
=94 =13= A= —.
100A =13,1313... 99

Q) Sea, = ¢S an 68 San +bn) = San + S by
(Mindkett6 OK + konwvergens a sor.) (Nincs tobb
u.a.)
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(Swineshead; XIV. sz.)
1. Megoldas. El6szor egy olyan geometriai modszert
mutatunk be, amely akar altalanos iskolaban is targyal-
haté. (Az utosé fejezetben utalunk arra, hogy ez az otlet
a XIV. szazadbdl szarmazik.)

| 11
| 3l 8
] |
: Bz |1
| ii ______ 1
1 B |2
[ 4 ma B
1 1 1
2 4 8
Az abra alapjan vilagos, hogy az Ay, Ao, ..., A,, ...
téglalapok teriletei éppen %, 2%, ety 5y - .5 @ By, Ba,
.., By, ... téglalapoké pedig 1, %, e 2%, .... Viszont

a bal oldali sikidomot eltolassal atvive a jobb oldaliba
éppen az adédik, hogy a két sikidom teriilete megegyezik,

azZazZ
1+2+ LI —1+1+1+ +1+
2 922 on - 2 922 on ‘

Viszont a jobb oldali sor egy a = 1, ¢ = 1/2 paraméterii
geometriai sor, igy 0sszege 2, tehat a példaban levo sornak
1s 2 az osszege.
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2. Megoldas. frjuk fel a sort részletesen:

12) Lty 2adita gy
2 92 s T o on T

Bontsuk fel a sort a kovetkezoképpen:

1+1+1+ +1+ =1

2 922 93 omn -
1+1+ +1+ _ !

(13) 22 = 93 omn 92
1+ +1+ 1

23 mn 92

A fenti sorok mind mértani sorok, igy konnyen adédtak
az eddigiek alapjan az egyenloségek jobb oldalan szereplo
szamok. Ha tekintjik a jobb oldali oszlop elemeit, azok a
kovetkez6 végtelen sort adjak:

1+ ! + ! + -+ ! +---=1 L 2
2 22 2n o 1-1 7
hiszen ez egy a = 1, q = % paraméterekkel rendelkezd

mértani sor. Tehat a kérdéses sor konvergens, és Osszege
2.

Kérdés: a részsorokra bontéas jogos-e? (Abszolut konv.;
pl. gyokkritériummal.)

II1I. Megoldas.
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Most megmutatunk még egy mddszert, amivel precizzé
tehetjuk a megoldast. Tekintsiik a sor N-edik részlet-
Osszegét:

1 2 N

(17) SN:§+?—|—"'—|—2—N.
Végezzik el a hasonlé felbontast e véges 0sszeg esetén is,
és szamitsuk ki az egyes Osszegeket:

1_+ 1 N 1 . 1 _, 1
2 92 93 oN oN
1 N 1 R 1 1 1
22 = 93 oN 2 9N
1 1 1 1

1 1 1

Q—N_ 9N-—1 N

(Az egyes Osszegeket a mértani sorozatra vonatkozd
— kozépiskolaban tanult — osszegképlet alkalmazasaval
szamoltuk ki.) Viszont (17) és (18) alapjan az adddik,
hogy

B 1 1 1 N
SN—1—|—§—|‘?+"'—|—2N_1—2N

B 1 N

_2_2N—1_2N_>2’

hiszen 2]\%1 — 0 és 2% — 0, ha N — o0. Az elso

sorozatra azt alkalmaztuk, hogy ¢ — 0, ha |¢| < 1. A
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masodik sorozat esetében a kovetkezoképpen jarhatunk
el: Vilagos, hogy

o< pe- ()" <)

N 9 9

teljesul valamely Np-nal nagyobb N-ek esetén, hiszen

VN — 1. Viszont (+32)Y — 0, hiszen 0 < %> < 1, igy

a rendorelv miatt valéban % — 0. Osszegezve tehat azt

kaptuk, hogy sy — 2, azaz a (12) sor Gsszege valoban 2.
IV. Megoldas.

1
l+x+a?+- a4+ = T ha |z| < 1 (Mért. sor)

Differencidlva tagonként (!!7)

142243224+ +n-2" 1 4+...= x
Ao
2 3 n X
r+2x°+3x+---+nx" 4+ = 5
(1—=)
. L ., , 1
vegyuk x = i_t’ igy adddik, hogy
1 2 n 2

(Legszebb, de nagy apparatus.)
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(Gyonyort fokozatossag: alt. isk. — kozépisk. — egyetem.)
Megjegyzés. 1.) Fizika

60+2-60+3-60+ _|_n-60_|_ _ 190
2 22 23 2" T
azaz . ..
I1.) Val.sz. (varhaté érték)
00 .12
L) S Z—n (1d. kényv, ill. IT1. feladat a 40-bdl)
3 n=0
Otlet 1 +3+5+---+2n —1 = n? és igy bontani
részsorokra
)il 1+1+1+ +1+ (harmonikus sor)
—_ = —_ — .« o e - . .. rmoni
¢ 1 T 2 3 n
Lassu
Pl.

Sg3 > 9;  Si12367 > 10;  S36.106 > 18 (Jani béCSi)

@)
Bizonyitsuk be, hogy >° % harmonikus sor divergens.
n=

Megoldas. Tekintsiik a sor 2™-edik részletosszegét:

(2)

1+1+1+1+1+1+1+1+ +1+
Son — — — — — — — — _
2 2345 "6 " 7"8 n
4ot ! + +1
on—1 4 ] on’

Csokkentsiik a (2) Osszeget gy, hogy az %+ & helyett 2- -
et, %+%‘|‘%‘|‘% helyett4%: %—et 1/1'1J_nk7 %_|__|_1_16
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helyett 8- 1—16 = %—et, és igy tovabb, az utolsé ”blokkban”

szereplo 2n__11+1 + -+ 2% helyett 271 . 2% = %—et

vegyunk.

n

fgy azt kapjuk, hogy son > 1 + 3,
hogy barmely K szadmhoz megadhato olyan ng, hogy ha

amibol 1atszik,

n > ng, akkor son > K (ugyanis elég olyan ng-t venni,
amelyre 1 + 5 > K, azaz ng > (K — 1) - 2).

Ez definici6 szerint azt jelenti, hogy son — 00, ha
n — 0o, amibdl az s,, sorozat monoton novekedése miatt
az adodik, hogy s,, — oo, tehat a sor valoban divergens.

Megjegyzés. Még 4-5 megoldas szerepel a konyvben
(pl. Cauchy-féle konv.krit.; integralkritérium(!) Euler-
Mascheroni konstans, kondenzacios kritérium(?))

d) Az s, viselkedése (Kiirschak; 1900 koriil)

Bizonyitsuk be, hogy ha n > 1, akkor az s,, nem egész
Szam.

Megoldas. Kezdjiik egy definicioval. A p szam parita-
sanak foka k, ha p = s- 2% és 28+l gyel nem oszthaté
p. Ezen fogalommal kapcsolatban megjegyezziik, hogy ha
tekintjuk az 1,2,...n szamokat, akkor ezek kozott kell
egy és csak egy maximalis paritasu szamnak lenni, hiszen
ha két ilyen lenne, mondjuk s - 2¥ és ¢ - 2% alakban, ak-
kor ezek kozott lenne paros szdmszor 2F alakd, ami azt
jelenti, hog annak a paritasa nagyobb lenne, mint k.
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Ezek utan tegyik fel, hogy van olyan n > 1, hogy

1 1 1
9 l+—-+-+4+---+—=A4 hol A€ Z.
(9) to gt , aho S
Legyen -2" a legnagyobb paritasu tag az 1, 2, - - - n szamok
kozott. Ekkor (9) a kovetkezd alakban irhato:

U 1
25 - v 2T

ahol v és u paratlan és r > s (mivel r volt a maximalis

(10) = 4,

paritas).

Szorozzuk be (10) mindkét oldalat 2° - -v-vel, akkor az
adodik, hogy

(11) u-—|—2:}_8 —A.2%.u,

ami ellentmondas, mert a bal oldal els6 tagja egész, a

masodik pedig nem, igy osszegik nem adhatja ki a jobb
oldalon all6 egész szamot. Tehat a részletosszegek nem

adhatnak egész szamot (n > 1) esetben).
e) i % viselkedése (elhagyjuk azokat a tagokat, ame-
lgigkben szerepel a 9-es szamjegy; Kempner-féle sor).
Bizonyitsuk be, hogy a § % sor konvergens.
9¢n

Megoldas. frjuk fel az 1j sor néhany tagjat részletesen.

Zl—1+1+1+ S
ggnn_ 2 3 g8 10 B
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(12
— 1+1+ L + L + ! + ! + ! +
B ) 8 10 88 100 888
+ L R ! +
10k 8:8-.-8

(k4+1)—szer

Végezziik el a kovetkezo felsé becsléseket:

1 1 0
14+ -+ = <14+1+---1=8-9"
2 8
i+1+ +1<1+ +1—891
10 11 88 — 10 10 10
! et <89k 1
10k 8-8---8 10~
(k+1;szer
fgy azt kapjuk, hogy
(13)
k 00 k
1 1 9 9
Z <890 _— 4. 48 = co. = 8. — ] =280
S <stgpres () +o=s) () -

tehat a sor valdoban konvergens.
Megjegyzés.
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1. A 80-at javitottak (1975; R. Baillie: 22,92...)

2. >+ >+ > +---+ > <213 (I1d. Math. Magazin;
0dn 1¢n 2¢n 9¢n
68, 1995)

3. Az els6 olyan szam, ami miatt div. a sor: 1023456789.
f) Altaldnos iskolai versenypélda.

Hatarozzuk meg annak a sornak az Osszegét,amelyet ugy
kapunk, hogy a harmonikus sornak csak azon tagjait
hagyjuk meg, amelyek véges tizedes tort alakban irhatok.

Megoldas. Nyilvan azon % alaku szamokrdol van szo,

amelyekre m = 2P - 59 alaku. Tekintsik a kovetkezo
részsorokat:
1_|_1_|_i_|_..._|_i_|_...:2
2 22 2"

1(1+1+i_|_..._|_i_|_...):2.1

5 2 22 2" 5

L I S
(14 52(1+2+22+ ton )= =

i(1_|_1_|_i_|_..._|_i_|_...):2.i

54 2 22 2P H4

A bal oldalon all6 sorok pontosan a széban forgé sor tag-

5q?2p alaku tortet és csak

jait tartalmazzdak (az Osszes
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azokat), a jobb oldalon pedig egy a = 2, ¢ = % para-
méterekkel rendelkez6 mértani sor all, amelyek Osszege

2. 1_1 r = g Tehat a kérdéses sor Osszege g
g")
= 1 1 1 1
)t o =1 - -4 - — - 4...=1n2
77,2::1( ) n 2 3 4

I. Megoldas. Tekintsiik a sor 2n-edik részletosszegét:

_ 1+1 1+ 1
L S N om
—1+1+1+ ! 2 1+1+ L)
B 2 3 om 2 4 om)
1 N 1 N 1
n+1 n+2 om’
Vizsgaljuk tehat az
(21) ! + ! + !
e e — — an
n-+1 n 4+ 2 2n

sorozat hatarértékét. Figyelembe véve, hogy

GRS S
an:— o o o y
n\l+. 142 1+

az addédik, hogy a,, az H% fiiggvénynek a [0, 1] inter-

vallum n egyenld részre valé beosztasahoz tartozé Dar-
boux féle alsd integral kozelitd osszege. Es mivel az
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1

- fuggvény integralhaté [0, 1]-en ezért n — oo esetén

1
a, — /0 ; _|1_ ajdx = [In(1 + )]} = In2.
Tehat so,, — (N2, és mivel 59,411 = S92, + Tlﬂ, az adodik,
hogy son,11 — [n2, ami a sorozatok féslis egyesitésére
vonatkozo tétel szerint azt jelenti, hogy s, — In2.

Tehat a sor osszege [n2.

II. Megoldas.

Ez a megoldas mell6zi az integralast, helyette azt a
tobb kozépiskolaban is ismert tényt hasznalja, hogy az
(1+ %)n sorozat monoton néve, (14 +)"*! pedig mono-
ton csokkenve tart e-hez.

A (21) alatti sorozat konvergencidjanak vizsgélatatol
valik el ez a megoldas az el6zotol. Probaljuk tehat az a,
sorozat hatarértékét meghatarozni. Az elébbiek alapjan
minden egynél nagyobb v pozitiv egész szam esetén tel-

1\V 1 v
(1+—) <e<(1+ )
% v —1

Vegyik a fenti egyenlotlenség e alapu logaritmusat, és

jesul, hogy

osszuk végig v-vel, akkor az addédik, hogy

(22) ln(l—l—l)<l<1n(1—|— ! )

% % v —1

Tegyiik most v helyébe rendre az

n+1, n+2, ..., 2n
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szamokat, igy a kovetkezo egyenlotlenség-rendszert kap-

juk:
1 1
ln(1+ )< <1n(1+—),
n+1 n+1 n
1
1n(1+ )< <1n(1+ )
(23) n + 2 n—+ 2 n+1

1 1
1n(1+—)< = <1n(1—|—

2n 2n 2n—1)'

Figyelembe véve, hogy

):1n("+2) = In(n +2) —In(n + 1),

ln(1—|— R

n+1

1 2 1
In (1 + %) = In ( n2;§ ) =In(2n + 1) — In 2n,
osszeadva az egyenlotlenségeket, a bal és a jobb oldalon
teleszkopikus osszegek vannak, igy a kovetkezo egyenlot-
lenséghez jutunk:

1 1 1
In(2n+1)—1 1) < oo+ — < In2n—Inn.
n(2n+1)—In(n+1) n+1+n+2+ +2n; n2n—Inn

\ .

-~
QAn

Mivel In 271”—: — In 2, igy a rendoérelv alapjan a, — In2,

amit éppen meg akartunk mutatni.
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II1. Megoldas.

1
1l +2x

—1l—z+2°—2°+---, ha |z|<]1.

Integraljuk tagonként (!!7)

I
n(l+z)=2——+——---, ha |z| <L
2 3
: . 1 1 1
Mivel ez a hatvanysor az x = 1 helyen az 1—§—|—§———|—---

konvergens sort adja (1d. Leibniz-kritérium), ezért Abel
tétele (!!) szerint az Osszegfiiggvény folytonos a [0; 1]-on,
azaz az x = 1 helyen az 6sszegfiiggvény csak In(1+ 1) =
In2 lehet. (ABRA kell)
IV. Megoldas.

no1

Igaz az aldbbi: ha s, = > 7 akkor
k=1

Spn —Inn | és lim (s, —Ilnn) = ¢
n—00

(Euler-Mascheroni-konstans)
fgy ha §,, a kérdéses sor n-edik részletosszege, akkor

Soy, = Sop, — Sy, =In2n+ ¢, —Inn — ¢, — In 2.

= a sor osszege: In 2.
V. Megoldas.
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A Fourier-sorok elméletébdl (1d. Szész Pal: A diff. és int.
szamitas elemei)

= cosnx LT
Z = —In <281n>, ha x € (0; 2),
— n 2

oo (—1)" 00 _1n—|—1
amibéﬁl:xzw—tvévez( ) :—1n2,azazz( ) =
n=1 n n=1 n
In 2.
h) (1d. V. feladat a 40-bdl)
1+ 1—|—1—|— : + .- =7
3 4 5 7 8
Megoldas.
1 2 n
—1l4+ax+zc+---+2" 4+ ’33’<1
l—=x
1 2 4 6 8 10
= s=1—a"+2" —a" +2° -7 +---; 72| <1
14z
14+
= 2:1—|—:13—:132—:1:3—|—:134—|—:1:5—:136—:137—|—---.
14z
Integralva:

/ 1+:Ud +a:2 x> :U4+a:5+a:6 b | |< |
x:x —_— JR— _...’ ax .
1+ 22 2 3 4 5 6
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Ebbdl, mivel

/1—|—:Ud / 1 d+1/ 21 g
Xr = i — T =
14 22 14 22 2 ) 14 22

1
= arctgz + 5 In(1 + z%),

az adodik, hogy

562 3 4

to x ! ln(l a:2) = h \a:\ <1
+ — +z°)+¢c=2r4+—————4---, ha .
arers 2 ¢ 2 3 4

Az x = 0-s helyettesités azt adja, hogy ¢ = 0 igy |z| < 1
esetén

1
f(x) = arctgx + 5 In(1 4 2?) =

Mivel a jobb oldali hatvanysor x = 1 helyen konvergens
(biz. hasonld, mint a Leibniz-kritériumnal) az Abel tétel-

b6l az adodik, hogy

1 1
L+§————+~~:am@1+§mu+&%

. ™
tehat a kivant sor osszege: 1 +In /2.
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i) Egy ujabb érdekes Osszeg (az el6z6 " folytatdsa”)

1+1+1 1 1 1+ 5 o
- 4 - - - - - __ __ - = 1N -
2 3 4 5 6 3v/3

(1d. kényv 130. o.)

. 1 2
Otlet: _;_T__ng = - - - sorfejtésbdl kell kiindulni.
x

Megjegyzés: a h) és i) példdkhoz ha nem ugyanannyi (+)
és (-) tag van, akkor divergens a sor, ha ugyanannyi, akkor

konvergens (1d. XL. feladat a 40-bol).
j) (Sagvari — bocsénat!ll) A >~ ST
n=1

sor problémaja.

n
Segédtétel. (Dirichlet-féle kritérium) Ha a,, | 0 és by +

by + - --+b, sorozat korldtos, akkor > a,b, konvergens.
n=1

Bizonyitds. (Cauchy-kritériummal)
> ar(By, — Br_1)

Zakbk
n n—1
= Z%Bk — Z ai+1 Bk

m—1

n—1

— Z Bk(ak — ak—}—l) — amBm—l + aan <

< K(am —an)+ Kapy+ Ka, — 0,

azaz a sor konvergens.
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A példaban szereplo sor konvergenciajanak bizonyita-
sahoz most azt fogjuk belatni, hogy az

S, =sinl +sin2+---+sinn

sorozat korlatos.
Ez a kovetkezo6 trigonometrikus azonossaghdl adodik:

, , , cos £ — cos 2ty
sinx +sin2x + ---+sinnx =

(34) 2sin £ ’

(x # 2k, k€ Z).

Ezt konnyl belatni példaul teljes indukciéval, vagy a jobb
oldalon levd nevezdvel végig szorozva és alkalmazva a

2sin asin 3 = cos(a — 3) — cos(a + )

osszefliggést, a bal oldalon egy teleszképikus Osszeget
kapunk, amelyben a megmaradé tagok éppen (34) jobb
oldalan a szamlaléban levo két taggal egyenloek.

Tehat (34) alkalmazasaval az adédik, hogy

|sp| = [sinl 4+sin2 4 --- 4 sinn| =
cos 3 — cos 2&t1 1 K
B 2sin1/2 “sing

azaz {s,} valoban korlatos sorozat.
Fzek utan alkalmazzuk a Dirichlet-kritériumot a

oo

. O
Sin N , 1
E = E SInmn - —
n n

n=1

n=1
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sorra az u, = sinn és a, = 1/n szereposztassal, és akkor
azonnal adodik a széban forgd sor konvergenciaja.
@)
sinn wm—1
Megjeqyzés. Fourier-sorral Z ==
n

Kérdés: Abszolit konvergens—e a sor? Nem — azaz felté-

telesen konvergens.

sinn oo feltételesen kon-

@)
Bizonyitsuk be, hogy a >
vergens. n=l

Megoldas. Az el6z6 példa eredményeit figyelembe véve
csak azt kell belatni, hogy a sor nem abszolut konvergens.
o .
Tegytiik fel az ellenkezdjét, azaz, hogy a ), || sor
n=1

sinn

N
konvergens. Ebbol az adddik, hogy az sy = > |
=1

sorozat konvergens. De akkor korlatos is, és a |sinn| >
, N
sin”“n alapjan akkor az siy = >

sin® n

sorozat 1s korlatos.

n=1

osszefiiggésbol azt kapjuk,

Viszont a sin’n = 1_6882”

hogy s a kovetkezo alaku:

@ aeifi

al COS 2n
Z

2
(©.@)
Tekintettel arra, hogy a ) @ sor konvergens, hiszen a
n=1

Dirichlet kritérium itt is alkalmazhato, ugyanis a konnyen
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igazolhato
sin &%
cosa + cos2a + - -+ + cosna = —; 2 cos(n + 1)g
sin 5 2
egyenloség alapjan a
082 + cosd + -+ + cos2n = cos(n + 1)
sin 1

all fenn, amibdl latszik, hogy a

| cos2 4 cosd + - -+ 4 cos2n| = |ZCOSQ]€‘
k=1

osszeg n-t0l fiiggetlen korlat alatt marad, az {%} sorozat
pedig monoton csdkkenve 0-hoz tart. Ekkor viszont a (35)
jobb oldalan szerepldo masodik részletosszeg konvergens,
ha N — oo, az els6 pedig (a harmonikus sor divergen-
cidja miatt) nem korlatos, igy {s%} sem lehet az, ami
ellentmondas, tehat eredeti sorunk valéban nem abszolut

konvergens.

Megje.g%zés. A fenti bizonyitasbdl latszik, hogy mar a
i SH; " sor is divergens. (Pélya; Sz.-Nagy)

nTzoijcibbi kérdés:

k) Ool thn sor konvergens-e?

@)
Bizonyitsuk be, hogy a > thn sor divergens.
n=1
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Megoldas. Azt fogjuk bizonyitani, hogy a {thn} sorozat
nem tart 0-hoz, és mivel az altalanos tag 0-hoz tartasa
sziikséges feltétele a konvergencianak, igy a sor valéban
divergens lesz.

Itt alkalmazni fogjuk az alabbi — onmagaban véve is ér-
dekes — tételt az irracionalis szamok raciondlis szamokkal
valé approximaciojarol (lasd pl. XXIV. feladat a 40-bdl).
Tétel. Legyen o irraciondlis szam. Ekkor létezik végtelen
sok olyan p, q egész szam, amelyekre

ot <

Legyen most a = w/2 és ¢-t pedig vegyik egy 1-
nél nagyobb paratlan szamnak (a tétel bizonyitasabol
kideriil, hogy g veheto ilyennek), ugy, hogy teljesiiljon
az

p w
qg 2
egyenlotlenség, amibol adodik, hogy

<3
q2

| 7T| - 1 - 7
LY I

Mivel ¢ paratlan, a ctg fiiggvény differencidlhaté a [¢5 —
T 45+7% ] intervallumon, igy ott alkalmazhaté a Lagrange-
féle kozepertektetel, azaz létezik olyan z érték p és ¢35
kozott, amelyre fennall, hogy

1

‘p_QQ‘ sin® z

|ctgp| = |ctgp — ctg qs ‘ =
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De a kérdéses intervallumra —5— < 2, {gy

T
Idgp|§2br—q§,

amibol
1

QW—QJ

I )

Vv
=~ 3

[ tgp| >

mlvel < 2.

Ezt ﬁgyelembe véve az adodik, hogy végtelen sok p
esetén

1
|§E|2_

amibdl valéban kovetkezik, hogy 1;ng 4 0, ha n — oc.

Erdekességként jegyezzik meg, hogy ma még nem is-
mert pl. a { & -3 } sorozatrdl sem, hogy nulldhoz tart-e vagy
nem, de pl. {tg"} rol mar tudjuk, hogy nulldhoz tart.

(Id. Math. Magazine 72, 1999)
Erdekes, hogy azt sikeriilt belatni, hogy

tgn  11-10°

<
n? n

han < 10819°,

) A Z — sor problémadja.
n=1 n
@)
Bizonyitsuk be, hogy a > # sor konvergens.

n=1
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1. megoldas. Alkalmazzuk az aldbbi becslést:

(2)

LI P
Sy = - S A I :
22 32 n? 1-2 2-3 (n—1)n

majd az egyes tagokat bontsuk fel tortek kiilonbségére az
alabbi modon:

111 11 111

1-2 2723 23 " (n—-1n n—-1 n

Igy (2) jobb oldala helyett az irhaté, hogy

U R R IS L
2 2 3 3 4 n—-1 n n’

hiszen a kozbilso tagok kiesnek, ugyanis ez egy teleszko-
pikus o0sszeg. Azt kapjuk, hogy

1
n

tehat a részletosszegek sorozata korlatos, és mivel s,, mo-
noton novo, ezért konvergens is, tehat az (1) sor valoban
konvergens, sot, 0sszege nem nagyobb 2-nél.
Megjegyezzik, hogy az s,, < 2—% allitas teljes indukci-
6val is bizonyithatd, amit az olvasora bizunk (érdekessége
ennek a bizonyitasnak, hogy a ,, gyengébb” s, < 2 egyen-
16tlenség bizonyitasara a teljes indukcidés moédszer nem
alkalmazhatd).
Megjegyzés. Még van a konyvben 4 tovabbi mddszer (kon-
denzacios tétel; Cauchy-féle konv.kritérium, integralkrité-
rium (!))
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2. megoldas. Végill egy szép geometriai megoldast adunk,
amely soran azt az onmagaban is érdekes tényt mutatjuk
meg, hogy az %, %, i, e % oldalu négyzetek elhelyezhe-
tok az egységnyi oldali négyzetben gy, hogy ne fedjék

egymast.

Hasznaljuk fel, hogy

iy —001—1
2 4 8 2 CA=on
tovabba, hogy
1 1 1 1 1
< e =9".__ -1
2n - 2n 41 2n+l — 1 2”+ +2” 2™

Ezek alapjan elkészithetjiik az alabbi dbran vazolt

konstrukcidt:



41

IIIHIHIiHiI [ T T T T T T T T T T T T I I T T T I I TTn 1T
|||||||||II||||||||||||||||
1
16 | |—|ﬁ
L 1
8 g L
) 05
1 1
v = 1
7

1
2

1

3

Most egy szép kozépiskolai versenypélda (Pintér Lajostol)
Példa. Adjuk meg azokat a paronként kiillonbozo a4, as,
, a,, természetes szamokat, amelyekre

Megoldas. Nyilvan vehetjik a szamokat az

a1 < ag < --- < ap
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novekvo sorrendben.

fgy ha a; = 1, akkor mar tobb szamot nem is vehetiink,
hisz akkor 1/a% = 1.

Ha viszont nem szerepel a szamok kozott az 1-es,
akkor, mivel

1 1
1—|—?—|—---—|—$ < 2,

ezért barmilyenek is az aq,---,a, szamok, mindig az
teljesil, hogy

Lt
ai = aj a;

tehat a feladatnak akkor és csak akkor van megoldéasa, ha
n = 1, és ekkor az egyetlen megoldas az a; = 1.
Megjegyzés. Egy szép alkalmazés (analizis — szamelmélet

— valészintiség) (Konyvem 50. oldal)

> 1
Kérdés: > — =7 (1644 Pietro Magnoli; Baseli problé-
n=1 "M

ma).
Euler 1734; 1744.

1
Lt g o = 1,54977
1
L+ g = oo = 1,63498
1 1
L g ook g o = 1,64493406684822643647
n
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7'('2

(A F—nak is ez az els6 21 jegye!ll: memoria) 4+ 10 év (Ja-
cob Bernoulli: barcsak a batyam...) (Csészék, villamos;

mentd; szonyeg)

oo
2
T

Bizonyitsuk be, hogy a > # ==,
n=1
Megoldas. Elsonek vazoljuk Euler egyik moddszerét,

amellyel megeroGsitette sejtését. (Azért fogalmazunk ilyen
ovatosan, mert ebben a bizonyitasban van tobb olyan
lépés, amelyek jogossagat Euler csak sejtette és késobb
nyertek ebben a formdban bizonyitast.)

Induljunk ki abbdl, hogy egy algebrai polinom, amely-
nek zérdéhelyei: r1, o, ..., r, € C, a kovetkezo alakban
irhato:

Plz)=Ax—r1)(x —713) - (x — 1) =

(7) —B(1-2)(1-2)- (1- 1)

aholr; # 0,7 =1,2,...,n. Mint ismeretes, a sin fliggvény
a kovetkezo sor-alakban irhato fel:

, S .
(8) 81n:1:::13—§—|—5!—7!—|—---
Leosztva z-szel mindkét oldalt, a kovetkezot kapjuk:
: 2 4 6
sin x x x x
9 =1 - — _
) z T TR TR

masrészt, mivel Si%—nek a zéréhelyei +km (k=1,2,...),
ezért a (7) mintajara (9)-et irhatjuk a kovetkezo szorzat-
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alakban:

Osszehasonlitva a (9) és (10) jobb oldalan levs x?-es tag
egylutthatoit, az adédik, hogy

amibol valoban kapjuk, hogy

N

—1+1+1+ +1+
6 22 ' 32 n2 '

Megjegyzés. Sok sebbdl vérzik (vannak preciz bizonyita-
sok is a konyvben). Jellemz6: The proof Euler failed...

Tovabbi 0sszegek (Euler)



1+1+1+ 20 1,
22 ' 32 “1.2.31"
1+1+1+ 221 ,
- N v &= — —1T7
24 34 5!'3
1+1+1+ 241
26~ 36 713
1+1+1+ 203 4
28 = 38 9!'5
1 1 255 1
- 1 N 1 N - 219691 4,
212 T 312 T 131105
1 1 21235 |,
1 24 3617
14+ — 4+ ... = 16
ot T 17 15
1 210 43867
14+ — 4+ ... = 18
ot 191 21
1 218 1222277
14+ — 4+ ... — 20
Tom T o1l 55
1 220 854513
Momt =g 3 7
- 1 N 222 1181820455 .,
—_— ¢« o o —— '7"'
224 25! 273
- 1 N 224 76977927 o
226 27! 1
< 1

Megjegyzés. > —5; Apery (irracionalis)
n

n=1
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1 1 1
Tovabby kérdés. Mivel — > 373 > T2 igy érdekesek
n n n

> 1 1 X 1
azm)Zg—/Q; ZWZ

n=1M n=1 n=1

konnyen addédnak az u.n. kondenzacios tétellel. Misze-

®.@) @)
rint ha a, > 0 ;s an, | 0, akkor a >  2"agsn és > ay

sorok ekvikonvergensek (azaz...)

A bizonyitas alapotlete:

1
— -2n+1a2n+1 = 2n *A9on+1 S a,2n+1 —|—- . -—I—a2n+1 S 2n A9on.

>~ 1 o0 1 o0 1
PL: 5 — konv.es S 27— __ — -
2 g kowee 0 Mo = 2 (\ﬂ )

konv., ami konv. mértani sor.
Egyébként ezek a példak az integralkritériummal is konnyen
megoldhaték (1d. a konyv 59-60. oldalan).
n) A primszamok reciprok-sora.

A természetes szamok és a négyzetszamok reciproka-
ibol all6 sorokhoz hasonldéan érdekes annak a vizsgila-
ta is, hogy vajon a primszdmok reciprokaibdl all6 sor

konvergens-e vagy divergens. Azaz, ha p1, pa, ..., Pn, ...
jelenti a primszamok nagysag szerint rendezett sorozatat,
akkor a
@)
1
(6) —
Pn

n=1
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sor konvergenciaja a kérdés.
Bizonyitsuk be, hogy a (6) sor divergens (1d. Algebra
kurzusok).

Megoldas. Ennek a ténynek is sokféle bizonyitasa ismert,
mi most egy aranylag egyszerl indirekt bizonyitassal is-
merkedink meg.
@)
Legyen p,, az n-edik prim, és tegyiik fel, hogy a Y 1

n=1 P

sor konvergens. Fixaljuk k-t igy, hogy

oo

@ > <

n=k+1 Pn

legyen (ez a Cauchy-kritérium alapjan lehetséges). (Ter-
mészetesen, ha a kozépiskoldban nem ismert a Cauchy-
kritérium, akkor azt kell hangsulyozni, hogy egy konver-
gens sorbdl nyilvan el tudunk hagyni annyi tagot, hogy
a maradék kisebb legyen egy elére adott szamnal.) Le-
gyen Q = p1 - p2---pi (tehat az els6 k prim szorzata).
Tekintsiik a kovetkezo sort:

oo

1
(®) Zl+z‘@’

1=

jelolje S(r) ennek a sornak r-edik részletOsszegét, azaz
legyen

1
S(T):Zl—kz@'

1=1
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Mivel 1 4 ¢Q relativ prim Q-hoz, igy az S(r)-ben levé
0sszes tort nevezoinek primtényezoi a kovetkezd primek-

bol kerulnek ki:

P('r') = {pk+1, Pk+2, pm(r)}-

Most jelolje S(r, j) az S(r) Osszeg azon tagjainak az 0ssze-
gét, amelyek nevezdi rogzitett (nem feltétlentil kiillénbo-
z0) j primtényez6bdl dllnak. Minden ilyen tag 1/(q1 - - - ¢4)
alakid, dgy, hogy minden ¢; € P(r). De minden ilyen tag
legalabb egyszer el6fordul a kovetkezd hatvany kifejtésé-

ben:
(% Ly
n=k+1 Pn

Ezt figyelembe véve ((7) alapjan) adédik, hogy
1\J
S(Taj) < (5) )

ebbodl azonban minden r-re azt kapjuk, hogy

e 1\

=~ N S(r (_) _
> S <) (3
J g=1

Igy azt kapjuk, hogy a (8) sor részletosszegei korldtos
sorozatot alkotnak, azaz (1évén a sor pozitiv tagi) a (8)
sor konvergens. De ez ellentmondas, mert

1 <1
G2

oo

1 ©.@)
;1+i@>;(i+1

| \Y,
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igy a harmonikus sor divergencidja miatt (8) is divergens.
Tehat ellentmondéasra jutottunk, azaz a

o

1

‘ Pn

n—

sor divergens.

o) Egy csodalatosan szép példa.

Mutassuk meg, hogy van két olyan szomszédos négyzet-
szam, amelyek kozé legaldbb 10 db primszdm esik.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz, azaz
minden n természetes szam esetén n? és (n + 1)? kozé
kevesebb, mint 10% db primszdm esik.
cys (1) (n)
Jelolje py 7, ..., ps,

tehat s, < 109 teljesiil minden n esetén. Nyilvanvald,

ezeket a primszamokat. Ekkor

hogy ekkor
106> 1 N 1 - 1
S D

Viszont, ha mindkét oldalt osszegezzik, adédik, hogy

ex~ LN~ L
10 ;n2>;pn,

ahol a jobb oldali 6sszegben az 0sszes primszam reciprok
osszege van. Ez nyilvanvald, hogy ellentmondas, mert a

o0
oo 1 1 . .
> .n_1 7z Sor konvergens, a P sor pedig divergens,
n—=
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mégpedig ugy, hogy (pozitiv tagi lévén) a részletosszegek
tartanak a végtelenbe. Azaz eredeti allitasunk valoban
1gaz.

Megjegyezziik, hogy 10° helyett természetesen barmi-

lyen nagy szam veheto.
A HASZNOSSAG

1.) 0,13
2.) V2 = 1,414213562 - -- Hogyan? (Elére adott pontos-

saggal.)
7akarhany” ez csak a végtelen lehet

Pl. 2006-ban Kondo: 200 - 10° tagig (13 nap 14 éra

gépen) Hogyan?
3.) m=3,141592653 . ..

Pl. 2013 : 7 = 3,14... (8 - 10%* jegy; Cal. Santa Clara
Univ.: 26 gép 37 napig. Hogyan? Miért kell?)

Pl. Mars szonda 103.522 km eltérés, ha m = 3, 14 vagy
m=3,14--- (31 jegy). Ez a Hold—Fold tav. harmada.
Ad 2. v/2 =1,414213562. .. Hogyan?

Bizonyithaté (Newton binomidlis tétele), hogy

—1
(1—|—a:)”:1—|—na:'—|—n(n2' )332—|—
nin—1)(n — 2
L= Dm=2) ,
3!
nin—1)---(n—k+1
o4 ( ) ( )xk+...+xn.

k!
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(PL. teljes indukcié, HF).
Pl (1+2)* =1+4x + 62° + 423 + 2.
1

n =g (NEWTON) (Jogossag: 100 év milva Abel)

1 1 2, 1-3
€T €T
2 22 .91 23 . 3l

x3_|_

1-3---(2n—3)
2" . n!

/5 1+1 1 N 1-3 1-3-5
— — _ — -
2 922.91  923.31 2% .4l

(1)

(Minél tobb tag, annal tobb tizedes jegy adddik, HF'.)
Ennél van sokkal ”gyorsabb” moddszer is.

Megjeqyzés. 1. Lyukak; pl. binomidlis egyutthatok kom-
binatérikus jelentése. Abel: binomialis sor (tetszoleges a-
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ra)

(1+2)* = i (Z)ﬁ 2] < 1;

k=0
és pl. x = 1-ben o > —1 konvergens csak (Newton utan
100 évvel; Newton érezte x = 1-re; o = 5 esetén rendben
van. |z| < 1-re is.)
II. Gyorsitas. Pl.

2o E )

k
1
x = 1 helyett x = = sokkal kisebb lesz a hiba — (—) az

2 2
1 helyett.
> 1
Ad e) — = € (elemi mé6don; v.0. Taylor-sor).
n=0 -

Bizonyitsuk be, hogy

oo

1
(2) > —=e
n=0
Megoldas. Jeloljik a (2) sor n-edik részletosszegét s,,-
nel, azaz
3 =1+1 L2 !
(3) it gttt

Be fogjuk latni, hogy s,, — e, ha n — oc.
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A binomialis tétel alkalmazasaval adédik, hogy

—1 . .
+n n+ o1 n2+
nin—1)(n—2) 1 nin—1)---2-1 1
L =De= 1 a1
3! n3 n! nn
nin—1) 1
=1+1-+ 5 §—|—
nin—1)(n— 2 1 nin—1 2-1 1
_nln=D0=2) 1 el
n 3! nm n!
<141 ! 1—
-+ —|—a—|—§—|—"'+ﬁ Sn,

(4) (1+ 1)” < s

Most rogzitsiink egy k € N* szdmot. Legyen n > k,
és (1 + L)™nek a binomialis kifejtésébél hagyjuk el a

n

(k + 1)-edik uténi tagokat. Ezzel az (1 + )™ kifejezést
csokkentjuk, azaz



54

Ly\» —1)1
(1+-) >1+1+n(n2 )1,

n n 2!
nn—1)(n—-2) 1
nin—1)---(n—k+1) 1

i nk k!

—1+1+1(1 1)+1(1—1)(1—2)+
o 21 n 3! n n
1 1 2 k—1
C b D02 (-5
k! n n n

Ha n — oo, a bal oldal hatarértéke e, a jobb oldalé pedig
(k rogzitett)

{11 1 1
+ +a+---—|—ﬂ.
Ebbdl tehat az adodik, hogy
1 1
(5) 621+1+5—|—"'+H:Sk-

Mivel (5) minden k-ra igaz, igy k helyett n-et irva és
figyelembe véve (4)-et, azt kapjuk, hogy

1\
n

A rendorelv alapjan addédik, hogy lim,, .. s, = e, azaz

(2)-t sikeriilt beldtnunk.

Egy fontos példa.

Hatarozzuk meg a lim n - sin(2wen!) hatarértéket!
n—oo
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Megoldds.

_ -
n - sin(2men!) = n - sin | 27n! Z o
i k=0 "

1

= n -sin _2W;(n—|—1)(n+ ) (n+ k)

(%),

n!
vetkezoképpen becsiilheto:

1
mert sin n/! (1 +14+--- —) -2 = 0. Viszont (x) a ko-

1
n - sin 27 < (%) <n-sin27—,
n+1 n
| |
27 2
hiszen
2w
sin
2T n—+1
n - sin — 27
n-+1 2
n
|
1-27

és



56

Tehat a hatarérték: 2m = e irracionalis

Megjegyzés. A (x) fels6 becslésénél a >~ minden tagjaban
1

kvoci-
n+1

minden tényezo helyett (n + 1)-et véve egy

enst mértani sort kapunk.

Ad 7) Kordbban emlitettiik: Madhava; Nilakhanta; Leib-

117

1
:1—:1:2+:134—:136+---:>arct Tr =
1+ 22 5
x> P
:x_EJFE_”" ha |x| < 1; Abel- tétel.

1 1 1
41— _ 2.,
s ( 3+5 7+ ),Newton

Lassu, de szép.
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ie. 2000 (B) 3,125
(F) 3,16
250 (A) 3,1418
1.82. 263 : 5 tizedesjegy
480 : 7

1429 : 14

1610 : 35

1719 : 112

1847 : 152

1874 . 527

1973 : 1001 250

2002 : 1 240 000 000 000

2010 : 5 000 000 000 000

2012 : 1 241 100 000 000 000 000

2013 : 8 000 000 000 000 000 000 000 000

A tovabbiakban bizonyitas nélkiil sorolunk fel néhany
érdekes eloallitast (a szerzovel és évszammal egytitt).

FrRANGOIS VIETE (kb. 1579):

2_\F 1+1\F L1 1+1\F
w_2222\22222

JOHN WaLLIS (kb. 1650):

™ 2-2-4-4-6-6-8-8---
9 1.3.3.5.5.7-7-9...°
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WIiLLIAM BROUNCKER (kb. 1650):

4

m =

1+

9
25
24 ...

2+
2+

MADHAVA, JAMES GREGORY, GOTTFRIED WILHELM
LEIBNIZ (1450-1671):
1 1 1

— 14— 4.,
3+5 7Jr

N

Isaac NEwTON (kb. 1666):

3[ 2 1 1 1
— 24( _ _ _ _)
4 3.23 5.95 98.927  79.99

SRINIVASA RAMANUJAN (1914):
1 20\ 420+ 5
T ZO n 212n+4

V8 i (1103 + 26390 n)]
9801 <~ 3964

1_
——

DAVID CHUDNOVSKY és GREGORY CHUDNOVSKY (1989):

1o Z 6n) 13591409 + n 545140134
B )3(3n)! (6403203 )n+1/2
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(Minden 1jabb tag hozzavétele kb. 15 tijabb pontos jegyét
adja m-nek.)

JONATHAN BORWEIN és PETER BORWEIN (1989):

(A+nDB)
P 122 Sn | Ont1/2
ahol

A :=212175710912v/61 + 1657145277365
B := 13773980892672v/61 4 107578229802750
C := [5280(236674 + 30303v/61)]°.

(Minden ujabb tag hozzavétele kb. 31 jjabb pontos jegyét
adja m-nek.)

DAvVID BAILEY, PETER BORWEIN és SIMON PLOUFFE
(1996):

i1( 2 1 1 )
12016% 8i+1 8i+4 8i+5 8i+6/

Ez utébbi moédszerrdl részletesen olvashatunk: [14]-ben
(Math. Gazette, Vol. 83, Nr. 498, 1999).
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Egy porszem viragot terem,

S egy szal vadvirag az eget,
Fogd {0l tenyeredbe a végtelent,
S egy perc alatt élj évezredet.

(W. Blake)



