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Ebben az el6adasban J. Bruner kognitiv
reprezentacios elméletére tamaszkodva
bemutatjuk a matematika torténetében
és a matematika tanuldsaban a harom
reprezentacios forma, vagyis az enaktiv,
az ikonikus és a szimbolikus sik
ritmikus megjelenését.
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Bruner reprezentacios elmélete

Bruner dolgozta ki a gondolkodasra és a
tanuldsra vonatkozo kognitiv elméletet.
Az ismeretszerzés harom sikja:
1. Enaktiv ( materidlis) sik
2. Ikonikus ( képi) sik
3. Szimbolikus (nyelvi) sik



Brunner reprezentacios elmélete

Brunner szerint a tanuldk onallo felfedezteto
munkdjanak az alapja a tapasztalat, az illusztracio,
amit verbalis tanulas kisér.

Ha egy 1j fogalmat vagy definiciot tanulunk, akkor a
felfedeztet6 tanuldsnal célszerti a Bruner féle harom
reprezentacios sik ritmusanak a kovetése.
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Ritmus a tanitasaban =
Az ismeretszerzés konkrét targyi tevékenységek,
cselekedetek , manipulaciok segitségével megy végbe.
A fogalmak megértésénél és rogzitésénél az
informaciokat legtobb esetben képi sikon taroljuk, a
probléma megoldasnal a tanuloknak sziiksége van a

képi megjelenitésre.

Az ismereteket matematikai szimboélumok és a nyelv
segitségével rogzitjuk.



///

° '///’/—\\7- oo 7 7
Ritmus a matematika tortéenetéeben

A tanuldk egyéni tanulasmadja és a
matematikatorténet utja sokban hasonlo.

A geometriai abrak és az algebrai formuldk a
matematika torténetében egyenrangii komponensek.

Igy Bruner elmélete azt sugallja, hogy a tanulasi-
tanitasi folyamat sokkal hatékonyabb az 1ij ismeretek
elsajatitasanal, ha az enaktiv sikt6l haladunk az
ikonikus sikon at a szimbolikus sikig.
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A bemutatasahoz egyrészt Tobias
Mayer Matematikai Atlasza
(Mathematischer Atlas, Pfeffel, 1745)
XLV. tablajat fogjuk felhasznalni.

Masrészt megmutatjuk, hogy hogyan
ismétlodik a Mayernél tapasztalt
ritmus a 21. szazadi kozépiskolai
tanitdsban, a tehetséggondozasban és a
versenyeken.
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Tobias Mayer élete és munkassaga
Edesapja kerékgyartd és katfuré mester volt, téle
tanult meg irni és rajzolni. Szileit koran
elveszitette, el6szor édesapjat, utana édesanyjat is,
igy kerult be az esslingeni arvahazba.

Ott a tlizérség egyik tisztje felfigyelt a 14 éves
gyerek rajztehetségére és vele rajzoltatta meg a
helyi korhdz épitészeti rajzait. 16 éves koraban
Esslingen és kornyékének térképét készitette el.

Az esslingeni latin iskola matematikabdl keveset
tanitott, igy autodidakta médon képezte magat .
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Tobias Mayer élete és munkassaga

Az esslingeni latin iskola matematikabdl keveset tanitott, igy
autodidakta modon képezte magat,

Wolft hallei professzor konyvei alapjan.

18. szililetésnapjara megirta az els6 Geometria konyvét: Die
Anfangsgriinde aus der Geometrie,alle Aufgabe aus der
Geometrie, vermittels der geometrischen Linien leicht
aufzulosen (1741), amelyben geometriai feladatokat oldott
meg analitikus modszerekkel.

Foglalkozott a korbeirt szabalyos sokszogek szerkesztésével.
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Nachrichten von seinen Erfindungen und
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Mensor maris et terrae, et mangni sine limite coeli,

Mit 'y Kupfertafeln.
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Tobias Mayer élete és munkassaga

1744-1746 kozott Augsburgban fejlesztette
rajztudasat, nyelveket tanult, bévitette
matematikai ismereteit.

22 eévesen készitette el a 60 rézmetszetbol
és 8 kiegészit6 lapbol alléo Mathematischer
Atlas (Pfeffel, Augsburg, 1745) munkajat,
amelyben Wolff Anfangsgriinde
konyvének felépitését kovette.






Mathematischer Atlas

A Matematikai Atlaszbdl a német
gylijteményekben 8 példany talalhato,

a Debreceni Reformatus Kollégium
Nagykonyvtaraban van a 9. példany,

A stuttgarti Landesbibliothek-ben és a Debreceni

Reformatus Kollégium Nagykonyvtaraban
szinezett példany van.

60 tablan rézmetszetekben dolgozta fel a
matematika kozépfoku anyagat és 8 kiegészito
tablaban foglalta 6ssze a fels6bb matematikat.
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Mathematischer Atlas S
szamolas 0sszeadas, kivonas, szorzas, osztas, gyokvonas,
primszamok, kiillonb6zé mértékek (hosszusag, teriilet,

térfogat, (irtartalom), aranyossag, logaritmus fogalma és
alkalmazasai, sik- és térgeometria elemei,

geodéziai alkalmazasok, foldtertiiletek felosztasa,
geometriai eszk6zok('Tab.X1.),

lencsék és tikrok, a képalkotas szabalyai,
sulymérés, hord¢ tirtartalmanak meghatarozasa,

kiilonb6z6 objektumok (torony, épiilet) magassaganak a
meghatarozasa trigonometria segitségével,

szftérikus trigonometria, csillagaszat, kilenc kiilonboz6
napora, a naptarkészités problémai (napok, honapok,
évek), Kopernikusz vilagképe, a Kepler probléma
megoldasa, holdfogyatkozas, napfogyatkozas, tistokosok,
a Hold és a Nap pdlydja,
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MathematischerAtlas— S

a térképkészités elvei, sztereografikus
projekcio,

vonalak és gorbék felhasznalasa er6ditmények
épitésénél, a csillag alaku er6ditmény,

katonai froblémdk, fegyverek és geometriai
konstrukciojuk, dlgyﬁ, agyugolyd, kézigrdndt,
petdrddk, bombdk (Tab. XLV.),

kiilonféle ballisztikai problémak, a roppalya
matematikai elemzése, optimalizalasi feladatok
a tuzérségnél,

lakéhaz épitése, az oszlopok és a tetok

kiilonbozo alakja, a komfortos épiilet jellemz6i,
az épulet alaprajza, az épités elvei,

a perspektiva, a perspektivikus képek és
arnyékaik, néhany fizikai probléma.
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Mathematischer Atlas
A fels6bb matematikabol algebra, geometria,
differencidl- és integralszamitds talalhat6 benne.

Sajatos, nagyon szemléletes modszerei voltak
Minden tabla harom részbdl all. A két szélso rész
(1/4-1/4 rész) tartalmazta a matematikai
fogalmakat, a sziikséges tulajdonsagok és
ismeretek leirasat.

Az elméleti magyarazatra a tabla egyik fele, a
gyakorlati alkalmazasokra a tabla masik fele jut .

A kozépso részben talaljuk az abrakat, a
szemléltet6 anyagot. A kozépso rész rajzai igen
szépek, latvanyosak és tanulsagosak.




Tab. XLV.

kozé

Az al
masi

Igen érdekes a Tab. XLV. mely egy tiizérségi
problémat targyal, az agyugolyok optimalis
elhelyezésének kerdéset. Ma is érdekes ez a
probléma, igaz nem agyugolyokkal fogalmazva.

Tobb szinten is taldlkozhatunk vele a

viskolaban is,s6t a tudomanyban is,mint

pakolasi problémakkal.

sobb szinten az egyik szint konkrét, a

prob]
meg,

< szint absztrakt, mert a folgqlmakat, a
émakat a matematika nyelveén fogalmazza
vagyis a sikbeli, illetve a'térbeli figuralis

szamok elnevezést hasznalja.

Ez emelt szintt kozeépiskolai feladat vag
lef%feteml szinten elemi matematika feladat
ehet
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Tab. XLV.

A Fig. 5.A dbra egy haromszog alapu golyokbdl allo piramist
abrazol. A feladat a piramisban elhelyezett golydk
Osszeszamolasa (enaktiv sik). A golyok 0sszeszamolasanak
megkonnyitésére rétegenként lerajzolta a golydkat
(ikonikus sik), igy az 6sszeg konnyen adodik:

S = (443++2+1) +(3+2+1) + (2+ 1) + 1 = 20.

Ebben az esetben megtaldljuk a szimbolikus sikot is, mert
az elméleti részben van egy tablazat, és onnan leolvashato
az 1és 5 értékéhez tartozo S = 20 eredmény (szimbolikus
sik).
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A Fig. 6.A dbra egy négyzet alapu piramist mutat be,

amelynek alapja 5 golydbol allo és négyzet alakuq, a

piramis 1 golyoban végzédik (enaktiv sik). A piramisban

elhelyezett golyok 0sszegének meghatarozasara hasonlé

modszert hasznal. El6szor lerajzolja az egyes rétegeket

(ikonikus sik), utdana szamolja 6ssze az egyes rétegekben

szereplo6 golyokat.

S= 25+ 16+ 9+ 4+ 1 = 55.

Ebben az esetben is megtalaljuk a szimbolikus sikot, mert
az elméleti részben a négyzet alapu piramisok is benne
vannak a tablazatban és onnan leolvashaté az S = 55
eredmény.
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Fig.7A

Fig.7.A téglalap alaku piramis, amelynek legfels6
soraban harom golyé van (enaktiv sik). A modszere itt
is azonos, lerajzolja az egyes rétegeket, amib6l mar
nem nehéz a golyok osszeszamlalasa. Az alaptéglalap
oldalain 5, illetve 3 goly6 van.

S=4:6+3:5+2:4+13=50.
A tablazatbol az adatok megadasaval itt is megkapjuk
a megfelel6 értéket.
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A feladatok megoldasa— g =
Fig.5.A: A haromszog szamok 0Osszege:
S=10+6+3+1=20.(1II)
Fig.6.A: A négyzetszamok Osszege:
S=1+4+9+16+25=55.(])
Fig.7.A megoldasa:
S =46 + 35+ 2:4 +1-3=50.(I)

Fig.8A: obere Lage:1, die kleine unterste Lage:4,5=
106 (II)

2004. évi AMCio0 verseny 7.feladat megoldasa:
S=5:-8+4-7+3-6+2-5+1-4=100. (C)
obere Lage:4, kleine unterste Lage:5 (II).



Figuralis szamok a tanitasban

A magyar matematika tanterv nem tartalmazza ezt a
témat. A kozépiskolaban matematikai taborokban,
szakkori szinten, versenyeken és a KoMalban
talalkozunk vele, illetve az egyetemi elemi matematika
kurzusokon. Az enaktiv sik a hétkoznapi életben
kedvelt ( piacon, vendégl6ben a targyak elrendezése).
A legujabb kisérleti dltalanos iskolai tanterv is
tartalmaz ilyet.




//

Figuralis szamok a matematika torténetében

A figurdlis szamok vizsgalata a gorogoktol
szarmazik. Nichomachos foglalkozott azzal, hogy
a téglalap szamokra direkt formulat talaljon.

A Pythagoreusok a figurdlis szamokat grafikusan

abrazoltak. A tetrakys egy szent szimboélumuk volt
(enaktiv sik).

Pontok segitségével mutattdk be a haromszog,
négyzet téglalap , 6tszog szamokat (vizualis sik).



Figuralis szamok a matematika toérténetében

Euler a Vollstdndige Anleitung zur Algebra (1770)
konyvében a haromszog szamokat el6szor pontok
segitségével abrazolta (ikonikus sik), majd
megadta a haromszog, a négyzet szamokra
vonatkozo formulakat és altalanositotta a polygon
szamokra is ( szimbolikus sik).

Hasonlo dabrak Sain Marton: Nincs kiralyi at
konyvében talalhatok.



Anleitung su Algebra. 167

Seite
Dveted-— .-« .

166 Anleitung jur Algebra.

@Ii.eb Beftdnbig 1 ift, fo entfteht dafer die avithmetifche
Reibe = 1,. 2,8 4,5 6,7 8 9, 10, 11, 12 2c. Nimmt
man nun in derfelben die Summe vom eimem, zweien,
breien, vieven 2c. Gliedern, fo entfteht dDavausd bdieje Neihe
von Babhlen:
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78 1c. *
fo baff 1=1,3=1+2,6=1+243,10=142+3+41c.
: b . 498, ©ier entfteht die Frage, twie aus der gegebenen
fo sl Bute ol cine ol ST it bued i LY bas Dreiedt gefurben werben fol?  Diee Fuoge i
Dreiedt darftellen laffen, wie aus jolgendem 31'1 erfeben.  § I;:a:‘&u ;:;gtmorteu, by Bsiestyg b

6 10. 15. Denn ¢8 fei die Seite = 1, o wird das Dreied fein

e I " 14+2+8+4+....1, beren @umme=“’j’“. folg-

~ lih it bas Dreied "’:-". St alfo n =1, fo witd
- ba8 Dveied — 1.
Qft n =2 fo ift ba8 Dreied = 3.

= 6.

n=3 wonoon " e
e - L -y =l

Nimmt man n = 100, fo wird das Dreied = 5050 2¢.

s

21 98,

, 429, Diefe Formel ‘i2——+" toird nun bdie Genevaljor-
el fitv alfe breiectigen Bahlen genannt, weil 'ﬁd) aus bers
felfen fiix jebe Seite, die durd) n angebentet wird, bie breis
~ edige Babl finben (&fE.
~ Diefelbe Formel famn aud aljo bargeftellt werben
-?-L"%l), was jur Culeidterung der Rednung bient, weil
ntweber n ober n 41 eine gerabe Bahl ift und fich burd)
theilen YRt
18 ;18- e

Alfo wenn n == 12, fo ift dad Dreied = ——

—78. Sft n =15, fo ift bas Dreied = B2

15.8 =120 1.

. 2.
427.‘ Jn jedbem biefer Dreiede fieht man, iwie wiel
‘Bux}tte 1ebe_ Geite hat, Jm erfen ift mur 1, in bem
pweiten 2, in bem bdritten 3, in bem vievten 4, w. f. w.
Alfo nad ber Augahl ber Puntte in ciner Seite, welde
fdhlechtweg bie Seite genannt wird, verhalten fid) bdie brei= W
edlgeq Bablen, ober die Anzahl aller Puntte, welde jdledts
weg ein Dreied genaunt wivd, in folgenber Avt:
Seite - . eee S
Dreied . s ey S

-y




168 Anleitung jur Algebra,

430. Sefst man die Diffeveny = 2, fo Hat man diefe

arithmetifche Reihe:
1,8 5 1,9, 11, 18, 15, 17, 19, 21 1c,

beren Summen, in gleidjer Avt genommen, die Reife bilbens

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121 1.,

tweldie Bahlen vievedige Sahlen gemannt werben, unbd eben
biejenigen {ind, welde oben (115) Quabrate genannt wiur- |
bei. €8 laffen fich nimlicy fo viel Punite, al8 eine foldye

Babl angiebt, al8 Bieved aujjtellen:
e A 9. 16. 25.

------

431, ier fieht mon, baf bie Seite cined folden

Biered§ ebenfo viel Punfte enthilt, al8 die Quadrat-

mwurgel davon angieht, Aljo ift von der Seite 5 das BViev=
ed 25, unb von ber Seite 6 bad Bieved 36; iiberhoupt
aber wenn bie Seite n ift, wodbuvd) die Anzahl ber Glieder

biefer Reife 1, 8, 5, T 2. 6i8 n angedeutet wird, fo ift

ba8 DBieved bie Summe berfelben Glieder, welde oben
(422) gefunben tworben =n2  Bon bdicjemn Biered ober
Quabdrat aber ift jhon oben (115) ausfithelich gehanbelt
worbei.

432. ©eft man die Diffeven; = 3 und nimmt in
gleidper Avt die Summen, fo werben diefelben fitnfedige

Beblen genannt, obgleidy fich biefelben nicht mehr fo gut

purdy Punite davftellen faffen. Diefelbernt jereiten bemnady
folqenbermafen fort.

"gzigscer Lo e 10 1
s s 1, 4 150 25 o0 0, O L7, 145, 176
1, 5, 12, 22, 35, 91, L&) ' ’
Emge?n., unb ber Beiger giecbt die Seite jedes Fitnfedd an.
433, Benn aljo die Seite n gefetst wird, o ift ;uuﬁ
ber in'423 angegebenen Fovmel die finfedige Bah .=-
gt __nBn—D  qugy 3 B, n =71, o ift bad Fiinf-
1 ; i i ber Seite 100
£ il man bie finfedige 3ahl von be

,ﬁﬁiﬁ; {ﬁ‘est mant 1 = 100 unb betommt 14950.

et man bie Diffevens ;
':-auf%i%ie St die fedSedigen. Bablen, weldpe alfo fort

‘I’?r;m el —0 A B8 b % a &
; i 5 9, 18,17, 21, 25, 29, o9 O
Du Reiger giebt wicberum die Seite jebes SechBected an.

435, Weun aljo i Ao
ber int 424 gegebenen Formel =

*tdiie n?(gzl—?al?, wobei gu Bemerfenr, baf alle biefe iedﬁ;
igen Sahlen sugleich breiedige gql‘;len find, Denn ten
an in biefen immer eine itberipringt,

echSedige.

Ynleitung gur Algebra. 169

=4, fo erhilt man

¢ ©eite n ift, fo wird bie fedy8-

fo exhilt man die

i i bie fiebenedigen,
9uf gleiche Weife findbet marn )
gi%en, ufeugnedigen Rahlen . f. W, berm%@ene:(;}o
el wiv Hier jimmtlid angeben toollen,  LWeun
i i ird fein:
Geite n q‘t,n.fs:_ i _1n B
R

Dreied = ——

$n® —n __ n(dn— 1)

| njet = 22— = "0




N

Haromszogszam Q00000000
Q00000000
Q00000000
Q00000000
v Q00000000
- Q00000000
=Y~ Q00000000
- = Q00000000
®Hee
Két n-edik haromszogszam
,0sszeforditasaval” kapott
S(n)= 1+2+3+ n-edik téglalapszam
...+(n=2)+(n-1)+n= (n+1)n/2 segitsegevel

S(n)= (n(n+1))/2



Térbeli figuralis szamok

A konkrét iskolai szinten a 2004. évi AMC 10 versenyen
(Amerikai Matematikai Verseny) a 7. feladatban a Tab
XLV. 7A abrdjanak egy konkrét modernizalt valtozatat
ttizték ki, ahol az agyugolyok helyett narancsok
szerepeltek a szovegben.



e

2004. evi AMC 10 verseny 7. feladat

A zoldségesnél a narancsokat olyan piramis alaka
halomba rakjak, amelyeknek az alapja egy téglalap,
oldalai 5 és 8 narancsbol allnak.

Az elsé szint folott levd narancsok négy also szintbeli

narancson nyugszanak. A halmot a narancsok egy sora
zarja. Hany narancsbol all a halom?

(A)o6 (B) 98 (C)100 (D)io1 (E)134
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A feladatok megoldasa

2004. évi AMCio verseny 7.feladat megoldasa:
S=5:8+4-74+3:6+2:-5+1-4=100.
A helyes valasz: (C)

A tanulok szamara nem okozott problémat az esetek
0sszeszamolasa



racsonyi vasarban




~— Mason feladata

1. feladat

00 A0 O .A

Folytassa a sorozatot a 17. elemig! Mi lesz a 243. helyen? Probaljon feliri egy altaldnos
formulat a négyzetek, korok, haromszogek elhelyezkedésére! Példaul a huszonstodik kor
hanyadik helyen fog allni?

2. feladat

1 sor:il= o)

2.s0r: 1+3= 08 00

o (e]e)

3.sor: 1 +3+5= 08 000
(e]e]e) 000

E ) AR (e]e] 000

5O s nssmmmmnns (@]

10,8088 covermmaimonmara

nzedikesorycinssusameinagas

Igazolja az n-edik sorra megfogalmazott sejtését! Algebrai és geometriai okoskodast is
hasznélhat! (Ha tudja, mindkét féleképpen bizonyitsa be a sejtését!)

3. feladat
l.sor: 1= O
sor: 1 +3+ 1= O ‘
2.sor:1+3+1 o . O O O
®) o0
0] o0
e OG0 29
55 80t n s asssvnsniven (oY JoI Xo) O00
TRAICEOLE s svvassmanns O . O O O O
0] 000

Igazolja, bizonyitsa az n-edik sorra megfogalmazott sejtését! Algebrai és geometriai
okoskodast is hasznélhat! (Ha tudja, mindkét féleképpen bizonyitsa be a sejtését!)



e

Mason feladata

Ez a feladat idegen volt a magyar didkok és tanarok
szamara. A konkrét esetben a feltételezett szabaly
alapjan torténo folytatast megcsinadltak, de a
bizonyitast csak abban az esetben készitettéek el, ha
ismert volt a szamukra a szamtani sorozat, vagy a
pozitiv paratlan szamokra vonatkozoé osszegzési
szabdly, illetve a teljes indukcio.



Mason feladata

A feladatot megoldottuk az Elemi Matematika
kurzuson is, de el6bb el6keszitettuk az ikonikus
szintet, és utana lattunk neki az ikonikus és
szimbolikus sikon a bizonyitasnak.

A 2018/19. tanévben két osztalyban megismételtitk
a Mason feladat megoldatasat.

Eredménytuink az, hogy a tanulok a konkrét
eseteket meg tudjak csindlni, azok alapjan felirjak
az altalanos szabalyt, de nem bizonyitanak, nincs
igényuk a bizonyitasra.



w e

D= 3 :
l.felzﬁatkb‘& (
Bl ©# A ey Anodacanog ao

Folytassa a sorozatot a 17. elemig! Mi lesz a 243, helyen? Prébaljon felirni egy dltalanos
formulat a négyzetek, korok, hiromszégek elhelyezkedésére! Példaul a huszonstsdik kor

hényadik helyen fog llni? 143.4 - PSR
*.0
2. feladat
Lsor: 1= d
. R
250t 1+3= 08 Bgzd%)
o %00 4.';:[':"1

3.sor:1+3+5= 08 060 vz

000 30003 -3-3%-9
4.sor: H37 542 (e]e) (oJeo]e}
foscs’;r”j;:t;‘d?"ﬂ%41+ 13424 (¥449 %} 1434 Fud o w2
needikisor: co A e v

Igazolja az n-edik sorra megfogalmazott sejtését! Algebrai és geometriai okoskodést is
hasznélhat! (Ha tudja, mindkét [eleképpen bizonyitsa be a sejtését!)

3. feladat
l.sor: 1= O 6 i
1 7 2

A 1 LI

2s0r:1+3+ 1= O 1. 4 % g
O . O ,LO O 22 -t /
o (0Je)
(2
3sor1+3+5+3+1= ,O 'I«.l = #x2 = 2%
4.s0r: 434041075 25 O.O 3 ;51 22
sor itk OQO@0 QO i et W 5
V=g —

n-edik sor: %4 (h=()", 0eo “/G@ E e=2_4

®)

oo

Igazolja, bizonyitsa az n-edik sorra megfogalmazott  sejtését! Algebrai és geometriai
okoskodast is hasznalhat! (Ha tudja, mindkét féleképpen bizonyitsa be a sejtését!)

/(
e
4

2-’(—«2;%‘*’5*1= 2
CE2)
43




Kérdések és utmutatasok tanarok szamara

Ossza be osztalyat kiscsoportokba (3 - 4 tanuld csoportonként), hagyja a tanulokat
dolgozni egymds kozott a csoportban. Jirjon Kirbe, és esetenként adjon segito
informaciokat, de maximum ,,irdnyitott felfedezés legyen” ne direkt otletadas. Adjon
legalibb 30 percet a csoportoknak az onallo munkdra. Utana legyen osztalydiszkusszio,
ahol megbeszélik az egyes csoportok megolddsait. Emlékezhetnek a tanulok altalinos
iskoldbél a szamtani sorozatra, oldjik meg annak segitségével is, de a rajzok alapjan is
talaljik meg a megoldst. A csoportok részletesen irjak le megoldisaikat!

11 e
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A GORBG ALAPJAINAK LERAKASA

.
. & »
. . o LI
. L ] i L e o o o
. L { Xl A e o ° o ® o o o DRI
1 14223, 1424326,  142+3+4=10, 142434445215, G

Alaldnossigban: 1+2+ 3+ 4+ ... +n="ED Az ik hée

romszbgszam az els§ n szim Gsszege.
A téglalap alakba rendezhet szamok a amok. Ilyenek :

e & ° 0 0

e o o o 12=3-4 vagy 0=2-5
e e o o o

e o o o

Ezek kézott kiilén csoportot alkottak az n(n+ 1) alaktiak :

° e o o o o 0 o
e o o * o 0 o 9 9. 9 @8
L L .. 8.8 9 9 9 e 9. 1® shies
2512, 6=23, 12=34, 20=45, v
2, 244, 24446, 244+6+8, o o a0y 2¢4464 A2n=n(n+1).

Az n-edik n(n+ 1) alak téglalapsz4m az els§ n paros szim dsszege.

Az olyan szdmokat, amelyek téglalap alakba nem rendezhet8k,
azaz nem bonthaték tényez8k szorzatéra, linedris (vonalas) sza-
moknak nevezték (a mai torzsszdmok). Linedris szdmok :

e 02 o o 03 e 0 e e 5 e e e e e e e ] ...

A négyzet alakba rendezhet8 szimok a négy amok. Az elne-

vezést ma is hasznéljuk. Ezek nyilvén :
o e 0 o
e s o 0 e s 0 0 .
. o 0 c o o o e e o o o
. o * o o e o o o e o o °
. . o e o e e o e o ® o o ...
1, 134, 1434529, 1434547216, 143454749225, ..., 143454
Az n-edik négyzetszam az elsd n paratlan szdm Gsszege.
Az 5tszogszamok :
. k: .
. .o .
o e e o e
. Y o o e

1, 1+4=5, a+T=2, L., |¢4+7'...+(:n-2)=(:—"3‘-)£.

+(2n-1)an?




Sain Marton: Nincs kiralyi ut!

GOROGORSZAG

.
L
14223,

Kovetkezhetnék a t&bbi sok 4m a végtelenségig. Ezeket 6sz-
foRiald nbven sESEAmOkAL & :
A sikszémok kozétt kiemelked§ szerep jutott az win. gnémoén-
szdmoknak. A gnémén a napéra gorog neve. Legegyszerfibb alakja
egy foldbe sziirt bot és az Arnyéka. A gérogok az ilyen L forméji
lak 4ltaldban gnéménnak hivték. Az ilyen alakba rendezhetd

P O e Ezek a kovetkezSk:

-

. .

. . .

. . .

L e o o e o o e
243:5, 3e4=7, 4+5=9, oy (-Den=20-1.
Az n-edik gnémoénszam az (n—1)-edik és az n-edik szam Osszege.

Ezek voltaképpen a pératlan szdmok.

Megemlitjiik még a térbeli alakzatok d dmokat. Ezek
kaziil a térszdmok koziil az el ésben ma is élnek a kobszamok :
1,8,27,64,12, ... .

A kobszémok & ésére a piitt é k egy
iigyes eljarast. Ennek menete a kovetkezd :

13=1

23=3+5

P=7+9+11
#=13+15+17+19
53=21+23+25+27+29

ezért :
1¥=1 (A jobb oldalon 1 tag)
134+23=1+3+5 (3 tag)
P24 P=1434+5+7+9+11 (6 tag)

P22 434 83=143+5+T+9+ 11+ 13+15+17+19 (10 tag)

Vegyiik észre, hogy ha a bal oldalon az els§ n kdbszam &sszege 4ll,
akkor a jobb oldalon a tagok szima éppen az n-edik hiromszdg-
sz4am, tehét :

S,=P4+24 3483+ 4= 14345+T+...+
+(+n—1),

n-(n+1)
2

ahol a jobb oldalon szimi tag 4ll. Igy:

somtn, M=[M]
2 2 2 :

Azels8 n kdbszdm dsszeve a7 n-edik hrameriacrim ndavmata



Sain Marton: Nincs kiraly

A GUROG MATEMATIKA ALAPJAINAK LERAKASA 91

A piithagoreusok a figurélis szamok kozott sok mds, érdekes
kapesolatot is felfedeztek. Ezek koziil ismertetiink néhényat :
Két egymés uténi hdromszogszdm osszege négyzetszdm. Szem-

1életesen :
o o o,
L) . e o/ .
./ . o/0 o Lyl { )
. o e o o LI . .

143227, 346232 6+10=42, s, logle, o) e

Minden haromszogszdm kétszerese téglalapszam.

e o o o, 0
o o LVl . . L
e e,/ 0 e ° e o . . o .
./ . o /eo o o . e o o s
2:3=6, 2:6=12=34, 21020245, 5 s L;:‘.’ = nlns1).

Erdekes szadm a 6, nemcsak azért, mert tokéletes szdm, tehat
egyenld a néla kisebb osztéinak az Osszegével, hanem azért is,
mert ugyanezen osztok szorzataval is egyenld:

142+3=6=1.2.3.
A 6 az egyetlen szdm, amely hédromszogszam is és n(n+ 1) alaki

téglalapszam is :
L]
e o o
e o = 1+2+3=2-3=6.
e o o
e o o

A 6 egységnyi élfi kocka az egyetlen olyan kocka, amelynél a feliilet
mér8szdma megegyezik a térfogat mér8szdméval. Csakugyan, ha az
ilyen kocka élét x betiivel jeldljiik, akkor kell hogy 6x?= x* legyen.

Innen x=6.
Egy négyzetszam meg a hozzd ,,illeszked8” gnémoénszam ismét
négyzetszdm :
e o o |

o 8] e o o0
o | e . oo e o o |
. o 9, O . . . o
124320 245=32 327 =47 n24+(2041)=(n41)?

<
Alkalmazzuk most ezt a torvényt azokra az esetekre, amelyeknél
a gnéménszdm maga is négyzetszdm, tehét :

. /7

I U

t




Sain Marton: Nincs kiralyi ut!
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ahol

GOROGORSZAG
@ © © 0 © o & 0 o o o 0 0
@ © © © o o © ©° o o o o 0
e ® © & o o o o o ° o 0|0
® © © © © 9 ©° o ° O o o 0
® © ® © ©® o o o o ° o o 0
® ® o © o © ° 8 ° 0o o o 0
e © o & o o o e o o o o o
e © © © o ® © o © ° o o0
e ® o o |0 @ © © o o o ® o ©° o o o o0
e o o o o ® o ® © o & © ° @ o 0o o 0
® o o o o ® o o o o o © o o o o o 0
® o o o o ® ® o o o o o 0o o o o o 0
e o o o o ® ® ® © o o ° o 0o o o o o
@2+9 =5} 1272425 =13}, 2634+ 49=25"
@+32=5? 122+ 57=13% 262+ 772252 )
3'=4+5, 5%=12413, 72224425, ...
Altaldnosségban, ha a 2n+1 péaratlan szémot m-tel jeloljiik, ak-
kor:
m>—1 2 5 m1+ 1)2
3 ] P -[T] :
Ha tehat m paratlan szdm, akkor az
m2—1 m?*+1
x=—7— az y=m ésa z= 3
pitagoraszi szdmok, azaz kielégitik az x2+y?=2z* egyenletet.
A pitagoraszi szdmharmasoknak ezt a gyArtési modjét a piithago-
reusok valéban ismerték. Ez a magyardzata a kdvetkez8 mecha-
nizélt eljdrdsnak : frjuk fel a négyzetszdmok és a paratlan szdmok
sorozatat az
n & s, 3%, 49, 64,
3 5, " 1, 15, 1

elrendezésben. Valahényszor a pératlan szdmok sorozatdban négy-
zetszdmhoz érkeziink, csatoljuk hozz4 a balrél, jobbrol felette 4116
kett8t. Az igy nyert négyzetszdmok alapjai pitagoraszi szdmhér-
mast alkotnak.
A médszer 4ltalanosithaté, ugyanis ha egy négyzetszimhoz hoz-
fadjuk a hozz4 illeszkedd két kovetkez§ gnéménszdmot, akkor is
négyzetszdmot nyeriink :




Sain Marton: Nincs

A

kiralyi ut!
iralyi ut!
A GBROG MATEMATIKA ALAPJAINAK LERAKASA

oo e o ofe o
P )

. o 0 * o * e

124(3e5)=30 2w (5e+7=ll, L . ., % (2ne1e2ne3)= (n42)

Vélasszuk ki ezek koziil ismét azokat az eseteket, amelyeknél a két
gnéménszém Gsszege négyzetszém, példéul: 7+9=16, 17+19=
=36, 31+ 33=64 stb. Szemléletesen :

e o o o 8 o o o|e e
o e s o s o o ofe e
* o ® * o o 0|0
e ® o & o o s o0 o
e o o o o o o o0 o N
9 ‘e ‘ofe @ e o ® o o o o o0 o
. o o . ® o o ® o o ° o0 o
e o oo o e o o o o o o o0 o
e o o 0 0 ® o ® ® o * o s 0 0
DRI e o o s s 8 s 0 v o
3%+ (749) =52, 82+(17+19) =102,
3+ =5, 82+62=10%
W=2(3+9), 67=2(8+10),

Altalanosségban, ha a (2n+ 1)+ (21+3)=4n+4=4(n+ 1) négy-
zetszAm, azaz az (n+ 1) négyzetszém, és bevezetjitk az n+ 1=a? je-
161ést, amikor is n=a?~ 1, akkor

(a*—1)*+4a?=(a2+1)%

fgy az (a*— 1), a 2a és az (a*+ 1) pitagoraszi szdmok. Az el6bbi
két sorozatbol 4116 sablon most is hasznélhat6, a bekeretezett szé-
mokbol pi i szhmhérmasok olvashatok le.

-

8, m 2, \m \\1_59, |9s,,’zzs/ 256, 3% .
/
zv 23, \25 2 z_'.\/ Sty v

Az éltaldnositds
6. Lehetséges tehat, hogy hdrom szomsudos pératlan szdm 6sszcge
négyzetszam, példéul : 25+ 27+ 29=81. Ekkor mivel

m+(2n4 14 2n+ 3+ 2n+5)=(n+3)3,

azért az n= 12 esetén 1224 81= 152, ami a kett8s szdmsorozat szag-
gatott vonallal bekeritett részébél is leolvashatd.
PLUTARKHOSZ szerint a piithagoreusok igazolték, hogy minden
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Sain Marton: Nincs kiralyi ut!
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8-341=25=57,

.. . s e
o o/e|e e o
o /o ole o o
o ofefe o
o o ole o0
o Ne o|e /e e
D) ..

8:-6+1=49=7,

A kocsihaijto feje (i. e. 470)

7

GOROGORSZAG

&m eggyel nagyobbi yol négy "
A tétel igaza konnyen bel4thatd, hiszen
8. n(—n;2+l=2'l‘+4n+l=(2n+ 1%

E szabélyb6l meglep8 médon lehet eljutni a Pitagorasz-tételhez
is. Nem 4llitom, hogy a piithagoreusok ezt meg is tették, bér a sajét
kirakés médszeriikkel bizonnyal megtehették, talan fgy: A tételt
szemléltessiik , kavicsokkal”. Péld4ul: a mésodik hdromszogszam
3, a harmadik pedig 6. Ezekkel késziilt a 20. dbra.

Ugy vélem, hogy mér ez a két szemléltetd rajz is megadhatja azt
az dtletet, hogy a sokszogszimoktdl elbicsizva, csupén a rajzot
vizsgéljuk, lyben 8 kis 5gii ha 5g és egy négyzet
tolt ki egy nagy négyzetet. Altaldnossagban tehat az az dbra, ame-
lyet a hdromszogszdmok idézett tétele ihletett, igy néz ki (21. dbra) :

A rajz tantisdga szerint a ¢ oldali négyzet osszedllithaté 4 egybe-
vég6 derékszogli ha 5gbdl és az Altaluk kozrefc kis négy-
zetbdl, tehét :

c*=4. %+ (a—b)*=a*+ b2

A Pitagorasz-tételt nyerjiik akkor is, amikor a rajzot ugy tekint-
jiik, mint amelyen az (a+ b) oldali négyzetet 4 derékszog(i hdrom-
sz6g és a ¢ oldali négyzet tolti ki. Ekkor is :

@rbp=cirs. 2,

a*+bi=c2

A PUTHAGOREUSOK GEOMETRIAJA

Azel8z8 fejezet végén mar 4t is 1éptiink a szamelméletbs] a geomet-
ria teriiletére. A Pi 1ételt, amely leginkébb tette ismertté
PUTHAGORASZ nevét, nem & fedezte fel; Babilonban, Egyiptomban,
Kindban mdr el6tte is ismerték. A piithagoreusok magét a geomet-
ri4t nem is értékelték annyira, mint a szimok tudoméanyat. Ez meg-

il azel ben is. A él 4 tanul-
ménynak hivtak, ebb8l szdrmazik a matematika sz6. A geometria
hisztorié volt, amely a hisztoreo (tapasztal, kérdez, tudakoz) igé-

bél szérmazik, tehat kimond p lati jellegfi t
jelent.
A mér emlitett JAMBLIKHOSZ latonista filozéfus és mats

tikus azt llitja, hogy volt egy Piithagorasz hagyatéka cimen is-
mert geometriai tankdnyv, amelyet a piithagoreusok adtak kdzre
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(c) Die Punkte bilden verschiedene Muster, je nachdem ob i eine ge-
rade oder ungerade Zahl ist.

Fiiri = 1, 3, 5 ist die Anzahl der Punkte in dem Muster eine Quadrat-
zahl: 1, 4 bzw. 9. Dabei erkennt man, wenn man die Anzahl der Punkte
in diesen Mustern entlang der gestrichelten Geraden in Abb. 2.3 addiert,
daB4=1+3und9=1+3+5.

Fiir i =2, 4, 6 ist die Anzahl der méglichen Landungspunkte 2, 6 bzw.12.

Teil II: Losungen

Kapitel 1: Aufgaben iiber natiirliche Zahlen

§ 1.1 Figurierte Zahlen S S o e Pt
.
Aufgabe 1 1 2 1+3=4 2+4 1+3+5=9
(a) Die Punkte auf dem i-ten Brett bilden ein Quadrat. Die Anzahl der Abbildung 2. 3
Punkte in diesem Quadrat ist i* (siche Abb. 2.1).
. Bemerkungen:

Die Zahlen 1, 4, 9, 16, 25, ... stellen die Anzahl der Punkte in quadrati-

e e o e o o
. o e Hag i el sl SiSimep siikeny schen Figuren aus 1 1bzw. 22,3 3,4 4,55, ... Punkten dar (wie
. o epes e e o o o in Abb. 2.1). Deshalb nennt man diese Zahlen Quadratzahlen.
; et Die Dreiecksfiguren in Abb. 2.2 enthalten 1bzw. 1 +2,1+2+3,1+2
1 4 o +3+4, ..., das heiBt 1 bzw. 3, 6, 10, ... Punkte.
9 16 25 Die Zahlen 1, 3, 6, 10, ..., die die Summen 1, 1+2, 1+2+3,1+2+3
Abbildung 2. 1 +4, ... ergeben, nennt man Dreieckszahlen.

Die Quadratzahlen und die Dreieckszahlen wurden schon von den
Griechen in der Antike (um 600 Jahre v. Chr.) mit quadrat- bzw. drei-
ecksformigen Figuren aus Steinen oder Punkten dargestellt. Das taten
sie auch mit anderen Arten von Zahlen (siehe Aufgaben 4,5 und 6).

Solche Zahlen, die die Griechen mit geometrischen Figuren aus Punk-

(b) Die Punkte auf dem i-ten Brett bilden ein Dreieck. Die Anzahl der
Punkte in diesem Dreieck ist gleich der Summe 1 +2 + 3 + ... +1. (Abb.
2.2)

= el ° ten darstellten, nennen wir figurierte Zahlen.
N . ° o e o o Sl e Die Griechen konnten mit Hilfe von Figuren aus Punkten manche Ei-
e o e o o e o o o e o o i i
1 Oy 142+3 M o, ;+ ; genschaften von figurierten Zahlen entdecken (siehe Aufgaben 2, 3).
Abbildung 2. 2
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Aufgabe 2

@)

Abbildung 2. 4

Das quadratische Muster aus 67 Punkten 148t sich in sechs "Korridore"
mit 1 bzw. 3, 5, 7, 9 und 11 Punkten zerlegen. Daraus ergibt sich die
Gleichung

6°=1+3+5+7+9+11.

(b) Die ersten zehn ungeraden Zahlen stellen die Anzahl der Punkte in
den zehn "Korridoren" des quadratischen Punktemusters aus 10 Punkten
dar. Deshalb ist

1+3+5+7+9+11+13+15+17 +19=10*=100.

(c) Ahnlich wie in (b) stellt man fest, daB die Summe der ersten hun-

dert ungeraden Zahlen gleich 100’=10000 betrigt.

@

Cl

De = o e]e1C)
e o o o|e

i )7

Al o o o B'| »

e o o ele J

A B

127
Abbildung 2. 5

99

Abb. 2.5 zeigt die Zahlen 127 und 126” als die Anzahlen der Punkte in

den quadratischen Mustern ABCD, bzw. A'B'C'D. Die Differenz 127% —

1262 ist die Anzahl der Punkte in dem "Korridor" zwischen diesen Mu-

stern. In diesem "Korridor" gibt es 126 + 1 + 126 Punkte. Folglich ist
127> - 126>=2- 126 + 1 = 253.

Aufgabe 3

(a) werden wir mit zwei verschiedenen Methoden 16sen:
Die erste Methode folgt der Denkweise der Griechen in der Antike:
Die n - te Dreieckszahl lif3t sich als Dreiecksmuster mit 1 +2 + ... +n
Punkten darstellen. Zwei dieser Muster schieben wir zu einem Paral-
lelogramm zusammen, wie in Abb. 2.6. Die Anzahl der Punkte in dem
Parallelogramm betrégt n(n + 1). Folglich ist die n-te Dreieckszahl

n(n+1
gleich ( 2 )

n+1 qunkte
Abbildung 2. 6

Die zweite Methode benutzt keine Figur:
Seix=1+ 2 +..+(@-1)+n; ebenfalls ist
x=n+t@-1)+.+ 2 +1
Durch Addieren der beiden Gleichungen folgt
2x=m+D)+@+D)+.+@+D)+@+1)

n - mal
n(n+1)

Folglich ist x= 5
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II Patterns of dots and partitions of
integers

Introduction

Since antiquity patterns of dots have played an important role in the theory
of numbers. The followers of Pythagoras (around 540 BC) represented
certain integers by sets of dots arranged in the shape of polygons or
polyhedra; such integers are nowadays called figurate numbers.

Examples of figurate numbers are

the triangular numbers t, 1,3.6,10,...,
the square numbers s, 1,4,9,16,..., and
the pentagonal numbers p, 1,5,12,22,...

represented by triangular, square, respectively pentagonal arrays of dots for
n=1.2,3,... (see Fig. 1.11).

1=l 1=3 ;=6 =10 5=l s,=4 $5=9 5=16
B ) |
p-_-l =5
| Py P12
P22
Fig. 1.11 f

The geometrical representation of figurate numbers affords a quick
insight into the structure of these integers. Here are a few examples:

(i) By placing next to one another two triangular arrays — one ‘upside
down’ — representing the same triangular number #,, we obtain a

20
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//
Figuralis szamok a Nagy Karoly Diaktalalkozon

Fejér Szabolcs, a miskolci Foldes Ferenc Gimnazium
tandra, gydjtott 0ssze 15 feladatot a figuralis szamok
témakorébol kozépiskolas tehetséggondozo
foglalkozasra szlovakiai, szerbiai, romaniai és
magyarorszagi didkok szamara.

A didkoknak ujszert(i volt a téma, és szivesen
foglalkoztak vele, illetve nem okozott problémat a
megoldasa( ikonikus sik).




15) Nagy A4ruhdzakban gyakran l4thatunk olyan épitményeket,
amelyeket azonos méretii arukbél épitettek. Ez nagyon sok esetben
lehet konzervdoboz is. Képzeljink el egy ilyen dobozokbol
felépitett négyzet alapi piramist. Barmely rétegét nézzik, az ott
lévé dobozok szdma négyzetszam. Hany doboz Ilehet az
épitményben, ha 25 sor van? Az utolso, a

legfelsé sorban egy doboz taldlhat6. Mi a °’@’Q “

helyzet, ha az alap haromszog?

&
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Figuralis szamok angol nyelv(i tankonyvben

polygon numbers

Polygon numbers and their growth: red shows what is being added each time.
triangle numbers
Py(1) =1 Ps(2) =3 Ps(3)=6 Ps(4) =10 P4(5) = 15

S Y

square numbers
Pa(1) =1 Py(2)=4 P4(3)=9 Py(4)=16 P4(5) =25

® a %

hexagon numbers
Ps(1)=1 Pe(2)=6 Ps(3) = 15 Ps(4) = 28

T B &

Centred-polygon numbers and their growth

centred-triangle numbers: Cs(4) =19
C3(3) =10
Ci2)=4 '

Ca(t) =1

® 080

comrad-sqt:;r: n_u:lben: Cu@)=13 Cy(4) =25
) =1 4(2) =

e

Ce(5) = 61
centred-hexagon numbers: Cg(4) =37

Co(3) = 19

Ce(2) =7
Co(1) =1
@




_ polygon numbers

polygon numbers A polygon number is a number which states the quantity of
objects needed for the objects to be arranged in the shape of a regular
polygon with all the possible smaller similar polygons included in it. These
polygons are made, starting with 1, as shown opposite. The number is
named after the shape, and a sequence can be formed of all the numbers
which make that shape.

figurate numbers = polygon numbers

triangle numbers are polygon numbers having 3 edges.
The sequence begins 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, . ..
The nth triangle number is given by n(n + 1) + 2
square numbers are those numbers that can be represented by the correct
amount of dots laid out in rows and columns to make a square. Some
square numbers are:

] » 4 e 9 16

P,.(n) is used here to indicate a polygon number. It makes a polygon having
¢ edges and that gives the number its name (3 = triangle, 4 = square etc.).
n is the number of objects along the length of one edge, and is also the
position of the number in the sequence.

Some values of P,(n) for various values of n and e

n=
name 1 2 3 4 5 6 7 8
e =3 | triangle 1 3 6 10 15 21 28 36
4 | square 1 4 9 16 25 36 49 64
5 | pentagon 1 8 12 22 35 51 70 92

The general formulais Po(n)=n[2+ (e-2) (n—1)]1+2
centred-polygon numbers are those numbers made by taking e triangle
numbers of the same size and adding 1. As with the polygon numbers,
their names are determined by the value of e. In making the actual shape,
the 1 goes in the centre, and the triangles are arranged around it.
Example: When e = 4 then a centred-square number can be made using
any 4 triangle numbers (all the same size) plus 1.

C,(n) is used here to indicate a centred-polygon number, using the definitions
for n and e as given above. The value of any centred-polygon number for
given values of n and e can be found from the formula

Ce(n) = [en(n—1)+2]+1

The study of polygon numbers goes back as far as 500 BC, but centred-polygon
numbers were not devised until the 16th Century. The fascination has
always been in discovering relationships between them (there are many)
and inventing other types of ‘shape-numbers’. There is no standardised
notation for representing any of these numbers.
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Figuralis szamok a KoMalban

A KoMal a 2017. évi 2. szamaban érettségizo didkok
szamara kozolte a 8. problémat négyzet és
haromszog alapt mandarin piramisokrol (térbeli
figurdlis szamok enaktiv és ikonikus
reprezentdcioi), amit mas matematikai problémak
megoldasaval kotott ossze.

Segitségként viszont megadta az elsé n négyzet- és
haromszogszam osszegének a képletét.



e ——

~KoMal feladat

8. Tudjuk, hogy az elsé n darab négyzetszdm dsszegét az
2

n(n+1)6(2n+1) képlet adja,

. Tudjuk, hogy az elsé n darab hdromszogszdm d&sszegét

1
képlet adja, és az n-edik hdaromszdgszam az %

és az n-edik négyzetszdm az n
n(n+1)(n+2)
az 6

a) Igazoljuk, hogy az n-edik és az (n + 1)-edik hdromszdgszdm dsszege négyzetszdm.

b) Igazoljuk, hogy ha az n-edik hdromszigszimhoz hozzdadjuk az (n + 1)-edik hdrom-
szorosat, akkor ismét hdaromszégszamot kapunk.

A zdldséges a mandarinokbol négyzet alapu és hdromszdg alapi, magas piramist
épitett. (Az dbra mutat egy-egy négyréteqii ilyen piramist.)

¢) Emdke a négyzet alapi piramis te-
tejérol megvesz néhdany rétegnyi manda-
rint. Egy heti adagot szeretne wvdsdrolni
gy, hogy minden napra ugyanannyi man-
darin jusson. Adjuk meg a darabszdmok-
nak azt a sorozatdat, ahany réteg mandarint
Emdke megudsarolhat.

d) Ha a megudsdrolt mandarinok szamdt Emébke négyszerezné, akkor kétszer olyan
magas haromszog alapi piramast tudna épitent, mint amilyen magas négyzet alapi piramis
volt eredetileg. Igazoljuk, hogy ez az észrevétel nem fiigg attol, hogy a boltban a piramis
tetejérol hany réteg mandarint vdsdrolt meg. (16 pont)




al feladat

A négyzetszamok Gsszege egész szam. (Vagyis abban biztosak lehetiink, hogy a széar
1416 oszthaté 6-tal). A szdmldléban 16vé tényezék valamelyikének 7-tel oszthaténak ke
lenni.

Ezek alapjan harom eset van:

I. az n oszthaté 7-tel;

II. az n 7-tel osztva 6 maradékot ad;
III. az n 7-tel osztva 3 maradékot ad.

Vagyis a megvdsdrolhaté rétegek darabszdmara vonatkozé sorozat: 3; 6; G 1
14; ...; Tk + 3; Tk + 6; Tk + 7; ... (ahol k természetes szam).

” 1 2 1 . ’ ’ . 7
d) Ha Emo&ke T i) darab mandarint vésérolt (azaz az n-edik négyzetsz:
mig végezte el az Osszegzést), akkor az allitds szerint ennek a darabszamnak a nég
szeresébdl kétszer olyan magas hdromszég alapi piramist tudna épiteni (azaz a 2n-edi

haromszogszamig tudnd az dsszegzést elvégezni). A 2n-edik haromszogszamig az Gssze,
2n(2n+1)(2n+-2)
6 :

Az elmondottak alapjan azt kell megmutatnunk, hogy a kévetkezé Osszefiiggés eg

azZonossag:

nn+1)2n+1)  2n(2n+1)(2n + 2)
6 B 6 '
Ez azonnal lathat6 a 4-gyel térténé beszorzas utan:

4

2n(2n+2)(2n+1)  2n(2n+1)(2n+2)
6 . 6 '
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NeoCube jaték
A Komal 2011. évi 2. szamanak hatso boritéjan

talaljuk az un. NeoCube jatékot. Ez a jaték nagyon
hasonlit a GeoMagic jatékhoz.

Kicsi magneses golyok alkotnak egy kockat, a
golyok athelyezésével kiillonféle testeket,
kristdlymodelleket és szamos alakzatot lehet
épiteni (enaktiv sik).

Ennek a jatéeknak szamos kozos vonasa van Dienes
Zoltan és Varga Tamas elképzeléseivel ( Jatsszunk
matematikat!)



NeoCube jaték(KoMal)

A felsé képen a ,NeoCube” jaték ,alapallapota”, egy 6 x 6 x 6 = 216 db,
5 mm atméréji, nagyon erés magneses dipolmomentummal rendelkezd
kis golyébdl allé kocka lathato. A kockat a golyok kozti magneses
kolcsonhatas tartja meglepden stabilan dssze.

Egy kis Gigyességgel, fantaziaval és gyakorlassal a kis magneses
goly6cskakbol gydnyori sikbeli és térbeli alakzatok szazait épithetjik
fel. A képeken lathato néhany példa szabalyos, illetve kevésbé
szabalyos alakzatra (tetraéder, oktaéder, kocka, ikozaéder, dodekaéder,
6tszdgekbdl és hatszogekbdl allé focilabda”, kupa-forma, csiga-biga.)
A testek koziil a legnagyobb egy olyan dodekaéder, melynek minden
lapja egy-egy 6tszog alapu gula. Ez a test 540 goly6bol all.

A kis golyokkal szamtalan anyag szerkezete is modellezhet6, és jaték
kdzben racsodalkozhatunk arra is, hogy egyszerii elemekbdl milyen
hihetetlentil bonyolult strukturak éplilhetnek fel.

A kis golyok anyaga egy neodimiumot (Nd), vasat (Fe) és bort (B)
tartalmazo otvozet (NdoFe14B), mely a vilagon jelenleg ismert
legnagyobb ereji permanens magnes.

(Tasnadi Tamas ,alkotasait”
Frohlich Georgina fényképezte le.)

Jaték és tudomany
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Mayer ismétlé (recipiens) kérzdje

T. Mayer a gyakorlat embere volt.

Egyik legnagyobb érdeme az 4j szogméro eszkoz,
az un. ismétlo (recipiens) korzo elkészitése volt,
amit els6sorban a hajozasban alkalmaztak.

Ez lathat6 a Mathematischer Atlas cimlapjan és a
XI. tablan.

A fia, Johann Tobias Mayer, bemutatta a
Griindlicher und ausfiihrlicher Unterricht zur
praktischen Geometrie c. konyvében.

Delambre-nak és Méchain-nek a standard méter
meghatdrozasara szolgalo eszkoze nem volt mas,
mint Mayer ismétlo korzéjének egy diszitett
valtozata.
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Tobias Mayer a térképkészito

Tobias Mayer munkassaga els6sorban, mint
térképkészitd és mint csillagasz jelentos. A
Homann Kartografiai Intézet munkatdrsaként
(1746-51) tobb, mint 30 térképet készitett.
Leghiresebb térképe a Németorszagrol készitett
un. Mappa critica. A térképek készitésénél a vetités
uj modszereit alkalmazta. A térképek egy része
megtaldlhato az Atlas Scolasticus sorozatban.

A Debreceni Reformatus Kollégium Nagykonyv-
taraban is kb. 20 darab T. Mayer altal készitett
térkép van, vannak koztiik azonosak is.
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Tobias Mayer a csillagasz -

A Homann-féle Kartografiai Intézetben lehetOsége
volt arra, hogy csillagdszati megftigyeléseket végezzen.
Tanulmanyozta a napfogyatkozast, holdfogyatkozast
nagyon sok csillagaszati adatot gytijtott ossze.

Készitett egy eszkozt, egy ivegmikro-métert, amellyel
az 1748. julius 25-i napfogyatkozasnal a méréseket
veégezte.

A fényes csillagok megfigyelése alapjan elméletet
allitott fel, arrél, hogy miért nem lehet a Holdnak
légkore.
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Tobias Mayer a csillagasz o

Kifejlesztette a tertiletmérésre alkalmas projektiv
modszert, az asztrolabiumot egy precizios miiszerré
alakitotta at.

Az 1j gottingeni csillagvizsgaldban 6 javitotta ki és
szerelte fel a fali kvadranst.

A Hold és a Nap tablazatait (Theorie lunae juxta
Systema Newtonianum (London, 1767) és Tabulae

motium solis et lunae et correctae (London, 1770) haldala
utan keriltek kiadasra.
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Tobias Mayer

Gottingeni tudomanyos kutatasai fizikai és
csillagaszati jellegtiek voltak.

25 eévvel Coulomb el6tt felallitott a mdgnességre
vonatkozdlag egy elméletet, a Hold elméletéhez
hasonldan, amelyben azt allitotta, hogy a magneses

kolcsonhatas a tavolsag négyzetével forditottan
aranyos.

Mayer publikalatlan eredményeit haldla utan
Lichtenberg adta ki Az Opera inedita Tobiae
(Gottingen, 1775) cimmel.

Ebben a szinkeverésre és a csillagaszati
visszaverodésre vonatkozo publikalatlan
eredményei talalhatok.
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Tobias Mayer és kortarsai: Segner és Euler

Tobias Mayer, Segner és Euler kortarsak és
munkatarsak voltak.

Mind a harman hires professzorok voltak. Segner
és Tobias Mayer egy id6ben volt gottingeni
professzor, mig Euler berlini professzor volt 1741-
1766 kozott.

Kiemeljik, hogy paronként egytitt is dolgoztak,
vagyis Euler és Segner, Euler és Tobias Mayer,
Segner és Tobias Mayer.

Euler mutatta be Segner-kereket a Berlini
Tudomanyos Akadémian (1750).

Jo baratsagban volt vele, ezt mutatja levelezésiik
1S.




ohann Andreas Segner (1704-1777)

-

J. A. Segner



Leonhard Euler (1707-1783)
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EulerésSegner =
Euler 0sszefoglalo tanulmanyaban, A hidraulikus
gyakorlatok kotete, abrakkal (Fasciculus
exercitationum hydaulicarum, cum figuris , 1747)
ismertette a Segner-kerék elvét, kiszamitotta a
teljesitményét és méltatta a Segner altal feltalalt
hidraulikus gép jelentdségét. Euler felhasznalta
Segner eredményeit turbindjanak megalkotasakor
is.

Segner tudomanyos eredményei biztositottak az
alapot Euler kutatasaihoz a merev testek és
folyadékok mechanikdja alapveté torvényeinek, az
un. Euler egyenleteknek a megalkotasahoz.

Segner Euler javaslatara kerilt Halléba és kapta
meg Ch. Wollff haldla utan megiiresedett
professzori széket.




Euler és Segner

Segner masik jelentés munkaja a porgettytik
elméletére és a merev testek forgasara vonatkozott.

Euler a merev testek harom egymasra meréleges
tengely kortli forgasardl irt dolgozatanak
Bevezetésében (Theoria motus corporum rigidorum,
1765) Segnert a harom f6tengely probléma els6
felvet6jeként idézi.



Euler és Tobias Mayer

Tobias Mayer csillagdszati kutatasainak
eredményeit Euler nagyra értékelte, mint ahogy
ez a levelezéseikbOl is latszik, az elméleti
csillagdszat csoddlatos mestermiivének nevezte.

1751 és 1755 kozott Euler egytitt dolgozott Tobias
Mayerrel a Hold- tablazatokon.

Mayer posztumusz kiadasu Theorie lunae juxta
Systema Newtonianum (London,17977) munkai
Euler szamitasait hasznaltak fel és a tudomanyos
navigacio alapjat képezték.



Euler és Tobias Mayer

A Mayer altal készitett ismétl6 (recipiens) korzo
felhasznalasaval a hajok pontos tartézkodasi helyét, a
hosszuisagi és szélességi fokot lehetett a tengeren
meghatarozni.

Mayer haldla utan 6zvegye vette at a Brit Parlament
jutalmat, ami érdekes elosztast mutat:

Mayer 0zvegye 3000 fontot, mig Euler 300 fontot
kapott.
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Tobias Mayer és Segner

A fiatal Tobias Mayer Gottingenben a tapasztalt
és tekintélyes Segner mellé kerult.

Segner vezetése alatt folyt az 4j csillagvizsgald
épitése és felszerelése. Mayer sajat helyzetét
igyekezett erOsiteni, Segnerrel valé kapcsolata
vitathaté. Ebben sok minden kozrejatszott, pl. a
politika is.

Segner tekintélyes, szakmailag elismert
professzor volt, de kollégai akadékoskodonak,
nehéz természetlinek tartottak.

Erdekes kérdés annak vizsgalata, hogy hogyan
kapcsolodik egymashoz Segner, Tobias Mayer és a
gottigeni csillagvizsgalo felallitasa.
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Tobias Mayer és Segner
Segner alakja a korabeli dokumentumokban, Eric G.
Forbes szerint, nem nagyon kedvezo, nyakassaggal,
kesertséggel, s6t még gonoszsaggal is vadoltak.

F. Hund a gottingeni fizikusokrol irt konyvében azt
irja, hogy sajnos Segner nem volt j6 viszonyban
kollegaival, s6t ségoraval Hallerrel sem.

Hollmann professzortdl irigyelte a nagyszamu

1]

hallgatosagot.

Tobias Mayerrel, aki tobbet hasznalta a
csillagvizsgal 6t Osszeveszett.




A Gottingeni csillagvizsgalo
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Tobias-Mayer és Segner -
Tobias Mayer azzal vadolta Segnert, hogy elallitotta
az orakat, hogy megzavarja az asztrondmiai
megfigyeléseit. Mayer azt akarta elérni, hogy 6 egy
személyben legyen az 4j csillagvizsgald igazgatoja,
nem pedig megosztva Segnerrel.
A Mayert és Segnert jol ismerd kival6 tudoés, Johann
David Michaelis, 1754. szeptember 16-an von
Miinchausenhez irt fontos levelében dicsérte
Mavert és kijelentette, hogy a csillagvizsgalo
egyszemeélyi igazgatdasdara vonatkozo kitartd
szandeka a Segnerrel valo allando osszetitkozés és
egyutt mikodés hianyanak eredménye.
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