A PROJEKTIV SIK ALAKJA — RATZ LASZLO VANDORGYULES 2018

Jelolések. R" az n-dimenziés Euklideszi tér. S™ C R™! az n-dimenzids gombfeliilet, azaz az
origbtdl 1 tavolsigra 1évé pontok halmaza. B™ C R™ (ill. B") az n dimenzids zdrt (ill. nyilt) golyd,
az origétél legfeljebb (ill. kevesebb, mint) 1 tavolsidgra 1évé pontok halmaza, B" = B" U S"~1. P»
az n-dimenzios projektiv tér, M? a (zdrt) Mobius-szalag, K? a Klein-kancsd, T? a térusz, H? a (zart)
hengerpaldst (korgytirii). A = B jeloli most azt, hogy az A és B terek topoldgikusan megegyeznek, azaz
homeomorfak. A Uc B az A és B terek sszeragasztdsa C' mentén, példaul S™ = B" Ugn—1 B".

1. GOMB, TORUSZ, MOBIUS, KLEIN

1.1. VA&agj szét egy Mobiusz-szalagot a kozépvonala mentén (korbe). Mit tapasztalsz? Mit
kaptal? Es ha Gjra megismétled a mutatvanyt azzal, amit kaptal?

Els6 észrevétel, hogy nem esik ketté, azaz Osszefliggd marad az els6 vagas utan, egy tObbszorosen
(paros sokszor) megcsavarodott valamit kapunk. Ez a valami topolégiailag egy henger, hiszen egy
téglalapbdl kiindulva ugyanigy kell Gsszeragasztani egy szemkozti élpart, mint a henger esetében. Miért
tlinik mégis masmilyennek, mint a szokdsos henger? Mert mas a bedgyazdsa a 3-dimenziés térbe. A
hengert két korvonal hatarolja: az egyik a Mobius-szalag eredeti peremvonala, a masik a vagas soran
keletkezik a kozépvonalbdl.

Hogy miért nem esik ketté, az jobban lathatd, ha az absztrakt Mobius-szalagon mutatjuk meg:

A —
vagas v

v

Ha a keletkez6 csavarodott hengert is szétvagjuk, két henger lesz beldle, mint minden hengerbdl. Am
mindkét henger csavarodott és hurkolédnak egyméssal.

1.2. Szinezz ki egy Mo6bius-szalagot szivarvanyszeriien korbe. Majd vagd szét a kézépvonala
mentén. Mit tapasztalsz?

Az 6sszetartozé pontok (azonos szinek) a vagés soran keletkezett perem &tellenes pontjai, 6sszhangban
a Mobius-szalagnak azzal a diagramjaval, amit a projektiv sikhoz hasznaltunk:
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1.3. Mondj egy indokot arra, hogy a 2-dimenzids gombfeliilet és a toruszfeliilet topoldgiailag
kiilonbo6z6ek (azaz nem homoemorfak egymassal)!

A téruszfeliileten van olyan (topoldgiai) korvonal, ami mentén szétvigva Osszefiiggé marad (nem
esik darabokra, csak henger lesz bel6le). A gébmboén nincs ilyen. A gémbot barmilyen kérvonal mentén
kettévagva két korlapot kapunk. Precizebben: van olyan S' C T2, hogy T2\ S! 6sszefiiggs, de S2\ S*
tetsz6leges St C S? valasztéssal nem Osszefiiggd (azaz vannak olyan pontjai, melyek kozott nincs 1it).

1.4. Az absztrakt és a térbeli Mobius-szalag k6zépvonala mentén korbevitt abra is meg-
tiikrozodve tér vissza, Am a térbeli esetben torténik még valami: az abra atkeriil a szalag
masik oldalara. Mitd6l van ez a kiilonbség?

Ningcs kiilonbség. Egyrészt egy feliiletnek lokélisan két oldala van a hdarom dimenzids térben, de csak
ott: négy dimenzids térbe dgyazva korbe lehetne jarni a feliiletet, akdrcsak egy vonalat a harom dimenzids
térben (aminek pedig sikban szintén két oldala van). A két oldal tehat nem a feliilet tulajdonsédga, hanem
az eggyel magasabb dimenzids térbe dgyazasé. Masrészt a feliiletre (inkdbb: feliiletbe) rajzolt minta az
nem egyik vagy maésik oldaldn van a feliiletnek, hanem része annak. Osszehasonlitésképp: a térben éliink,

amely része az eggyel nagyobb dimenzids téridének. Melyik oldalan éliink a térnek, a mult vagy a jovo
fel6lin?

1.5. Olivér és Xavér 6t6dolot jatszanak, Olivér van a korrel, Xavér az x-szel. Az allast
az alabbi Abra mutatja. Olivér és Xavér mindketten azt allitjak, hogy gydztek. Milyen
feliileten képzeli el a jatékot Olivér és milyenen Xavér?
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Ha Klein-kancsén, akkor Xavér:

1.6. Milyen terek k6z6tti homeomorfizmust mutatnak a kovetkez6é k6zéppontos vetitések?
(a) Egy gombfeliilet vetitése egy P pontjabdl az dtellenes pontbeli érintSsikra.
(b) Egy nyilt félgémb vetitése a kézéppontjabdl a peremkorével parhuzamos érintdsikra.
(c) Egy zart félgomb vetitése a kozéppontjabdl a peremkorével parhuzamos érintdsikra.
(d) Egy gombfeliilet vetitése a k6zéppontjibdl egyik érintdsikjara.
(a) S?\ P =R2
(b) B? = R2.
(c) A zart korlap peremén fekvd szemkozti pontparokat azonositva projektiv sikot kapunk.
(d) S? szemkozti pontjait azonositva a P? projektiv sikot kapjuk.

Jegyezziik meg, hogy mindegyik konstrukcié miikédik mas dimenziékban is, érdemes atgondolni az 1
dimenzids esetet.

1.7. Mutasd meg, hogy S?\ P = 5%\ B2 = B2, ahol P € S? tetsz6leges pont, és S?\{P,Q} = H?
(P,QeS* P#Q).

Az elsé allitas kovetkezik az eléz6 feladat (a) és (b) pontjaibdl. A mésodik teret vetitve lathatjuk,
hogy megegyezik a R?\ B? = R? \ P térrel. Altaldban is, egy feliiletbél egy zart korlap elhagyésa
egyenértékii egy pont elhagyédsival, azaz egy lyuk mérete egyetlen pontta csokkenthetd.

1.8. Vegyél egy k dimenzids golydt és egy j dimenzids gombfeliiletet! Mit kapsz ezek direkt
szorzataiként £k =0,1,2 és 7 =0,1,2 esetén?

A golyok (D*) 0, 1, 2 dimenziés véltozatai: egy pont, egy szakasz, egy kérlap. A gémbok (S7) 0, 1,
2 dimenziés véltozatai: két pont, egy korvonal, egy gombfeliilet. Par példa:

D' x akdrmi: az az akarmi.

SY x D': kettd darab szakasz.

SY x S0: négy pont.

SY x S1: két korvonal.

D' x D': egy négyzetlap, vagyis D?.

D' x S': hengerpalast, vagyis korgytirti.

D' x S§%: gémbhéj (egy golyébdl kihagyunk egy kisebb sugarii golyét).
D? x D': tomor henger (hengertest), vagyis D3,

D? x S1: t6mor térusz (térusztest).
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St x St téruszfeliilet.

Megfigyelhetjiik, hogy D* x D™ = D*+" de az S-ekre ez nem teljesiil.

1.9. A foldrajzi hosszusagi és szélességi korok koordinatazzak a gombfeliiletet. Miért nem
kovetkezik ebbdl az, hogy a gombfeliilet egy korvonal és egy szakasz direkt szorzata?

Mert a szélességi és hosszisagi koordinatdk nem egyértelmiiek: az északi és a déli pélus mindegyik
hosszisagi koron rajta van. Ezzel 6sszhangban a £90°-o0s szélességi korok nem is korok, csak egy-egy pont.
Egy korvonal és egy szakasz direkt szorzata hengerpaldst, és ha az alapkort és a fedOkort Osszecsipjiik
egy-egy ponttd, akkor valéban gémbfeliiletet kapunk.

1.10. Ha két Mobius-szalagot Osszeragasztunk a peremkorvonalaik mentén, akkor Klein-
kancsét kapunk, azaz M? Ug M? = K2.

A ragasztast a perem egyik részén elvégezve, masik részén kijelolve:

Va N3 >c
=> Y -1
Yb A b Yb >c b N

err6l azonban még nem latszik kapasbol, hogy a Klein-kancsé, a jobb és a bal oldali él ragasztasa
nem stimmel. Egy d vigast eszkozolve a ¢ menti ragasztast el tudjuk végezni, és igy mar sz6 szerint a
Klein-kancs6 diagramjat kapjuk:

2. A PROJEKTIV Sik

2.1. P?\ P! 8sszefiiggs.

A projektiv egyenes "megvastagitdsa” a projektiv sikon egy Mobius-szalag, aminek az egyenes a
kozépvonala. A Mobius-szalag 6sszefiiggd marad, ha eltavolitjuk a kézépvonaldt. Ez kdzvetleniil is latszik
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a projektiv sik diagramjan: az egyik korszeletbol a peremen kilépve a mésik korszeletbe jutunk, vagyis
Osszefliggé marad.

Ha Pl-nek az idedlis egyenest valasztjuk, ami a diagramon a korlap pereme, akkor jol lathaté, hogy
P2\ P! = B2 = R%2. (Ez természetesen barmelyik egyenessel miikodik, az idedlis nincs kijeldlve, az
valasztdsunk kérdése.)

2.2. Hogyan néz ki az idealis egyenessel kibovitett sikon a projektiv sik diagramjan bejelolt
Moébius-szalag alaka sav?

Két parhuzamos egyenes kozotti sav, gondolhatnank elsére, de ez nem jé, hiszen a parhuzamos egye-
nesek ugyanabban a pontban metszik az idedlis egyenest. Egy hiperbola két dga altal kozrezart sikrész
viszont megfelel, az aszimptotdk altal meghatarozott idedlis pontokba futnak be az agak.

2.3. Mi a kapcsolat a projektiv sik kiilonb6z6 konstrukciéi k6zott?

(a) Idealis egyenessel kibdvitett sik.

(b) Zart korlap, peremén a szemkozti pontok azonositva.
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(c) Gombfeliilet, a szemkozti pontok azonositva.
(d) R? origén d&tmend egyeneseinek halmaza.

(e) Az [z : y : z] homogén koordindta-harmasok halmaza ([ : y : z] = [rx : ry : rz], ha
0 # r E R’ éS ($7y?z) # (0?070))'

(f) P2 = B2 Ugq M2.

(a)—(c)-t osszekapcesolja az 1.6. (c) pontban leirt vetités. (f)-fel val6 kapcsolat latszik példdul az 1.2.
vagy a 2.2. feladat abrajabdl.

A projektiv sik azonosithaté a vetitési egyenesek halmazaval is, ami éppen (d), ha a vetitési kdzéppont
az origé. Minden egyenest meghatiroz az iranyvektora, ami egy nem 0 vektor, skaldrszorzé erejéig jol
definidlt: igy kapjuk az (e) pontban leirt homogén koordindtdzdsat a projektiv siknak.

(e) és (a) kapcsolatdhoz érdemes tigy gondolni, hogy R3-ban a z = 1 egyenleti sik az zy sik, ekkor
z#0esetén [z :y: 2] € P? az (x/2,9/2, 1) € R? pontnak felel meg a sikon. A z = 0 koordinat4ji pontok
alkotjak az idedlis egyenest. De ez persze csak egy lehetséges valasztas!

(f) kivételével az sszes konstrukcié miikédik mds dimenziékban is, érdemes dtgondolni a P! = S*
projektiv egyenes esetére, vo. 1.6.

Erdemes atgondolni mindegyik konstrukcional azt is, hogy hogyan helyezkednek el a projektiv egye-
nesek abban a modellben.

2.4. Vegyiink a projektiv sikon egy e (projektiv) egyenest, egy rajta kiviili P pontot és P
kériil egy D nyilt kérlapot. Definidlhatunk egy P2\ D — e vetitést: egy ) pont képe a PQ
egyenes és e metszéspontja. Minek felel meg ez a leképezés topoldgiailag?

P2\ D = M? a P ponton atmend egyenesek D-n kiviili részei tekintheték az alkotéinak, e a
kozépvonala, D lezartjanak pereme a Mobius-szalag pereme, a vetités a Mobius-szalag vetitése a kozépvonalara.
Latjuk, hogy a peremkor pontjai dupldn vetiilnek, azonositva egyittal az e = P! projektiv egyenest a
peremkorrel, ha annak atellenes pontjait azonositjuk.

2.5. (a) Héany idedlis pontja van az 2> +y% =9, y = 22 illetve 2y = 1 egyenlet{i gérbéknek?

(b) Mutasd meg, hogy az h(z,y) = ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 egyenletii nemelfajulé
kipszelet tipusa a D = b? — 4ac diszkrimindns elSjelétdl fiigg: ha D > 0 akkor a kiupszelet egy
hiperbola, ha D = 0, akkor parabola, ha D < 0, akkor ellipszis.

Szemléletesen vilagos, hogy a hiperbola 2, a parabola 1, az ellipszis 0 pontban metszi az idedlis
egyenest. A konkrét egyenletekre ezt ki is lehet prébalni a (b) pontra aldbb kozolt szamoldasi eljarassal.

Az egyenlet altal meghatarozott kapszelet tipusat gy lehet megallapitani, hogy megnézziik, hany
metszéspontja van az idedlis egyenessel. Ehhez ki kell terjeszteni a ktupszeletet a projektiv sikra, meg
kell adni az egyenletét homogén koordinatakban. z # 0 esetén [z : y : 2] az (x/z,y/z,1) ponttal egyezik
meg, tehat akkor van rajta a kipszeleten, ha h(x/z,y/z) = 0 teljesiil. Az egyenletet felszorozva z2-tel
homogén egyenletet kapunk, minden tag maéasodfokd, és immar z = O-ra is értelmes a kifejezés: ez a
kupszelet projektivizaltjanak az egyenlete. Ezt kell elmetszeni az idedlis egyenessel, vagyis z = 0-t kell
helyettesiteni, {gy a ax? + bry + cy? = 0 egyenlet marad, ennek megoldasdval kapjuk a képszelet [z : y : 0]
végtelen tavoli pontjait, de csak z és y ardnya szamit. Vagyis elég meghataroznunk z-et y fliggvényében
(y = 0 esetén forditva), a megoldasok szama D el8jelétél fiigg.

Osszesllitotta: Pintér Gergd
pinter.gergo@renyi.mta.hu
matemorfozis.hu
matemorfozis@gmail.com



