Ratz Laszlé Vandorgytilés 2018 julius, Gyor

Magasdimenzios geometria feladatsor
Definiciok
R ={v=(vy,...,09) : v1,...,0q € R}
Skaldris szorzds: u-v = (u,v) = ujv; + ... + ugvg.
Norma: [uf*> =u-u=u?+...+ u2
Tavolsag: d(u,v) = |u—v]|.
Sz6g: cos <(u,v) = 2. feltéve, hogy u,v # 0.

~ fulvp

Hipersik: Adott n € R?\ {0} és A € R. Ekkor a
H={veR!: n-v=2\}

halmaz egy n normalvektoru hipersik. Masképp: H az njvy + ... + ngug = A lineéris, d-
ismeretlenes (ismeretlenek: vy, ..., v4) egyenlet megoldashalmaza.
Zart féltér: Adott n € R\ {0} és A\ € R. Ekkor az

F={veR!: n-v<\

halmaz egy n kiilsé normalvektora féltér.

Skaldris szorzds, tdvolsdg, szdg

1. R3-ban: Ha egy tetraéder két-két szemkozti éle merSleges egymaésra, akkor a harmadik élpar
tagjai is azok. Segitség: 1. megoldas: a bennfoglalé parallelepipedon élei azonos hosszuak. 2.
megoldéds: Ha a(b —c¢) =0 és b(c —a) = 0, akkor c(a — b) = 0.

2. Legyen Py,..., P, sikbeli konvex sokszog, O tetszdleges pont. Igazoljuk, hogy az [O, P
szakaszok Thalesz-koreinek unidja fedi a sokszoget.  Segitség: Ha @) nincs a korok unio-
jaban, akkor az OQP; szog hegyesszog minden i-re, igy az Osszes P; a ()-ra illeszkedd, OQ)
normalvektori egyenes altal hatarolt O-t tartalmazoé félsikban van.

3. Mondjuk ki és igazoljuk a Thalesz-tételt d-dimenzidéban.  Segitség: A [—a,a] szakasz
Thélesz-gombje: {v € R? : v.-v =a-a}. Mésrészt a —ava szog pontosan akkor derékszog,
ha (a+v)-(a—v)=0.

4. lIgazoljuk d dimenzioban a haromszog-egyenlotlenséget.  Segitség:  Fel kell hasznalni a
Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenl6tlenséget, amely szerint |a - b| < |a||b].

5. R%ben hany egy pontbdl indulé félegyenest lehet tigy felvenni, hogy a paronkénti szégek
megegyezzenek? Segitség: Dimenzid szerinti indukcid. vy, ..., v, egységvektorok. Vetitstink
a vy-re merdleges hipersikra: vy’ := vi — vu(v; - vpy) (ez nagyon fontos: a skaldris szorzasnak
ez a képlet a geometriai jelentése). Ekkor a vi’-k azonos hossztiak, és a paronkénti skaldris
szorzataik (Igy a szogeik is) megegyeznek (szamolas, hasznéaljuk: v; - vy = vy - vy, ha i # j és

k#1).
Hipersik

6. Irjuk fel a kor/gémb adott pontbeli érint6-egyenesének /sikjanak az egyenletét.

7. Legyen K konvex halmaz R%-ben, p € R%\ K. Tegyiik fel, hogy a q € K pont a K halmaz
p-hez legkozelebbi pontja. Belatandod, hogy a q-ra illeszkedd, qp egyenesre merdleges hipersik
tamasz-hipersikja K-nak, azaz K az ezen hipersik altal hatérolt egyik (zart) féltérben van.
Segitség: Ha lenne olyan z € K pont, amelyre z- (p —q) > q - (p — q), akkor elegendden kicsi
t >0 szamra q' := q+t(z — q) € K teljesiilne, de q’ kozelebb lenne p-hez, mint q.
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Eqgyebek

8. Mennyi az R3-beli szabdlyos egység élhosszt tetraéder koriilirt gémbjének a sugara? Segit-
ség: 1. megoldas: Agyazzuk be R*-be. 2. megoldds: Agyazzuk be a kockéba.

9. Hogy szélhat a d-dimenziés Euler-formula? Nézziikk meg szimplexre (tetraéder), kockara,
kereszt-politépra (oktaéder).  Segitség:  Tétel: Minden d-dimenziés konvex poliéderre, ha
fo, fis- -y fa1 jeloli a cstcsok, élek,. .., hiperlapok szamat, és (mesterségesen) bevezetjik az
faa= fd = 1 jeloléseket, akkor ZZ__I( 1)'f; = 0. (Kis csalds: nem definidltuk az i-dimenzi6s
lapokat, nem is lenne kénnyti, ezért muszaj a haromdimenzids szemléletre bizni.)

A képlet igazolasa szimplexre: f; = (dH) ezt el kell hinni. Tgy ¢ | (=1)’ fl = (1 —1)4+1,

[gazolas kockara dimenzi6 szerinti indukciéval: Lassuk be, hogy f¢ = 4=l 4 2f471 ahol a
fels6index a kocka dimenzidja.
Igazolas keresztpolitopra hasonléan: f& = 24 + fi-t.

10. Fejezziik ki az a, b vektorokkal az [a, b] szakasz felezOpontjanak a helyvektorat. Fejezziik
ki a szakaszt 3 : 4 aranyban osztd, a-hoz kozelebbi pont helyvektorat. Fejezziik ki az a, b, c
csucsvektorokkal a haromszog c-bol induld sulyvonalat 2 : 5 ardnyban osztd, c-hez kozelebbi
pont helyvektorat. Megjegyzés: Cél a konvex kombinacié bevezetése.

11. Igazoljuk, hogy a d-dimenzids egységgdémb konvex halmaz. Segitség: Haromszogegyen-
16tlenség.

Helly tétele

12. Adott a sikon négy pont. Igazoljuk, hogy kettéoszthatok tigy, hogy a két rész konvex burka
metszi egymast.

13. Adott a térben 6t pont. Igazoljuk, hogy kettéoszthatok tgy, hogy a két rész konvex burka
metszi egymast. (nehéz) Segitség: Feltehetd, hogy Py és Ps a Py P Ps sik, H, két kiillonboz6
oldalan van. Vetitsitk Ps-6t P,-bol kozéppontosan H-ra: Pi. A H sikot a P, P,P; haromszog
oldalegyenesei 7 részre particionaljak. Esetszétvalasztas: nézzitkk meg melyik részbe esik Pi.

Radon-lemma: Adott R%ben d+ 2 pont. Ekkor kettéoszthaték tigy, hogy a két rész konvex
burka metszi egymast. (Erre nem ismerek szép kozépiskolas igazolast.)

14. A Radon-lemma segitségével igazoljuk Helly tételét: Adott R%ben véges sok konvex hal-
maz, Ki,...,K,, ahol n > d + 1. Tegyiik fel, hogy barhogy valasztunk ki koziiliik d + 1-et,
ezek metszete nem tires. Ekkor K7 N...N K, # (.

Segitség: El6szor lassuk be, hogy elég az allitast az n = d + 2 esetben igazolni. Masodszor
adott K7,...,K4.. Legyen P, € ﬂ;”f 215, alkalmazzuk a Radon-lemmit.

15. Tegyiik fel, hogy az Fi, ..., F, félterek fedik R%t, azaz az unidjuk az egész tér. Lassuk
be, hogy kivalaszthaté koziilik d + 1, amelyek fedik R?-t. Segitség: Helly tétele a félterek
komplementereire.

16. Adott véges sok pont R%ben, amelyek koziil barmely d 4 1 lefedhetd egy egységgémbbel.
Igazoljuk, hogy az Osszes is.  Segitség: Cél: olyan pont talalasa, amely benne van a pontok
koriili egységgombok metszetében.

17. Adott véges sok pont pi,...,pPn € R? és egy konvex halmaz, K. Tegyiik fel, hogy a
pontok koziil barmely d + 1 lefedheté K egy eltoltjaval. Igazoljuk, hogy az Osszes is. Segitség:
Eszrevétel: a t + K := {t +k : k € K} eltolt fedi a p; pontot < t € p; — K = {p; — k :
ke K}. Igy a cél: N, (p; — K) # 0.



