Ratz Laszlé Vandorgytilés 2018 julius, Gyor

Magasdimenzios geometria feladatsor
Definiciok
R = {v=(vy,...,vq) : v1,...,0q € R}
Skaldris szorzds: u-v = (u,v) = ujv; + ... + ugvg.
Norma: [ul>=u-u=uf+...+u
Tévolsag: d(u,v) = |u—v]|.
Szog: cos <(u,v) = =¥ feltéve, hogy u, v # 0.

lul[v]”

Hipersik: Adott n € R?\ {0} és A\ € R. Ekkor a

H={veR!: n-v=2)\}

halmaz egy n normalvektoru hipersik. Masképp: H az nijvy + ... + ngug = A linedris, d-
ismeretlenes (ismeretlenek: vy, ..., v4) egyenlet megoldashalmaza.
Zart féltér: Adott n € R\ {0} és A\ € R. Ekkor az

F={veR!: n-v<\

halmaz egy n kiils6 normalvektora féltér.

Skaldris szorzds, tdvolsdg, szdg

1. R%-ban: Ha egy tetraéder két-két szemkozti éle merdleges egymaésra, akkor a harmadik élpar
tagjai is azok.

2. Legyen Py,..., P, sikbeli konvex sokszog, O tetszdleges pont. Igazoljuk, hogy az [O, P
szakaszok Thélesz-koreinek unidja fedi a sokszoget.

3. Mondjuk ki és igazoljuk a Thalesz-tételt d-dimenzidéban.

4. Igazoljuk d dimenzioban a haromszog-egyenlotlenséget.

5. R%-ben hany egy pontbdl indulé félegyenest lehet tigy felvenni, hogy a paronkénti szégek
megegyezzenek?

Hipersik

6. Irjuk fel a kor /gomb adott pontbeli érinté-egyenesének /sikjanak az egyenletét.

7. Legyen K konvex halmaz R%-ben, p € R%\ K. Tegyiik fel, hogy a q € K pont a K halmaz
p-hez legkozelebbi pontja. Belatandod, hogy a q-ra illeszkedd, qp egyenesre mercdleges hipersik
tamasz-hipersikja K-nak, azaz K az ezen hipersik altal hatarolt egyik (zart) féltérben van.

Egyebek

8. Mennyi az R3-beli szabdlyos egység élhosszi tetraéder koriilirt gombjének a sugara?

9. Hogy szélhat a d-dimenziés Fuler-formula? Nézziikk meg szimplexre (tetraéder), kockéra,
kereszt-politépra (oktaéder).

10. Fejezziik ki az a, b vektorokkal az [a, b] szakasz felezOpontjanak a helyvektorat. Fejezziik
ki a szakaszt 3 : 4 ardnyban osztd, a-hoz kozelebbi pont helyvektorat. Fejezziik ki az a, b, c
csucsvektorokkal a haromszog c-bol induléd sulyvonalat 2 : 5 ardnyban osztd, c-hez kozelebbi
pont helyvektorat.

11. Igazoljuk, hogy a d-dimenziés egységgomb konvex halmaz.
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Helly tétele

12. Adott a sikon négy pont. Igazoljuk, hogy kettéoszthatok tigy, hogy a két rész konvex burka
metszi egymast.
13. Adott a térben 6t pont. Igazoljuk, hogy kettéoszthatok gy, hogy a két rész konvex burka
metszi egymast. (nehéz)

Radon-lemma: Adott R%ben d + 2 pont. Ekkor kettéoszthaték tgy, hogy a két rész konvex
burka metszi egymést. (Erre nem ismerek szép kozépiskolds igazoldst.)

14. A Radon-lemma segitségével igazoljuk Helly tételét: Adott R?-ben véges sok konvex hal-
maz, Ki,...,K,, ahol n > d+ 1. Tegyiik fel, hogy barhogy véalasztunk ki koziiliikk d 4 1-et,
ezek metszete nem tires. Ekkor K7 N...N K, # (.

15. Tegyiik fel, hogy az F\, ..., F, félterek fedik R%-t, azaz az uniéjuk az egész tér. Lassuk be,
hogy kivalaszthaté koziiliik d + 1, amelyek fedik R%-t.

16. Adott véges sok pont R%ben, amelyek koziil barmely d + 1 lefedhetd egy egységgdmbbel.
[gazoljuk, hogy az Osszes is.

17. Adott véges sok pont p1, ..., Pn € R? és egy konvex halmaz, K. Tegyiik fel, hogy a pontok
koziil barmely d + 1 lefedheté K egy eltoltjaval. Igazoljuk, hogy az 6sszes is.



