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|. Vektorok, geometriai transzforméacidk

Kiilsé6 Napéleon-haromszog

Egy haromszég oldalaira kifelé szabalyos haromszdgeket rajzoltunk.
Igazoljuk, hogy a szabalyos haromszégek kézéppontjai ismét
szabalyos hdromszéget hataroznak meg.

1. (,vektoros") megoldas:

Be kell 1atni, hogy
(e-v+w)-e=—-v—c-u

Ehhez felhasznaljuk a kovetkezoket:
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|. Vektorok, geometriai transzforméacidk

Kiils6 Napoleon-haromszog elsé megoldas

Egyrészt a hat komplex szdm (vektor) 6sszege nulla:
ut+eu+v+ev+w+ew =0,

(1+e)(u+v+w)=0,
ut+v+w=0.

Masrészt, mivel € hatodik egységgyok 3 = —1, vagyis
S +1=(c+1)(?—ec+1)=0,

Az ¢ 4+ 1 nem nulla, tehat e2 —e+1 =0 illetve 2 + 1 = &.
A bizonyitandé egyenlGséget egy oldalra rendezve valéban latjuk,

hogy
(2+1)v+eutew=c(u+v+w)=0.
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|. Vektorok, geometriai transzforméacidk

Kiilsé6 Napoleon-haromszég masodik megoldas

Most kiszamoljuk elészér a D, E és G pontokhoz tartozd komplex
szamokat. A d — a komplex szdm pozitiv iranyl 60°-os
elforgatottja éppen b — d. Ezt az ¢ segitségével fel tudjuk irni:
e(d —a) = b—d. Ebbdl d, e és g kifejezhetdk:

, e= , &= .
e+1 ce+1 £ ce+1

d_b+€a c+eb a+tec

A DEG haromszog szabalyos, ha a D pont G koriili 60°-os
elforgatottja éppen az E pont, azaz e(d —g) = e — g.

(d—g) eb+e2a—ca—¢e’c eb+c—a—cc .
1) — o g g — .
& e+l e+l g

Ezzel a mdédszerrel sok esetben lehet dolgozni. Pl. Newton-tétel,
kilonféle Ceva-tipust kérdések, oldalakra rajzolt haromszogek,
négyzetek, szabalyos sokszogek kérdései, Mackédsajt-probléma.
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II. Korok és harjaik

Hdarok parhuzamossaga

Az O kézépponti kér két hdrjanak végpontjai legyenek ai, an
illetve by, bp. Mi a parhuzamossaguk feltétele?

Az (a1by) iv egyenlé az (axby) ivvel, tehat aj-et ugyanaz az O
kozépponti forgatas viszi bi-be, amely bo-t ax-be. A két komplex
szam hanyadosa ugyanaz az egységnyi hosszisagi komplex szam
kell, hogy legyen.

by a
— = — & ajax = blbg.
aa b
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II. Korok és harjaik

Kor hdrjaival kapcsolatos segédeszkozok

Tovabbi fontos segédeszkdzok:

Bizonyithaté

Az O kézépponti kér két hdrjanak végpontjai legyenek ai, as
illetve by, bo. A merblegességiik feltétele: aja» + bibo = 0.

Bizonyithaté

Az O kézéppontu kér két hiirjanak végpontjai legyenek ai, ap
illetve by, by. Metszéspontjuk:

_ a1a(b1 + by) — biba(a1 + a2)
diap — b1b2 '

Ha a hdrok merélegesek, akkor ebbdl (is):

ai+a+ b+ b
> )
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II. Korok és harjaik

Haromszogre vonatkozé ismert feladat

Feladat

Igazoljuk, hogy a haromszdg talpponti haromszégének oldalai
merélegesek a haromszdog koré irt kér csiicsokhoz tartozé sugaraira.

Legyen a haromszdg koréirt korének kozéppontja ismét az O pont,
a csticsok a, b és c. A harom helyvektor 0sszege a magassagpontba
mutat, tehat

m=a+b+c.

A magassagpont oldalakra vonatkozé tiikorképei a kordlirt korén
vannak. Két ilyen pontot 6sszekétd szakasz parhuzamos a
talpponti haromszog oldalaval. Belatjuk, hogy az a és b
csticsokhoz tartozd magassagoknak a korrel vett metszéspontjait
0sszekotd hir merdleges a ¢ és —c pontokat 6sszekoté atmérdre:
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II. Korok és harjaik

Hirnégyszog forgatasa

Feladat

Forgassuk el az ABCD hiirnégyszéget a kbzéppontja kériil.
Bizonyitsuk be, hogy az eredeti négyszég oldalegyenesei az
elforgatott négyszég megfelels oldalait egy paralelogramma
csucsaiban metszik.

Legyen a forgatast generald egység-komplex szam e. Ekkor pl. a és
b elforgatottja a’ = ca, illetve B’ = eb. A két hir metszéspontja:

ab(a' +b') — db/(a+b) abe(a+ b)—abe*(a+b)
ab—a'b N ab(1 — £2) N

= 1+E(a—i—b):t(a—l—b).

Rendre kapjuk, hogy x = t(a+ b),y = t(b+c¢),z = t(c + d) és
u=t(d+ a). Ebbdl x —y = u — z, a négyszog paralelogramma.
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II. Korok és harjaik
Tovabbi lehetdségek, feladatok

Sikbeli egyeneshalmaz talpponti alakzata és
metszéspontalakzata,

Simson-egyenes,

Adott korbe irt két egybevagd,azonos korliljarasti haromszog
megfeleld oldalainak metszéspontjai az eredetihez hasonlé
haromszoget hatdroznak meg,

Ennek a haromszognek a magassagpontja a kor kézéppontja,

Brocard-féle pontok.
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[1l. Kori pontnégyes - kettds viszony
Algebrai feltétel arra, hogy négy pont egy korén van

(acb)Z = (adb)Z, ezért b — c vektort

ugyanolyan szogli forgatas viszi (a — ¢)-vel
parhuzamos helyzetbe, mint (b — d)-t °
az (a — d)-vel parhuzamos helyzetbe.
Azaz van olyan € egységvektor, hogy

(b—c)e=Xa—c)és(b—d)e =pu(a—d),

ahol X\ és i valés szamok. Tehat

a—c b-c W
a—d b—d )\

9

valds szam.
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[1l. Kori pontnégyes - kettds viszony

A kettGs viszony

Definicié

Az =5 Z:‘j komplex szamot, az a, b, ¢, d komplex szamok kettés

viszonyanak nevezzik. Jel: (abcd).

Ha%:g:[‘;:pvalés, akkor%:pg%z. Aza—césb—c

vektorok szoge vagy egyenl6 az a — d és b — d vektorok szogével,
vagy azt 180°-ra egésziti ki.

Ha négy pont egy kordn van, akkor kettés viszonyuk valds; ha a
kettds viszonyuk valds, akkor a négy pont vagy egy kérén van,

vagy egy egyenesen.
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[1l. Kori pontnégyes - kettds viszony

Simson-egyenes

Bizonyitsuk be, hogy a haromszdg koré irt kor tetszbleges
pontjabdl az oldalegyenesekre bocsatott merblegesek talppontjai
egy egyenesen vannak.

Bizonyitas: Legyenek az O kdzéppontu
korén a haromszog csicsai a, b, ¢, tovabba
a kori pont, ahonnan a merdlegeseket
allitjuk p. A p-bdl (ab) egyenesére allitott
merdleges a kort masodszor —a—: pontban "~
metszi. A két mer6leges hir metszéspontja

a+b+p— (atb+pp—ab -
2 2p ’

X =
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[1l. Kori pontnégyes - kettds viszony

Simson-egyenes - a bizonyitas folytatasa

A masik két talppont:

(b+c—i—p)p—bcész_ (c+a+p)p—-ca
2p N 2p '

X—z Z £
Az x,y,z egy egyenesen vannak, ha V=2 valés szam.

x—z plb—c)—ab+ca p(b—c)—alb—c)

y—z p(b—a)—bc+ca p(b—a)—c(b-a)

(p—a)(p—c)

(p—c)(b—a)
A (pbac) kori pontnégyes kettbs viszonya - valds - tehat az x,y, z
pontok egy egyenesen vannak.

= (pbac).
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IV. Trigonometriai alkalmazasok

Trigonometriai szamitds komplex szamokkal

Feladat

Szamitsuk ki

2T 4 o 27
cos=- - cos7 + cos—- - cos7 + cos=- - cos=-

pontos értékét.

1 . . L - 2 . )
Legyen most € az elsd hetedik egységgyok: ¢ = cos<F + i - sin<F,
tovabba £’ = 1. Mivel az ¢ egységnyi hossziisagl, ezért
2r . . 2w

E=cos— —i-Ssih— = —
7 7 E.

Ebb&l mar adédik is a sokszor hasznalhaté formula:

B 1 27
E+E=¢e+-=2 cos—.
€ 7

Ezt felhasznalva a kiszdmitandé kifejezés atirhaté:

Kiss Géza Komplex szamokkal elegansabb?



IV. Trigonometriai alkalmazasok

Trigonometriai szamitas folytatasa

241 441 41 56—1—1+56+1 e2+1
2¢ 2¢2 2¢2 2¢3 2¢3 2
Kozds nevezdre hozas utan vegyiik figyelembe, hogy e = 1, igy
b +et 42404+t +14094e"+3+¢
4g5 N

S tetred+e24e+1 _€6+€5+€4+€3+€2+€+1—€5
25 - 2e5

mivel e’ —1= (e —1)(e® + 5 +e* +3+ 2 +e+1)=0ésc # L.
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IV. Trigonometriai alkalmazasok

Szabalyos sokszdgre vonatkozé feladat

Feladat
Legyenek Py, P1, ..., P,_1 egy egységkorbe irt szabalyos n-szég
cstcsai. Igazoljuk, hogy

PoPl ° POP2 ° POP3 © 550 ° POPn_1 = Nn.

Feltehetjiik, hogy a sokszog éppen az n-edik egységgyokok szerint
helyezkedik el és Py = 1. Tekintsiik az f(z) = z" — 1 polinomot,
amelynek gyokei pontosan az n-edik egységgyokok. A gyoktényezos
alakban € az els6 egységgyok, € = cos%’r +i- sin%’r:

fz)=2"-1=(z—1)(z—e)(z—€?)...(z—&"}).

Osszuk el mindkét oldalt (z — 1)-gyel:
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IV. Trigonometriai alkalmazasok

Szabalyos sokszogre vonatkozé feladat folytatasa

fr)= 1 =1

z—1 z—1

-2

2l 2" 4Pz +1=

=(z—¢e)(z—€?)...(z—"h).
Szamoljuk ki kétféleképpen a g(1)-et:
g)=(1—-e)(1-€%)...(1—&"1),
masrészt a g(z) polinom n tagbdl all:
g(ly=1"141"24 +1=n.

Mindkét oldal abszolitértékét véve a jobb oldali tényezék éppen a
PoP; tavolsagok.
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V. Néhany tétel bizonyitasa

Heron-képlet

LN
Helyezziik
el most az OPA, OQB és ORC
haromszogeket Ggy, hogy az
O pont mindegyik haromszogre
legyen a koézéppontban B
és a haromszogek
r hosszisagl befogdja
a valds tengelyre essen.
igy az A, B, C csticsoknak it
megfelelé komplex szamok:

B
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V. Néhany tétel bizonyitasa

Heron-képlet

A=r+(s—a)i,B=r+(s—b)i,C=r+(s—c)i.
A harom komplex szdm argumentumanak Osszege
90° — ¢ +90° — £ 4+ 90° — 7 = 270° — 25+ — 180°.
Szorzasakor az argumentumok 6sszeadddnak, ennek megfelelen a
harom szam szorzatanak képzetes része nulla kell, hogy legyen.

A-B-C=[r+(s—a)ill[r+ (s=b)il[r+(s—c)i] =
=[P —r(s—a)(s—b)—r(s—b)(s—c)—r(s—c)(s— a)|+
+i[r?(s — a) + r’(s — b) + r*(s — ¢) — (s — a)(s — b)(s — ¢)].

A képzetes rész nulla:
rP(s—a+s—b+s—c)—(s—a)(s—b)(s—c)=0.
Atrendezve és s-sel szorozva

r’s?=s(s—a)(s—b)(s—c)=t= \/s(s —a)(s—b)(s—c).
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V. Néhany tétel bizonyitasa

Ptolemaios-tétel

Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges négyszdg atlovektorainak szorzata
a szemkoztes oldalvektorok szorzatanak ésszegével egyenlb, azaz

(a—c)(b—d)=(a—d)(b—c)+(d—c)(b-— a).

A miveletek elvégzése utan a két oldal pontosan megegyezik. Ez
egy algebrai azonossag.

Tétel (Ptolemaios-tétel)

Igazoljuk, hogy hirnégyszégben az atlok hosszanak szorzata a
szemkoztes oldalhosszok szorzatainak ésszegével egyenld.
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V. Néhany tétel bizonyitasa

Ptolemaios-tétel

Tétel (Ptolemaios-tétel)

Igazoljuk, hogy hurnégyszégben az atlok hosszanak szorzata a
szemkoztes oldalhosszak szorzatainak osszegével egyenl6.

Bizonyitas: Legyen
n=(a—c)(b—d),n=(a—d)(b—c)

és zz3 = (d — c)(b — a). Osszuk °
végig az el6z6 feladat azonossagat a z-vel. >
z z :
ad_142 J
Z2 22 V b

A tortek kori pontnégyesek kettds viszonyai
tehat valdsak, sot a rajz szerint poztiiv
szamok. A harom vektor egyezé iranyd,
igy az Osszeg abszolit értéke egyenld

az 6sszeadanddk abszollt értékének
Osszegével.
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V. Néhany tétel bizonyitasa

Newton érintonégyszogekre vonatkozé tétele

Az érinténégyszég beirt kérének kézéppontja rajta van az atlok
felez6pontjait 6sszek6td egyenesen.

Bizonyitas: Valasszuk

origbnak a kor kozéppontjat. Legyenek
az oldalakon az érintési pontok rendre
u,v,w és t. Fejezziik ki a cslicsokat
az érintési pontotk segitségével. 90°-os
pozitiv forgatassal az u parhuzamos
lesz b — u-val, a v pedig v — b-vel.
Tudjuk, hogy |b — u| = |v — b|,

igy az egyenletrendszerbdl:
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V. Néhany tétel bizonyitasa

Newton érinténégyszdgekre vonatkozé tétele - folytatas

Aui=b—ués A\vi=v — b,

u b-—u 2uv
- = = b= .
v v-—b>b u+v
2 2wt 2t
A tobbi csiics ugyanigy:c = w d= w -

a— .
w+t’ t+u

Be kell 14tni, hogy az 4tlok felezdpontjai, f; = 25€, f, = 249 &és az
origd egy egyenesen vannak. Az f; valds szamszorosa f>-nek,
aranyuk valés.

v+ w’

i M (V) (wtt)  (utv) (wv

[ = : = t).
i 2242w~ (tru)(viw) (utt) (wt) (uwnt)

—~

Ez a négy pont egy korén van, a kettds viszonyuk valds.
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V. Néhany tétel bizonyitasa

Newton érinténégyszogekre vonatkozd tétele - megjegyzések

Megjegyzés

Kicsit ligyesebb indulassal el lehet keriilni a bizonyitasban a kettds
viszony hasznalatat. Feltehetjik, hogy a kor egységnyi sugard.
Ekkor tetszbleges z kori pontra Z = % A bizonyitas befejezo sora:

f_ (@+v)(w+t) (utv)(w+t) £

h (E+o)(v+w) (t+u)vtw) K

Tehat az arany valds.

Megjegyzés

A négyszog cslicsa a két érintési pont harmonikus kozepe. A
szamtani kozeplik a szakasz felez6pontja. Mértani kozepiik kettd
van, a két korivet felezd pont. Tehat kori pontok esetén mind a
négy kozép rajta van a két pontot 6sszekdtd szakasz
felezGmerolegesén.

Kiss Géza Komplex szamokkal elegansabb?



VI. Versenyfeladatok megoldasa komplex szdmokkal
Kiirschak Jozsef Tanuléverseny 2003/1.

Feladat

Az EF atméréjii k kért az e egyenes az E pontban érinti.
Tekintsiik az e egyenes dsszes olyan A, B pontparjat, melyre az AB
szakasz az E pontot tartalmazza és AE - EB egy rogzitett allando.
Egy ilyen pontpdr esetén legyen A', illetve B' a k kér
metszéspontja az AF, illetve BF szakasszal. Igazoljuk, hogy az
A'B’ szakaszok egy ponton mennek keresztiil.

A .
1+ai

(=1;0) (1;0)

B
1+bi
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VI. Versenyfeladatok megoldasa komplex szdmokkal

Kiirschak Jozsef Tanuléverseny 2003/1.

Legyen a kor egységnyi

sugart, kozéppontja O pont. Szamoljuk
ki a z komplex szamot. Egyrészt

(—1,0), z és 1 + ai egy egyenesen vannak,

z—(=1) = A(L+ ai — (-1)),

A .
1+ ai

(=1;0) (1;0)
z=MN2+ai)—-1.
Masrészt tudjuk, hogy z-Z = 1. 5 4 bi
Ebbdl mar z szamolhato:
4(2 4 ai) 1 4(2 4 ai) 1 4 1 2+ ai
I = — — = — g — g .
4+ a2 (2 + ai)(2 — ai) 2—ai 2—ai
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VI. Versenyfeladatok megoldasa komplex szdmokkal
Kiirschak Jézsef Tanul6verseny 2003/1. -folytatas

A masik metszéspontra: v = %fg; Az 1,v,—1 négy kori pont. A

(zv) és (—1,1) harok metszéspontja

zv(-1+1) - (-Dl(z+v) z+v
zv — (—1)1 v+ 1

m =

Behelyettesités utan

Stal 4+ 3E% 842ab 4+ ab

2+ai 24 bi ~g_ T 4_ab
staiste+1 8—2ab 4-—ab

A feladat szovege szerint ab rogzitett, igy ez a pont nem fligg az A
és B pontok valasztasatél. Az a és b kiilonbozo eldjelli valdsak, igy
a nevezd nem lesz nulla.

m =
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VI. Versenyfeladatok megoldasa komplex szdmokkal
Arany Déniel Matematikai Tanuléverseny 2017/18. Haladdk Ill. kategéria 2. feladat

Feladat

Az ABCD derékszdgii érintétrapéz alapjai AB és CD (AB > CD),
az alapokra merdleges szar AD. A trapézba irt kér az AB alapot
P-ben, a CD alapot R-ben érinti. A szdrakon lévé érintési
pontokat 6sszekotd szakasz a PR szakaszt M-ben metszi.
Bizonyitsuk be, hogy A, M és C egy egyenesbe esik.

Legyen a trapézba
irt kor kdzéppontja O,

sugara 1, alapjai parhuzamosak . i o
a valds tengellyel, ) z4i
AD szara parhuzamos M z
a képzetes tengellyel. -1 )
A kor érintési pontjai rendre \
z,i,—1,—i, az abra szerint. A A )
2zi e B

csticsok: a=—1—i,c= =

Kiss Géza Komplex szamokkal elegansabb?



VI. Versenyfeladatok megoldasa komplex szdmokkal
Arany Déniel Matematikai Tanuléverseny 2017/18. Haladdk Ill. kategéria 2. feladat

M pont a kér harjainak metszéspontja:
—z(i—i)—(=i(z=1) _ —(z=1) _ z-1

m= —z—1 —z—1 = z+1
Szamoljuk ki az CMR szbg tangensét: ) P o 2
. i z+1
o _zEl H LN -
j—z=L T . z=1 T iz—z+i4+1
—=i = z+1 -1 o
(- 241 \ :
T+ i)i-2)1—-0) (z+na-i
Végil a PMA szbg tangense:
r P i(z4+1) z+1 B z+1
St El4i iz4itz-1 z+l+i-iz (241 -i)
1

Az A, M és C pontok egy egyenesbe esnek.
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VI. Versenyfeladatok megoldasa komplex szdmokkal
Egy feladat a KéMaL-bdl

Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges négyszdg csticsaibol képzett
haromszégek Feuerbach-kérei egy ponton mennek at.

Legyenek a négyszog oldalainak és
atléinak felezépontjai: fi, f, f3, f4, f5, f5.
Az O pontot Ggy valasszuk meg, hogy L
az f, f, fs illetve az f1, fs, f5 pontokon
atmend Feuerbach-koérdk az fi-en kiviil
O-ban messék egymast. (Az O egybe is
eshet fi-gyel.) Elegendd azt megmutatni,
hogy a két kor k6zés O metszéspontjan
pl. az (fif3f5) kor is dtmegy. A bizonyitas
az (f3fafp) korre hasonléan menne.
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VI. Versenyfeladatok megoldasa komplex szdmokkal
Egy feladat a KéMaL-bdl

Az (ofsfifa), (ofafsfy) kettds viszonyok
valésak.Bizonyitandd, hogy az (of3fs512)
kettGs viszony is valés. Tudjuk, hogy

i fe—h

fofifr) = — : =)AER

lofhfh) =7 = R
fi i fo

fafsfi) = — : = R.

(ofh) = C

Szorozzuk Ossze a két egyenléséget:
fs (6 —A)(fa —f5)
b (fe—f)(fa—h)
Tudjuk, hogy f4 — f5 = fg — f>, mivel kozds alapi haromszogek
koézépvonalvektorai és ugyanilyen okbdl fs — fi = f3 — f5, tovabba
fa — i = f3 — f,. Ezeket behelyettesitve az egyszeriisités utan
fs -1

h fi—h

= AL

= A\ € R, ez éppen az(ofzfs1y).
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VIl. Tovabbi lehetéségek

Haromszogek hasonlésaga

Az (xyz) és (x'y'z') azonos iranyitasi haromszogek akkor és csak

akkor hasonlék, ha az x — z vektort ugyanaz a forgatva nyujtas
viszi 4t az y — z —be, mint amelyik x’ — z/ -t az y/ — 2/ —be. Ez
azt jelenti, hogy van olyan f komplex szam, amellyel
fix—z)=y—zésf(x'—2)=y' — 7. Ebbdl pedig

x—z x —-Z
y—z y -2

Feladat

Az (0a1by1), (0azby), (0asbs egy kézés csticcsal rendelkezé egyezé
koriiljarasd haromszégek, tovabba az ai, as, as csticsok egy
egyenesre illeszkednek. Mutassuk meg, hogy a by, bo, b3 csticsok is
kollinearisak.
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VIl. Tovabbi lehetéségek

Szabalyos haromszogre feltétel

Feladat

Mutassuk meg, hogy az (abc)/\ akkor és a csak akkor szabalyos,
ha a® + b? + c? = ab + bc + ca.

Megoldas: Ha az (abc) haromszég szabalyos, akkor egyben (abc)
és (bca) haromszogek hasonldak is. Hasznaljuk az el6z6 feltételt:

a—c b—a

b—c c—a

Beszorzas és rendezés utan
—a’>+2ca—c® = b%®— ab— bc + ca,
2%+ b? + ¢c? = ab + bc + ca.

Mivel az atalakitasok oda-vissza elvégezhetdk és az (abc)
haromszog akkor és csak akkor hasonlé a (bca) haromszéghdz, ha
a haromszog szabalyos, kaptunk egy , kényelmes" algebrai feltételt.
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VIl. Tovabbi lehetéségek

Szabalyos haromszogre vonatkozé feladat

Feladat

Egy ABC haromszég oldalai f6lé szerkesztett négyzetek
kézéppontjai szabalyos haromszéget alkotnak. Mit mondhatunk az
ABC haromszégrél?

Megoldas: Legyen az eredeti haromszog (abc), a
négyzetkdzéppontok altal meghatarozott pedig (xyz). Ha x az
(ab) oldal folé szerkesztett négyzet kozéppontja, akkor x — a
merGleges b — x —re és vele egyenld hosszlsagl.

b+ ai

(x — a)i X X =4
B B c+ bi a+ci
és ugyanigy: y = z= )
gyaniey: y =1 1+i
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VIl. Tovabbi lehetéségek

Szabalyos haromszdgre vonatkozé feladat folytatasa

Annak feltétele, hogy (xyz) szabalyos legyen
x2—|—y2—|—z2 = Xy + yz + zx.
Behelyettesitve és (1 + i)2-nel beszorozva:
b? + 2abi — a® + ¢ + 2bci — b? + a* + 2cai — ¢* =
= bc + b%i 4 cai — ab + ca+ c?i + abi — bc + ab + a%i + bci — ca.
Rendezve és i-vel egyszerlisitve pontosan:

%>+ b%> + c® = ab + bc + ca.

Megjegyzés

Az (abc) haromszog szabalyossagara ismert masik feltétel: ha
w= cos%7r +i- sin%“, az els6 harmadik egységgyok, a haromszog

pozitiv koriiljarasu szabalyos, akkor és csak akkor, ha

a+wb+w?c=0.

Kiss Géza Komplex szamokkal elegansabb?



VIl. Tovabbi lehetéségek

Egyenes egyenlete a komplex szamsikon

Legyen egy egyenes normalvektora n, adott pontja a. A z pont az
egyenesen van, ha

z—a=\in.
Vegyiik mindkét oldal konjugaltjat, majd kiiszoboljiik ki a A-t.
z—a=—\in,
A(z—a)+n(z—3a)=0="nz+nz="na+na=t.
A t valds szam, mert konjugaltak Osszege. Az egyenes egyenlete:
nz+ nz =t.

Megforditva, ha n # 0 és t valds, akkor az n normalvektor( és
a= 2—% pontl egyenes egyenlete

Bz 4 nZ =Tiad na ﬁt+nt t+t ‘
nz+nz=na+na=—+—=—-—+4+ - =1t.
2n  2n 2 2
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VIl. Tovabbi lehetéségek

Kor egyenlete a komplex szamsikon

A c kozéppontl p sugari kor egyenlete: |z — c| = p, amit irhatunk
(z-c)z—0) = /2

z-Z—C-z—cZ+c-c—p>=0.

Jeldljilk a ¢ - € — p? valds szamot s-sel. A kor egyenlete igy:
z-Zz—¢c-z—c-z+s=0.

Megforditva, ha c- ¢ — s > 0, akkor a fenti alakil egyenlet mindig
kor egyenlete, mert ¢ - € — s = p? helyettesitéssel az egyenlet

|z — ¢| = p alakra hozhaté. Ha s = 0, akkor a kor atmegy az O
ponton.
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VIl. Tovabbi lehetéségek

Az egyenes és a kor kozos egyenlete

Osszefoglalva: az egyenes és a kor , kdzds" egyenlete
pzz—Ccz—cZz+s=0
alakban adhaté meg. Az egyenes esetében
p=02ésc#0.
c s

A kor esetében a kor kdzéppontja 5 sugara 76 -2

:
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VIl. Tovabbi lehetéségek

Az inverzid

Ha O a komplex szamsik nullpontja és az alapkér sugara 1, akkor

az inverzid
, 1

z

V4

alakban adhat6é meg. A z és z’ ugyanazon az O-bdl indulé

félegyenesen vannak: ha z irdnyszoge o, akkor Z irdnyszoge —¢ és

7 o r_ 1o« . . / . P . ‘g
végll a z' = = iranyszoge ismét . Milyen hatassal van az inverzié

a korre és az egyenesre? Induljunk ki a kozos egyenletiikbol!
pzz—¢z—cz+s=0.

Az inverz pontokra

Beszorzas utan:
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VIl. Tovabbi lehetéségek

Az inverzid

szz—¢cz—cz+p=0.

Kovetkeztetések:
a.) az O-n adtmend egyenes (p = 0,s = 0) képe 6nmaga;

b.) az O-n 4tmend kor (s = 0) képe az O-n at nem mend egyenes;

c.) az O-n it nem mend egyenes (p = 0,s # 0) egyenes
képe az O-n 4tmend kor;

d.) az O-n &t nem mend kor (p # 0,s # 0) inverze az O-n at nem
mend kor.
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