Véges geometriak, akdrmerre nézek? — Ratz
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Csajbok Bence *

Egy szabalyos n-szog két csticsdnak a tavolsagan azt a legkisebb k nem-
negativ egészt értjiik melyre 1étezik olyan k- % fokos a sokszog kdzéppontja
koriili forgatas mely az egyik cstcsot a masikba viszi.

1. Feladat: Egy szabdlyos n-szog rész m-szdgét teljesen szabdlytalannak
nevezziik ha barmely két csiicsdnak a tavolsaga kiilonbozs. Adjunk (n-t6l
fiiggs) felsG becslést m-re.

2. Feladat: Talaljunk maximalis méretd teljesen szabdlytalan sokszoget
a szabdlyos T-szogben, illetve a szabalyos 13-szdgben.

Megoldas: Legyenek a szabilyos 7-sz6g csiicsai valamely koriiljaras sze-
rint 1,2, ..., 7 szdmokkal jeldlve. Ekkor az 1,2, 4 csticsok altal meghatarozott
haromszog teljesen szabdlytalan. A szabdalyos 13-szoghoz lasd. [2]. O

3. Feladat: Legyen R egy teljesen szabalytalan (n 4 1)-szog egy S
szabélyos (n?+n+1)-szégben. Bizonyitsuk be, hogy S barmely cstcsparjahoz
pontosan egy olyan a n;’f?;l tobbszorosével vett elforgatottja van az R-nek
amely csiicsai kozott szerepel ez a csiicspar. Bizonyitsuk be, hogy R barmely
két kiilonbozs, a n23£211 t0bbszordsével vett elforgatottjanak pontosan egy
kézos cstcsa van.

A Kklasszikus projektiv sikon (amit az euklideszi sik idedlis pontokkal és
az idedlis egyenessel vett bovitésével kapunk) a pontok és egyenesek illesz-
kedésére teljesiil, hogy:

e Bérmely két kiilonb6z§ ponthoz pontosan egy egyenes illeszkedik.
e Bérmely két kiilonboz6 egyeneshez pontosan egy pont illeszkedik.

Ezt a két tulajdonsagot megtartva definialjuk az absztrakt projektiv sikot. Le-
gyen P egy halmaz (elemeit pontoknak nevezziik) £ pedig P részhalmazainak
egy halmaza (elemeit egyeneseknek nevezziik), a kovetkezs tulajdonsagokkal:
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P1: P béarmely két kiillonboz6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van
E-nek, amely mindkettst tartalmazza.

P2: £ barmely két kiilonb6z6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van
P-nek, amely mindkettében benne van.

P3: Létezik 4 eleme P-nek melyek koziil semelyik 3 nem esik egy egye-
nesre. (Ezt miért vessziik hozza?)

A (P, &) part (absztrakt) projektiv siknak nevezziik ha kielégiti a fenti
axiomakat. Ha P (és igy & is) véges, akkor véges projektiv sikrol beszéliink.

Nagy bettikkel pontokat, kis betiikkel egyeneseket fogunk jeldlni. A geo-
metriai sz6hasznalattal élve, P € e esetén azt mondjuk, hogy P illeszkedik
e-re; ha van f, hogy P,Q, R € f, akkor P, @ és R kollinearisak, stb.

4. Feladat: Mutassuk meg, hogy véges projektiv sik minden pontjara
legalabb 3 egyenes illeszkedik és minden egyenes legaldbb 3 pontot tartalmaz.

5. Feladat: Mutassuk meg, hogy minden véges projektiv sikhoz van
olyan n pozitiv egész amelyre:

e Minden egyenesnek n 4 1 pontja van.
e Minden pontra n + 1 egyenes illeszkedik.
e A siknak n? 4+ n + 1 egyenese és ugyanennyi pontja van.

Ezt az n szdmot a sik rendjének nevezziik.

6. Feladat: Mutassunk 2-, illetve 3-rendd véges projektiv sikot. Le
tudjuk-e rajzolni cket?

A (P,€) és (P, ") projektiv sikokat izomorf-nak nevezziik, ha van olyan
7w: P — P’ bijekcio amely megtartja az illeszkedéseket, vagyis P,Q, R € P
pontok pontosan akkor vannak egy egyenesen ha w(P),7(Q),n(R) € P’
pontok is egy egyenesre illeszkednek.

7. Feladat: Mutassuk meg, hogy a 2-rendd projektiv sik izomorfia
erejéig egyértelmd.

Megoldas: Legyen (P, &) és (P, &) két 2-rendd projektiv sik. Azt kell
megmutatnunk, hogy létezik olyan 7: P — P’ bijekci6 amely megtartja az
illeszkedéseket. Valasszunk Pi, Py, P3, Py € P illetve Q1,Q2,Q3,Q4 € P’
altalanos helyzetd pont négyeseket (tehat koziiliik semelyik 3 sem illeszke-
dik egy egyenesre). Ha A és B pontok, akkor jeloljiik (A, B)-vel az Gket
tartalmazo egyenest. Az axiomak miatt Py := (Py, P2) N (Ps, Py), Ps :=
(P1, P3) N (Pa, Py) és Py := (Py, Py) N (Ps, P3) pontoknak is létezni kell és
ez 3 kiilonb6z6 pont kell legyen P-ben, melyek Pi, Po, P53, Py pontoktdl kii-
16nboznek és egy egyenesre esnek. Hasonloan, Q5 := (Q1,Q2) N (Q3, Q4),



Qs = (Q1,Q3)N(Q2, Q1) &s Q7 := (Q1, Q1) N(Q2, Q3) a Q1, Q2, Q3, Q4 pon-
toktol kiilonb6z6 harom pont melyek egy egyenesre esnek. Legyen 7(FP;) =

Q; minden i € {1,2,3,4,5,6, 7}-re. Kénnyen lathato, hogy m megtartja az
illeszkedéseket. O

A 2-rendii véges projektiv sikot Fano-siknak is nevezik. Ezt a sikot az
alabbi abraval is szemléltethetjiik (az egyenesek a szabélyos haromszog ol-
dalai, magassagvonalai és a beirhato kore):

8. Feladat: Legyen S olyan ponthalmaz az n-rendd véges projektiv
sikon mely minden egyenest metsz. Mutasd meg, hogy |S| > n+ 1 és egyen-
16ség esetén S egy egyenes. (Mi az éllitas dudlisa és igaz-¢ ez az &llitas?)

Megoldas: Tegyiik fel, hogy |S| < n+ 1 és vegyiink egy e egyenest ami
S két pontjat koti dssze (S nyilvan nem &llhat egyetlen pontbol). Ekkor
vagy S = e és készen vagyunk, vagy létezik P pont, hogy P € e\ S. Utobbi
esetben "nézziink koriill" P-bél: az e egyenesen kiviil P még n db egyenesre
illeszkedik, melyek mindegyike kell, hogy tartalmazzon legaldbb egy S-beli
pontot. Azt kaptuk, hogy |S\ e] > n. De S\ e mérete legfeljebb n — 1, ami
ellentmondaés. O

9. Feladat: Ki lehet-e szinezni az n-rendd véges projektiv sik pontjait
pirossal és kékkel tgy, hogy mindkét szint hasznaljuk és minden egyenes
pontosan ugyanannyi piros pontot tartalmaz? (Segit az el6adas cime!)

10. Feladat: Legyen S olyan ponthalmaz az n-rendd véges projektiv
sikon, melyet minden egyenes legfeljebb k£ pontban metsz. Bizonyitsd be,

hogy
S| <(n+1)(k—1)+1

és egyenlGség esetén k osztja n-et.

11. Feladat: Legyen n péros és S olyan (n + 1)-méretd ponthalmaz az
n-rendd véges projektiv sfkon melyet minden egyenes legfeljebb 2 pontban
metsz. Bizonyitsd be, hogy S érint6i (vagyis az S-et pontosan 1 pontban
metszd egyenesek) konkurensek.



12. Feladat: Hogyan csalt a btivész? [2]

13. Feladat: Hofehérke és a hét torpe erdébeli hdzukban élnek. 16
egymast koveté nap mindegyikén minden térpe eldéntotte, hogy aznap a
gyémantbanyaban dolgozzon, vagy bogyodkat gytjtsén az erd6ben. Barmely
két (nem feltétleniil egymast kovets) napon legalabb harom térpe mindegyi-
ke mindkét munkat végezte. Tovibba az els§ napon mind a hét tdrpe a
gyémantbanyaban dolgozott. Bizonyitsd be, hogy a 16 nap valamelyikén
mind a hét térpe bogyokat gytjtott. (Megoldds a lap aljan.)

14. Feladat: Valaki gondol 0 és 15 kozott egy pozitiv egész szdmra. El
lehet-e donteni 7 elére megadott elddntendd kérdéssel, melyek koziil egyre
hazudhat az illets, hogy melyik szamra gondolt?

Legyen Q véges halmaz, melyet dbécé-nek neveziink. Tekintsiik a Q ele-
meibdl alkotott n-hosszu sorozatokat /vektorokat/szavakat, melyek Gsszessé-
gét Q" = Q x Q x ... x Q-val jeloliink. Keét Q"-beli sorozat Hamming
tdvolsdga azon koordinatak szama, melyekben a két sorozat eltér. A 14. fel-
adatban n = 7, @ = {0,1} (igen/nem). Ez osszesen 27 = 128 lehetséges
sorozat, melyb6l 16 db kitlintetett, melyek a 0,1,...,15 szdmoknak felelnek
meg (feltessziik a 7 kérdést és helyesen valaszolunk mindegyikre, megnézziik
milyen 7 hosszu sorozatokat kapunk ha a gondolt szam 0, 1, ...15). Ha va-
lamelyik kérdésre hamis valasz is érkezhetett, akkor abban az esetben fogjuk
tudni visszakédolni az iizenetet, ha barmely két kitiintetett vektor egymastol
vett Hamming tavolsaga legalabb 3.

Tehat a kitiintetett szavak koré irt 1 sugart Hamming gémbék diszjunk-
tak kell, hogy legyenek. Ezek mérete 147 = 8. Mivel 16-8 = 128, azt kapjuk,
hogy ezek hézag mentesen lefedik {0,1}7-et. Vagyis {0,1}7 barmely szava-
hoz taldlunk pontosan egy kitiintetett szo6t amely téle legfeljebb 1 Hamming
tavolségra van.

Ko6dnak Q™ részhalmazait nevezziik. Legyen C egy kod, ekkor a C-be
tartozo szavakat kodszonak hiviuk. A C minimdlis tdvolsdgdnak a kodszavai
kozt felléps legkisebb Hamming tavolsagot nevezziik. A C-koéd e-hibajavitd,
ha minim4alis tavolsidga legalabb 2e + 1.

FEgy sz6 sulydn a nem nulla koordinatéinak a szamét értjiik.

15. Feladat: Ha a C C Q" kod e hibat javit, akkor

|C|§ BIEEER

egyenlGség esetén C kodot perfekt-nek nevezziik.



16. Feladat: Legyen C C {0,1}7 egy 16 méretti perfekt 1-hibajavito
kod amely tartalmazza a (0,0,0,0,0,0,0) vektort. Mi koze van C 3-stulyu
szavainak a Fano-sikhoz?

A 13. Feladat megoldasa: Feleltessiink meg a 16 napnak 16 darab 7
hosszt 0 és 1 szamjegyekbdl allé sorozatot, tigy hogy a k. sorozat j. eleme
legyen 0 ha a k. napon a j. torpe a banyaban dolgozott és legyen 1, ha bo-
gyot szedett. Ezeket a sorozatokat kddszavaknak fogjuk hivni. A megadott
tulajdonsagok miatt az elsé k6dsz6 csupa 0-bol &ll, illetve a 16 kédszo koziil
barmely kettének a Hamming tavolsidga legaldbb 3. Azt kell megmutatnunk,
hogy a kédszavak kozott szerepel a csupa 1 sorozat. Természetesen ha tala-
lunk 16 db 7 hosszu ko6dszot melyek teljesitik a megadott tulajdonsagokat,
akkor a koordinatdk tetszéleges permutacioja utan (mindegyik kodszo ese-
tén ugyanazt a permutaciot alkalmazva) is 16 megfelels kodszot kapunk, a
Hamming tavolsagokat ugyanis ez a mtivelet valtozatlanul hagyja.

Mivel a csupa 0-bol allo sorozat kodszd, ezért nem lehetnek 1-saly1, il-
letve 2-sulyt kodszavaink (ezek Hamming tavolsiga a csupa 0 kodszotol 1,
illetve 2).

A folytatashoz elGszor a 16. Feladatot oldjuk meg. Az el6z6 oldalon
szerepld gondolatmenet miatt minden széhoz kell, hogy taladljunk pontosan
egy olyan kodszot, ami téle legfeljebb 1 Hamming tavolsiagra van. Tekintsiik
a 2-sulyu szavakat, ilyenbol (;) = 21 van. Mindegyikiikh6z egyértelmi-
en tartozik egy 3-sulyd kdédszd, amely téle pontosan 1 Hamming tavolsigra
van. Minden 3-stlyt kédsz6é pontosan 3 db 2-stlyt kdédszotél van 1 Ham-
ming tavolsagra. Tehat a 3-sulya kodszavak szama 21/3 = 7. Megmutatjuk,
hogy barmely két 3-stlya kbédszéhoz 1étezik pontosan egy koordindta mely-
ben mindkét kodszéban 1l-es &ll. Ehhez gondoljunk a 7 db koordinatara
mint pontokra, a 7 db 3-stly( kédszéra pedig mint ezen pontok 3-elemt
részhalmazaira, melyeket egyenesnek fogunk hivni. Tehat ha egy kodszo-
ban az i., j. és k. koordinataban szerepel 1-es, akkor az ennek a kédszo-
nak megfelel6 egyenes az i., j. és k. pontokat tartalmazo6 részhalmaz lesz.
Lattuk, hogy barmely két pontra pontosan egy egyenes illeszkedik. Ebbdl
rogton kovetkezik, hogy barmely két egyenes legfeljebb egy kozds pontot
tartalmazhat. Megmutatjuk, hogy barmely két egyenes pontosan egy ko-
z0s pontot tartalmaz. Indirekt tegyiik fel, hogy léteznek e = {Pi, Py, P3}
és f = {Q1,Q2,Q3} egyenesek, ahol i € {1,2,3}-ra P, és Q; a 7 pon-
tunk valamelyike és { Py, Py, P3} N {Q1,Q2, @3} = 0. Lattuk, hogy minden
i,j € {1,2,3} par esetén létezik pontosan egy a Pi-t és -t tartalmazo egye-
nes. Osszesen 9 ilyen pontpér van, nekiink viszont csak 5 db az e-t6l és f-t61
kiilénbo6z6 egyenesiink, tehat a skatulyaelv miatt lesz két kiilonbdzé pontpér
melyeket ugyanaz a g ¢ {e, f} egyenes tartalmaz. Ekkor viszont g Ne és



gN f valamelyike két pontot is tartalmaz, ami ellentmondés, hiszen barmely
két ponthoz egyértelmien 1étezik rajuk illeszkedd egyenes. Mivel nincsenek
diszjunkt egyenesek, ezért barmely egyenes komplementere 4 olyan pontbél
all, melyek koziil semelyik 3 sem illeszkedik egyazon egyenesre. Belattuk
tehét, hogy a 7 pontunk és a 3-stlyu kédszavaknak megfelel§ részhalmaza-
ik kielégitik a P1, P2, P3 axiémakat, vagyis pontjaink és egyeneseink egy
Fano-sikot alkotnak. A 7. Feladat szerint ezek a sikok izomorfia erejéig egy-
értelmiiek, vagyis a koordinatdk egy alkalmas permutaciéja utan feltehetjiik,
hogy a 3-sulyu kodszavak (a 2. Feladatban leirt modell alapjan) a kovetkezo
métrix sorai lesznek:

1101000
0110100
0011010
0001101
1000110
01 00O0T171
1010001

Most megmutatjuk, hogy nem lehetnek 5-silyt kodszavaink. Ehhez hasz-
nalni fogjuk a kovetkezs jelolést: Ha A és B (pont)halmazok, akkor szim-
metrikus differencidjuk AAB = (A\ B) U (B \ A). A korabbi reprezentaci-
onkkal élve, egy 5-sulyi kodszd megfelelne a Fano-sikon egy 5 pontbol allé
S ponthalmaznak, melyre igaz, hogy a Fano-sik barmely e egyenese esetén
|SAe| > 3. Ez utobbi felel meg annak a feltételnek, hogy az S-nek megfe-
lel§ kodszo és a 3-silya kddszavak Hamming tavolsaga legalabb 3. Mivel &
komplementere két pontbdl 4ll, ezért a 8. Feladat szerint biztosan lesz olyan
f egyenes, ami ettdl a két ponttol diszjunkt. Ekkor f pontjait tartalmazza
S és igy [SAf| = 2, ami ellentmondas.

Megmutatjuk, hogy az egyenesek komplementereinek megfelels 7 db 4-
sily sz6 mindegyike kodszd kell, hogy legyen. Vegyiink egy e egyenest és
jeloljiikk komplementerét e-val, mely 4 altalanos helyzetd pont. Minden sz6-
hoz, igy az e-nek megfelel§ szdhoz is, létezik olyan kédszé ami téle legfeljebb
1 Hamming tévolsagra van. Egy 4-stlya kodszotol 1-tavolsagra 1évs szavak
3 vagy 5 sulytak (egy l-et valtoztatunk O-ra, vagy egy O-t l-re). Mint lat-
tuk 5-stlyt kédszavak nincsenek, a 3-stulytak pedig a Fano-sik egyeneseinek
felelnek meg, tehat € vagy dnmaga is kddsz0, vagy egyértelmien létezik egy
olyan f egyenes, melyre |fAé| = 1. Konnyen lathato, hogy |fAe| = 3, ha
e # fés |fAe] = 7T hae = f. Ez altal tovabbi 7 kodsz6t kaptunk meg,
melyeket az alabbi matrix sorai szemléltetnek:



0010111
1001011
1100101
1110010
0111001
1011100
0101110

Tekintsiik most a 6-sdlya szavakat. Ilyenbél 7 db van és mivel mar csak
egy kédszavunk maradt, biztosan tudunk vélasztani olyan 6-silyd szot, ami
nem kodszé. Mivel ehhez a szohoz is kell, hogy legyen legfeljebb 1 Hamming
tavolsagra kodszo, és mivel 5-silyt kédszavaink nem lehetnek, ezért a csupa
1-b6l all6 sorozat kodszo kell, hogy legyen. O

A 14. Feladat megoldasa: Irjuk egymas ald az el6z6 feladatban kapott
16 db. kodszot. Az els6 4 koordinata semelyik két kodszoban sem egyezik
meg, {gy ezeket 2-es szdmrendszerben leolvasva pont a 0,1,...,15 szdmokat
kapjuk. Jeloljitk i-vel azt a {0,1,...,15}-beli szimot melyet ily modon az i.
sorboél kapunk. Tekintsiik most ennek a 16 x 7-es tabldzatnak az oszlopait.
Mindegyik oszlopban 8 db. 1-est latunk és minden oszlop lekédol egy kér-
dést a kovetkezdé modon: Ha az i. oszlopban az i1,1%9,...,ig-adik sorokban
szerepel 1-es, akkor az i. kérdésben arra kérdeziink ra, hogy a gondolt szam
a {i1,42,...,ig} halmazba tartozik-e. A véalaszoknak megfelelGen készitsiink
el egy 7 hosszi sorozatot, melyben a j. helyen alljon 1-es, ha igen volt a
valasz és alljon 0 nemleges valasz esetén. Ha minden kérdésre helyes valasz
érkezik, akkor pont a 16 kodsz6 valamelyikét kapjuk vissza. Ha valamelyik
kérdésre hazug valasz érkezik, akkor olyan sorozatot kapunk, amely a gondolt
szamnak megfelel6 kodszotél 1 Hamming tavolsagra van és igy egyértelmien
megtudjuk mondani, hogy melyik ez a kodszé, melybél azt is, hogy mi volt
a gondolt szam. O

17. Feladat: 7 mérkézéses TOTO bajnoksagon, ahol minden meccs
kimenetele 2-féle lehet, hany szelvényt kell kitélteni, hogy biztosan legyen
koztiik 6 taldlatos?

18. Feladat: A gyémantbanyiban beszakadt az egyik tarna, hogy ezt
helyrehozzak két héten keresztiill minden nap 4 ember munkajara van sziik-
ség. Hofehérke is bedll segiteni a torpéknek. Helyre tudjak-e hozni a banyat
azzal a feltétellel, hogy Hofehérke és a 7 torpe kozil barmely harom személy
pontosan egyszer dolgozik ugyanazon a napon?

19. Feladat: Le lehet-e rajzolni a Fano-sikot "egyenes" egyenesekkel?

Emlékezziink vissza a "klasszikus" (euklideszi sikbol kapott) projektiv



sik kévetkezd modelljére: A 3-dimenzios euklideszi térben legyenek az origén
dtmend egyenesek a "pontok", az origén dtmend sikok az "egyenesek". Ekkor
teljesiilnek a P1, P2 és P3 axiomak. A pontokat homogén koordinatakkal
irjuk le, vagyis (a: b: ¢) ugyanazt a pontot jeloli mint (Aa: Ab: A¢) minden
nem nulla valés A\ szamra. Ezekre gondolhatunk gy, mint a 3-dimenziés euk-
lideszi tér origén atmend egyeneseinek az iranyvektoraira. Vannak egyenes
egyenletek is, melyekre gondolhatunk gy mint a megfelel§ origén atmend
sikok normal vektoraira, ezeket szintén homogén koordinatakkal irhatjuk le,
melyeket szogletes zardjelbe tesziink. Tehat (a: b: ¢) pont illeszkedik az
[x: y: 2] egyenesre pontosan akkor, ha ax + by + cz = 0.

Mikor lesz 3 pont kollinearis? Ezt a kérdést ugy is feltehetjiik, hogy
mikor lesz 3 az origén atmend egyenes egy sikban. Természetesen akkor, ha
az egyenesek iranyvektorai linedrisan Osszefiiggenek. Tehat ¢ = 1,2,3-ra az
(ai: b;: ¢;) pontok pontosan akkor illeszkednek egy egyenesre, ha

ay az as
by by b3
i C2 (3

métrix determindnsa 0. Legyen M egy invertalhaté 3 X 3-as matrix és te-
kintstik a projektiv sik pontjain azt a bijekciot mely az (a: b: ¢) ponthoz
az M(a: b: ¢)T pontot rendeli, ahol T a transzponaltat jeléli. Az elgbbiek
alapjan vilagos, hogy ez egy egyenes tarté bijekcié a sik pontjain. Nem nehéz
linearis algebrai feladat megmutatni, hogy ha Pi, Py, P3, Py és 1, Q2, @3, Q4
altalanos helyzetd pont négyesek, akkor létezik olyan M matrix, hogy az al-
tala definialt egyenes tarté bijekciénél P; képe Q;.

A 19. Feladat megoldasa: Tegyiik fel, hogy sikeriilt lerajzolni a Fano-
sikot az euklideszi sikon ugy, hogy a Fano-sikon egy egyenesre illeszkedd pon-
tok az euklideszi stkon is egy egyenesre illeszkednek. Bévitsiik ki az euklideszi
sikot projektiv sikké idedlis pontok és az idedlis egyenes hozzavételével. Az
el6z6 bekezdés szerint létezik olyan egyenes tarté bijekcié a projektiv sik
pontjain mely a Fano-sik 7 pontja koziil 4 altalanos helyzettit a kdvetkez6
4 altalanos helyzeti pontba visz: (0: 0: 1), (0: 1: 0), (1: 0: 0) és (1: 1: 1).
Ekkor a 7. Feladatban latott gondolatmenethez hasonléan lathatjuk, hogy
a Fano-sik fennmarad6 3 pontja a (1: 1: 0), (1: 0: 1) és (0: 1: 1) pontok-
ba megy &4t. Mivel ez a 3 pont a Fano-sikon és {gy az euklideszi sikon egy
egyenesre illeszkedett, ezért képeik is kollinearisak kell, hogy legyenek, vagyis

1 10
1 01
0 11



métrix determinansa 0 kell, hogy legyen. Ez a determinans —2, ami ellent-
mondés. (Kivéve ha 2 = 0, lasd. alabb.) O

A 19. Feladat megoldasa el6tti gondolatmenetet megismételhetjiik a va-
l6s szamtest helyett mas szamtesttel is. Véges szamtestek esetén (példaul
barmely p primszdmra a modulo p maradékosztalyok az &sszeaddsra és a
szorzasra nézve) véges projektiv sikot kapunk. Ha a szamtest elemszédma
q, akkor ezt PG(2, g)-val jeloljiik. g-elemii test pontosan akkor létezik, ha ¢
primhatviny és ez a test lényegében egyértelmd. Megjegyezziik, hogy vannak
nem testre épitett véges projektiv stkok is.

20. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy PG(2, ¢) rendje ¢. Koordinatazzuk
a Fano-sikot a 2-elemii testtel.

21. Feladat: A salakmotoros péalyan egyszerre 3 versenyzé fér el. Leg-
alabb hany futamra van sziikség, ha azt szeretnénk, hogy 9 versenyz§ koziil
barmely 2 legalabb egyszer szerepeljen kézos futamban?

Hagyjuk most el egy n-rendd véges projektiv sik egyik egyenesét és a ra
illeszkeds n + 1 pontot. Ekkor marad n? pontunk és n? + n egyenesiink, a
kovetkezs tulajdonsagokkal:

A1: Barmely két pont pontosan egy egyenesre illeszkedik.

A2: Barmely e egyeneshez és ra nem illeszked6 P ponthoz létezik pon-
tosan egy f egyenes mely nem metszi e-t és P € f.

A3: Van 3 nem kollinearis pont.

A fenti axiomaknak eleget tevs illeszkedési struktardkat n-rendd véges
affin siknak nevezziik. Barmely véges affin sikbol a "szokasos" modon (idedlis
pontokkal és az ideélis egyenessel bovitve) megkaphatjuk a projektiv lezdrtjdt
ami egy véges projektiv sik. A PG(2, ¢)-bol kapott véges affin sikot AG(2, q)-
val jeloljiik. Ez utobbit az euklideszi sik (ami szintén affin sik, de persze nem
véges) mintajara ugy is megkaphatjuk, ha a pontok koordinatait a g-elemt
testbdl valasztjuk, az egyenesek egyenleteit e felett a test felett irjuk fel és a
fellépd miiveleteket ebben a testben végezziik el. Hasonl6an definidlhatunk
n-dimenziés affin teret is, melyet AG(n, ¢)-val jeloliink.

22. Feladat: Mutassuk meg, hogy AG(3,2) sikjai is megoldast adnak a
18. Feladatra. Hogyan lehet ezt lerajzolni?

23. Feladat: Mi a helyzet, ha 16 salakmotoros szeretne 4 f6s pélyan
versenyezni gy, hogy barmely két versenyzé legaldbb egyszer szerepeljen
kézos futamban?

24. Feladat: 4 mérkszéses TOTON, ahol minden meccsnek 3 kimenetele
lehet, legalabb hany szelvényt kell kitolteni, hogy biztosan legyen legalabb 3
talalatunk?



25.

Feladat: Legfeljebb hany SET kartyat lehet ugy kivalasztani, hogy

ne legyen benne SET? Minek felel ez meg?

26.
27.

Feladat: Hogyan lehet Dobble paklit késziteni?
Feladat: Egy n x n-es tablazatba 0-kat és 1-eket irunk. Bizonyitsd

be, hogy legfeljebb % (1 4 v/4n — 3) db. 1l-est irhatunk le azzal a feltétellel,
hogy ne legyen koztiik 2 oszlop és 2 sor melyek keresztezési mezGiben csupa
1-es 4ll. Elérhet6 ez a korlat?
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