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A Geogebra szerkesztoprogram alkalmazdsa nehéz geometriai problémak
megoldasa és szerkesztése soran (Ratz Laszlo Vindorgyiilés, 2018, Gydr)

I.  Altaldnos megjeqyzések

Az elbadasban szdba keriilt a geometria oktatasanak egyik alapvetd problémaja, az, hogy a
matematika oktatasaban ma ez a terillet érzékelhetéen hattérbe szorult. Ez részben
tananyagcsokkentésben, tankonyvekkel, feladatgytijteményekkel kapcsolatos problémakban, €s
nem utols6 sorban a didkok hozott tudasanak és érdeklédésének hianyaban nyilvanulhat meg.

Az elbadd véleménye szerint a geometriat érdekessé és szemléletessé kell tenni, ehhez pedig
minden olyan eszkozt helyes és célszerii felhasznalni, amellyel ez a cél elérhet6. Természetesen a
szemléltetd eszkdzok hasznalata nem helyettesiti a logikus gondolkodast, a szigoru bizonyitast, a
feltételek vizsgalatat, altalaban a geometriai ismereteket.

A szemléletesség a tablai korzo és vonalzo, illetve kréta hasznalatan tul jelentdsen novelhetd azzal,
ha a Geogebra szerkesztOprogram alapjan készitett rajzokat tanulmanyozunk tandran vagy
szakkoron. A szerkesztéprogram ingyenesen és szabadon let6lthetd a
https://www.geogebra.org/download internetes oldalrdl, ahol mindig tébb program aktuélisan
legfrissebb véltozata taldlhatd. Ezek kozil legjobban hasznalhatonak a Geogebra Classic 5
mondhat6. Az eléadashoz készitett ppt-bemutatd 25. didjan vetitési tzemmaodban tébb internetes
oldal is megnyithatd. Ezek jelentés része angol nyelvii, de vannak magyar nyelvii Geogebra-
anyagok is, peldaul dr. Szilassi Lajos tanar Ur nagyszerit munkai. Praktikus regisztralni a Geogebra
let6lt6 oldalon, mert ezzel barmely, az oldalra foltett bra, animacio, szemléltets, és az oktatasban
kivaloan hasznalhat6 anyag elérhet6 és letdltheto.

Megjegyzendd, hogy ugyanez az oldal androidos okostelefonra telepitheté Geogebra programokat
is felkinal (példaul Graphing Calculator, Geometry, 3D Graphing), ezeket a Google Play
szolgéaltatassal tolthetjlk a telefonra. Nem mellesleg ugyanezen szolgaltatassal olyan nagyszert, a
tanulok szemléletét formalo és logikus gondolkodasat fejlesztd geometriai jatékok telepithetdk a
telefonra, mint a Pithagorea, Pithagorea 60, és az Euclidea.


https://www.geogebra.org/download

d)

f)

A Geogebraval készitett munkak lehetnek munkalapok, munkalapok képeinek exportalasaval
készult és kinyomtatott rajzok, diasorozatok, amelyeken egy didba egy feladat, tétel
bizonyitasanak 0sszes lépése exportalt és pontosan egymasra illesztett rajzok egymasutanjaval
mutathaté meg. Utobbi olyan modszertani lehetéséget is rejt magaban, hogy a diat bemutatva €s a
hozza fizott magyardzat mértékét a csoport képességeihez igazitva hdzi, vagy szorgalmi
feladatnak is adhatd a teljes bizonyitas leirdsa. Ha egy feladat bizonyitasardl a megoldasi Iépések
sorrendjében képeket akarunk exportalni és azt didba akarjuk illeszteni, akkor el0szor készitsiik el
egy munkalapon a teljes rajzot. Ezutdn az ,,Alakzat mutatisa” funkcié (jobb egér gomb)
kikapcsolasaval tegylink ,,lathatatlanna” majdnem minden alakzatot, ezutdn pedig a megoldas
Iépéseinek sorrendjében fokozatosan tegylk lathatova a bizonyitds szempontjabdl fontos
alakzatokat. Az igy el6allo egy-egy rajzot a megoldas aktualis fazisanak megfeleléen exportaljuk
png formatumban, ,,nem atlatsz6” moddon, majd mentsiik. Ekdzben a munkalap rajza mar ne
modosuljon. A képeket egy didba pontosan egymasra illesztve a feladat bizonyitdsanak lépései
szépen és latvanyosan megjelennek. Ha szép és attekinthet6 rajzokat szeretnénk, akkor az egyes
alakzatok betiijelét a ,,Szoveg” funkcio segitségével ,,Latex” formatumban célszerii megjeleniteni.
Mind az alakzatok, mind a beszlrt szoveges tartalmak méretét, szinét, vastagsagat a program
segitségével szabalyozhatjuk.

Egy feladathoz készitett Geogebra-munkalap nem csak pontosabb, mint a koérzével, vonalzoval,
ceruzaval létrehozott rajz, hanem a legtobb esetben Uj 6sszefliggések felismerésére is 6sztondzhet
diakot és tanart egyarant.

Az eddigiek alkalmazasa a diakok szamara latvanyos, de egyes csoportoknal passziv befogadast
is jelenthet (hozzatéve persze, hogy aktiv és érdeklddd tanulok, csoportok a rajzok, munkalapok,
didk alapjan kérdéseket fognak foltenni, mas csoportokat pedig ilyen kérdések feltevésére a
tanarnak kell 6sztonozni). Ezért az el6ado azt javasolja, hogy a Geogebra hasznalatat tanitsuk meg
a didkoknak, segitstink nekik, hogy a program hasznalhatdsagat, érvényességi korét megértsék és
aktivan alkalmazni tudjak.



1.

Il. Feladatok és az eléadishoz szerkesztett ppt bemutatdval kapcsolatos megjeqyzések

Az ABC haromsz6g BC és CA oldalan rendre ugy helyezkednek el a D és E pontok, hogy
DAEx = 10°, DABx = 70°, DBE<x = 20°, vegil ABEx = 60°.
Hatarozzuk meg az ADE x-¢t. (Google+Mathematics)

Megjegyzések:

a)

b)

Az Arany Daniel Matematikaverseny 1995-1996-0s versenyének egy feladataval rokon, abban a
feladatban DAE« = 30°, DAB< = 50°, DBEX = 40°, és ABE< = 40°.

A feladathoz kapcsolodo 6. dian szerepel egy Geogebra-munkalap. Ezt diavetités tizemmddban
megnyitva és a kérdéses szoget kijelolve a Geogebra ,, kozelito” valaszt ad a feladat kérdésére.
Ez nyilvan nem helyettesiti a bizonyitast. Ugyanitt megrajzolhatjuk az eredetivel egybevadgé ABC
haromszoget és a DAE« = 20°, DABX = 60°, DBE< = 30°, ABEx = 50° sz0gek felvétele utan
ezuttal is kitiizhetjiik feladatként az ADE< meghatarozasat.

Az ABC haromszogben CAB4 = 40° és CBA4 = 80°, a haromszog kordlirt korének kdzéppontja
az 0 pont. A CBA4 szogfelezbje a D pontban metszi az AC oldalt. Bizonyitsuk be, hogy a DOB
haromszog kordlirt korének kozéppontja az ABC haromszdg C pontbdl indulé magassagvonalara
illeszkedik. (NMMV-2017-Somorja)

Az ABC haromszdg két szoge BAC<« = 15° és ABC<x = 30°. A C pontban az AC oldalra bocsatott
merbleges az AB szakaszt a D pontban, az AB szakasz felezdmerdlegese a CD egyenest az E
pontban metszi. Hosszabbitsuk meg az AB szakaszt a B ponton tll a BC szakasz hosszaval, az igy
kapott pont legyen G. Bizonyitsuk be, hogy B;G; E; C a pontok egy AB -2 atméréjii kordn
vannak. (KOMAL. B.-4810.)

Megjegyzések:

a)

A 9. dian a feladathoz készitett munkalap van. Ezt diavetités médban megnyithatjuk és a csuszka
animélasanak bekapcsolasaval szemléltethetjiik a megoldas alapétletét, vagyis az ABC
haromszog B pont korlli negativ iranyl 60°-os elforgatasat. Ezutan a megoldast a diara
pontosan egymasra illesztett képek korrekt elemzésével (vetitési lzemmddban) tehetjik teljessé.



Az ABCD négyzet AB és BC oldalan rendre folvettiik az E és F bels6 pontokat ugy, hogy

BE = BF
teljestiljon. Az AE és BE szakaszokra a négyzet belsejébe megszerkesztjik az AEG és BEH
szabalyos haromszogeket, majd a BF és CF szakaszokra is megszerkesztjilk a BFK és CFL
szabalyos haromszdgeket, de most Ugy, hogy a szabalyos hdromszdgek K és L csucsai a négyzet
kiils6 pontjai legyenek. Mutassuk meg, hogy a GH és LK egyenesek merdlegesek egymasra.

Megjegyzések:

a)

b)

d)

a 10. dia vetitésekor (a 4. példa bevezetéseként) egy régi feladat szemléltetése lathatd, amely egyes
sz0gek megallapitasa utdn konnyen megoldhatd. A didba illesztett Geogebra-munkalap az
elozohoz hasonloan a csuszka animalasaval a megoldas elforgatasi otletét szemlélteti.

A 11. dia toébb szempontbdl is jol hasznalhat6 tanitasi 6ran: utal arra, hogy a 10. dia feladata
hogyan hatott egy mésik feladat megsziiletésére, tovabba itt is felhasznaljuk az elforgatés otletét,
amelyet a dian levo munkalap megnyitasaval tanulmanyozhatunk.

A munkalap csuszkajanak animélasakor a BG és BH szakaszok fordulnak el 90°-kal a B pont
koril negativ irdnyba és az animacio kijeloli G, H pontok nyomvonalat.

Hazi, illetve szorgalmi feladatnak adhat6: keressiink dsszefliggéseket a feladat azon modositasa
soran készllt rajzon, amelyben az AB és BC szakaszokra 3-3 szabalyos haromszoget illesztlnk.

Az ABCD harnégyszdgben megrajzoljuk az ADB<« és ACB<« szogfelezoit, ezek a szogfelezOk az
AB oldalt rendre az E és F pontokban metszik. Hasonldképpen a CBD< és CAD<«x szdgfelez6i a
CD oldalt rendre a G és H pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy az E; F; G; H pontok egy
koron vannak. (KOMAL. B.-4765.)

Megjegyzések:

a)

b)

A 12. dian vetitési mddban annak az esetnek a targyaladsa mutathaté be, amikor a hiirnégyszog
AB és CD egyenesei nem parhuzamosak, a parhuzamos eset Iényegében trivialis.

A beillesztett munkalapon az példaul az E; F; G pontok koré irt kort megrajzolva a ,, kapcsolat
ket alakzat kozott” funkcio segitségével ellendrizhetjiik (kifejezetten szemléltetd jelleggel €5 nem
a bizonyitas szandékéaval), hogy ezen a kéron rajta van a H pont is. Ugyanitt szemléltethetjuk azt
is, hogy az A; B; C; D pontok barmelyikének elmozditasaval az E; F; G; H pontok mindig
harnégyszdget alkotnak.

Az ABCD huarnégyszogben az AC és BD &tlok metszéspontja M. Megrajzoltuk a CAD<« és ACB<
szogfelezoit, ezek a szogfelezok az ABCD hurnégyszog koralirt korét rendre az E és F pontokban
metszik. Bizonyitsuk be, hogy az EF egyenes merdleges az AMD<X felezdjére.

(KOMAL. B.-4818.)

Megjegyzések:

a)

A példa az eléz6 feladat kiindulo dtletének (hurnégyszogben bizonyos szogek felezdinek
berajzolasa) nyoman sziletett.



Az ABCD hirnégyszog szemben levd oldalai nem parhuzamosak, az AC és BD atloinak
metszéspontja M, a BC oldal felezOpontja E, a DA oldal felez6pontja F. Az EM és DA, illetve FM
és BC egyenesek metszéspontjai rendre G és H. Bizonyitsuk be, hogy az E; F; G; H pontok egy
korre illeszkednek. (2015 januari KOMAL-javaslat)

Megjegyzések:

a)

b)

a 14. dian egy, az erdélyi Matlap-bdl szdrmazo feladat szemléltetése taldlhato, amelynek az a
Iényege, hogy ha egy trapéz két szarat azonos aranyban osztjuk fol 2-2 ponttal, akkor a pontok
Osszekotésével kapott alakzat is trapéz. Az eredeti feladat csak annak bizonyitasa volt, hogy
w5
GB  \a/’
A bizonyitashoz felhasznaltuk a Menelaosz-tételt.

A 7. feladat az eléz6 erdélyi versenyfeladat otletébdl sziiletett, bizonyitdasa kissé hosszadalmas
(ezért a 15. dia csak a feladat allitasat szemlélteti), tobbszor felhasznélja a Menelaosz-tételt.

Az ABC hegyesszogli haromszog BC oldala, mint atméré folé rajzolt k, kor az AC oldalt az E
pontban, az AB oldalt az F pontban metszi. Legyen az AEF haromszdg korulirt kore k,. Az E
ponton at rajzolt tetszleges egyenes a k, és k; koroket rendre a P és Q pontokban metszi.
Mutassuk meg, hogy a PQ szakasz felez6pontja az ABC haromszodg Feuerbach-koreére illeszkedik.

(Art of Problem Solving)

Megjegyzések:

a)

b)

A 16. dia a forras megnevezésén tul a feladathoz készitett teljes rajzot tartalmazza ugy, hogy a rajz
megjelenése utan a kovetkezo kattintaskor a rajz eltiinik és megjelenik két Geogebra munkalap (ez
megjelenés-eltiinés technikailag az animdciok meniipontban allithato be).

Az elsé munkalap megnyitasakor a P pont animalasaval (jobb egér gomb) szemléltethetjik a P
pont lehetséges helyzeteit. Az animalas leallitasa utan az algebra ablak felhasznalasaval tegyik
lathatéva a g egyenest, a Q pontot, a h szakaszt és az M pontot (ebben a sorrendben célszerti).
Ezutdn az M pontra ,,aktivizaljuk” a nyomvonal funkciot (jobb egér gomb) és a P pontot Ujra
animaljuk. Ezzel szemléletesen bemutathatjuk, hogy az M pont nyomvonala a P pont mozgasa
sordan egy kor, amely athalad az oldalfelezé pontokon, a magassagok talppontjain (és a
magassdgpontot a csucsokkal Osszekoto szakaszok felezopontjain, utobbiak a munkalapon
nincsenek megjeldlve), ez a kor pedig a Feuerbach kor.

A didan szereplé mdsik munkalapot megnyitva végig kovethetjuk a megoldas menetét, kilonos
tekintettel a PFQ és HF B hasonl6 haromszogekre, amelyekben FM és FN a megfeleld oldalakhoz
tartozé sulyvonalak (az N pont a H magassagpontot a B csuiccsal dsszekotd szakasz felezépontja,
ezen Feuerbach-kor biztosan atmegy).



Az ABC hegyesszogii haromszog magassagvonalainak talppontjai a BC, CA, AB oldalakon rendre
D,E,F, az ABC haromszdg magassagpontja M. Jellje az AB, mint atmér6 folé rajzolt kort k4, a
a DEM haromszog koralirt korét k,. Vegyik fol a k, kérnek a D pontot nem tartalmaz6 EM ivén
az E, M pontoktol kiilonb6z6 P pontot. A DP egyenes a k, kort masodszor a Q pontban metszi és
legyen a PQ szakasz felezOpontja R.

Mutassuk meg, hogy az AQ, MP, FR egyenesek egy pontban metszik egymast.

Megjegyzések:

a)

10.

A feladat dtlete az el6zo dian szereplo masodik munkalap rajza alapjan sziiletett.

Legyenek az ABC hegyesszogli, nem egyenld szara haromszog BC,CA és AB oldalainak
felezépontjai rendre D, E és F, a haromszog korulirt kdrének kdzéppontja O, magassagpontja M.
Az ABC haromszog korulirt korehez az A pontban huzott érint6 és EF metszéspontja P, a korulirt
kdrhéz a B pontban huzott érinté és FD metszéspontja Q. Mutassuk meg, hogy a PQ egyenes
merdleges az OM egyenesre.

Megjegyzések:

a)

b)

11.

A feladat azon észrevétel nyoman jott létre, hogy az ABC haromszdg egy csucsaban a korulirt
korhoz, a csucshoz tartoz6 magassag talppontjaban a Feuerbach-korhoz hizott érinték a kérdéses
magassag egyenesével azonos nagysagu szoget zarnak be.

A 18. dian vetités izemmodban a bizonyitas Iépéseit tanulmanyozhatjuk, kézben felhasznaljuk a
pont korre vonatkozd hatvanyanak fogalmat, valamint azt, hogy két (nem koncentrikus) kor
hatvanyvonala a centradlisukra merdleges.

A hegyesszogli ABC haromszog B és C csucsabol indulé magassagvonal talppontja az AC, illetve
AB oldalon rendre D és E, a BC oldal felezOpontja F. Az AF és DE szakaszok metszéspontja M,
az M pontnak a BC szakaszra es6 mer6leges vetiilete N. Bizonyitsuk be, hogy az AN szakasz felezi
a DE szakaszt.

Megjegyzések:

a)

b)

A 19. dia vetitésekor a megoldas lépései jol nyomon kévethetok. Felhasznaljuk, hogy az ABC
hegyesszogii haromszog talpponti haromszégének DE oldala az AC; AB oldalakkal rendre g; y
szOgeket zar be, és ezért az ADE, illetve ABC h&romszdgek hasonldk, tovabba azt, hogy a hasonlo
haromszogekben a megfelelo oldalakhoz tartozo sulyvonalak az oldalakkal azonos nagysagu
szOgeket zarnak be (ezt a 8. feladatban is felhasznaltuk).

A bizonyitas soran a DE szakasz felezépontjat G-vel jel6ltik, és Iényegében azt bizonyitottuk, hogy
AGN<« = 180°.



12.

A hegyesszogii ABC hdromszdg B és C csucsaibol indulé magassdgainak talppontja az AC, illetve
AB oldalon rendre D és E, a BC oldal felezOpontja F. Az AF és DE szakaszok metszéspontjat
jelolje M, az M pontnak a BC szakaszra es6 meréleges vetiiletét N, az N pont mer6leges vetiilete
az AC és AB oldalakon rendre P és Q.

Bizonyitsuk be, hogy az APQ haromsztg magassagpontja M. (vietnami versenyfeladat)

Megjegyzések:

a)

b)

13.

A 12. feladathoz tartoz6 20. dian lathaté munkalapot megnyitva a rajz segitségével és a
parhuzamos szelok tételének, valamint a tétel megforditasanak tobbszori alkalmazasaval
bizonyitjuk, hogy QM || BD, valamint PM || CE, ebb6l mar kévetkezik, hogy M az APQ haromszdg
magassagpontja (ez lehet egy érdekléds osztalyban, csoportban kijelolt szorgalmi feladat is). A
megoldds kozben haszndljuk az elézé feladat egyik eredményét, vagyis azt, hogy a DE szakasz
felezépontjat G-vel jeldlve az ADE, illetve ABC hasonld haromszdgekben az AG, valamint AF
szakaszok megfeleld oldalakhoz tartozo sulyvonalak és ezért példaul GAEX = FACK.

Az eredeti vietnami versenyfeladat annak bizonyitasa volt, hogy MN felezi a PQ szakaszt, ez is
konnyen belathato, ha a 12. feladattal készen vagyunk, hiszen ennek eredmeénye példaul az, hogy
PMQN négyszdg parallelogramma.

Az ABC hegyesszogli haromszog korlirt korének kozéppontja 0, magassagpontja M.

Tukrozzik az A pontot a BC oldal felezomerdlegesére, a B pontot a CA oldal felezémerdlegesére,
vegul a C pontot az AB oldal felezémerdlegesére, a tiikkorképpontok rendre A4, B, C;. Legyen az
A,B,C, hdromszog beirt korének kdzéppontja K. Bizonyitsuk be, hogy az O pont felezi az MK
szakaszt. (KOMAL-B. 4708.)

Megjegyzések:

a)

14.

A 21. dia vetitésekor a megoldas egyes lépései logikus sorrendben pontosan egymas utan jelennek
meg. Bizonyitjuk, hogy az A; pontnak a korulirt kdr kdzéppontjara vonatkoz6 tukorképe es a
magassagpontnak a BC oldalra vonatkoz6 tiukdérképe azonos (ez a pont a korulirt kbrén van).
Felhasznaljuk még, hogy az ABC haromszog talpponti haromszdge beirt korének kdzéppontja az
ABC haromszdg M magassagpontja.

Az ABC hegyesszogli haromszog koriilirt korének kozéppontja 0, magassagpontja M.

Tukrozzik az A pontot a BC oldal felezOmerdlegesére, a B pontot a CA oldal felezémerdlegesére,
vegul a C pontot az AB oldal felez6merdlegesére, a tikkorképpontok rendre A4, By, C;. Mutassuk
meg, hogy az ABC haromszdgnek az A, ponthoz tartoz6 Simson-Wallace-egyenese meréleges a
B, C; egyenesre.

Megjegyzések:

a)

Az eldz6 feladatbeli A4, By, C; pontokrol van szo, de itt mas 0sszefuggésre mutathatunk ra. A 22.
dian elészor azt latjuk be, hogy az AA* egyenes parhuzamos az ABC haromszognek az A; ponthoz
tartoz0 Simson-Wallace-egyenesével (ez a Simson-Wallace-egyenes altalanos tulajdonsaga).
Ezutan elegend6 belatni, hogy az AA™ egyenes athalad a kordlirt kor kdzéppontjan, tovabbé azt,
hogy példaul az AB,C; hdromszdg egyenld szaru.
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15.

Az AB atfogoju derékszogili haromszog BC befogdjan ugy vesszik fol a € pontbdl kiindulva a
D; E pontokat ebben a sorrendben, hogy DAC« = EAD& = BAE<.

A C csucsbdl az AD szakaszra, a D pontbol az AB atfogora bocsatott meréleges talppontjai
rendre F; K. A CK egyenes az AE szakaszt a H pontban, a H ponton keresztil az AD-vel
parhuzamosan huzott egyenes a BC szakaszt az M pontban metszi. Igazoljuk, hogy a CHM
haromszdg korulirt korének kbzéppontja az F pont.

Megjegyzések:

a)

b)

16.

Afeladat a Google+ internetes forum Mathematics nevii k6zosségi oldal egy feladatahoz készitett
rajz alapjan jott létre. Az eredeti feladatban csak annyit kellett bizonyitani (lasd a didba illesztett
munkalapot, vagy a dia rajzait vetités modban), hogy 2CF = DK.

A munkalap megnyitdsakor tovabbi szép 6sszefliggéseket talalhatunk: a CH és AF egyenesek
metszéspontjat R-rel, a CN és AE egyenesek metszéspontjat S-sel jelolve belathatjuk, hogy
RS||BC, valamint, hogy SM L BC. Ezeket (és a munkalapon talaltak alapjan megfogalmazhatd
mas allitasokat) szemlélteté modon ellendrizhetjiik a Geogebra ,, kapcsolat két alakzat kozott™
funkciogjaval, ez azonban a bizonyitas kotelezettsége alél nem mentesit.

Adottak a k;; k, korok, amelyek egymast a B pontban kiviilrdl érintik. A B ponton keresztil két
szeldt huzunk, amelyek a kq; k, kdroket rendre az A; C és E; D pontokban metszik. A korok
egyik kozos kiils6 érint6jének a kq; k, korokkel valo érintési pontjai rendre F és G.

Mutassuk meg, hogy az ABC haromszognek az F ponthoz, és az EBD haromszignek a G
ponthoz tartozé Simson-Wallace-egyenesei merélegesek egymasra.

Megjegyzések:

a)

b)

A 24. diaba illesztett munkalapot nyissuk meg vetités Uzemmddban. Az algebra ablak segitségével
tegylk lathatova az [ egyenest, az F; G pontokat, az f;; hy; kq; j; Szakaszokat, az L; My; Ny; O
pontokat és az a; B; y; & derékszogeket. A megoldas ezutan a kerileti és kdzépponti szogek
Osszefliggései alapjan kénnyen bizonyithatd.

A munkalapon az AC €és ED egyenesek parhuzamosak, ez éppen a Geometriai Feladatgyiijtemény
. kdtete 1034. feladatanak allitésa.
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