Ratz Laszl6 Vandorgyiilés

Véges és végtelen, diszkrét és folytonos valdsziniliség hataran

Sztranyak Attila
Budapesti Berzsenyi Déniel Gimnazium

2017-07-07

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 1/81



@ A prezentacidhoz megirt programokrél

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 2/81



@ A prezentacidhoz megirt programokrél

© Néhany bevezetd feladat

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 2/81



@ A prezentacidhoz megirt programokrél
© Néhany bevezetd feladat

© Valasszunk véletlenszeriien...

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 2/81



© A prezenticidhoz megirt programokrdl
© Néhany bevezetd feladat
© Valasszunk véletlenszeriien...

@ Par szimulcié

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 2/81



@ A prezentacidhoz megirt programokrél
© Néhany bevezetd feladat

© Valasszunk véletlenszeriien...

@ Par szimulcié

© Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 2/81



-
@ A prezentacidhoz megirt programokrél
© Néhany bevezetd feladat
© Valasszunk véletlenszeriien...
@ Par szimulcié
© Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

© Monte Carlo

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 2/81



-
@ A prezentacidhoz megirt programokrél
© Néhany bevezetd feladat
© Valasszunk véletlenszeriien...
@ Par szimulcié
© Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...
© Monte Carlo

@ Hivatkozasok

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 2/81



A prezentaciéhoz megirt programokrél

A prezentacié programjainak forrasfajlairdl

@ A prezentacié megtalalhaté a ...

Sztranyak Attila (BDG) Ratz Laszl6 Vandorgyiilés 2017-07-07 3/81



A prezentaciéhoz megirt programokrél

A prezentacié programjainak forrasfajlairdl

@ A prezentacié megtalalhaté a ...
http://matek.berzsenyi.hu/tanarok/sztranyak/rlv-2017

Sztranyak Attila (BDG) Ratz Laszl6 Vandorgyiilés 2017-07-07 3/81



A prezentaciéhoz megirt programokrél

A prezentacié programjainak forrasfajlairdl

@ A prezentacié megtalalhaté a ...
http://matek.berzsenyi.hu/tanarok/sztranyak/rlv-2017
@ mig a programok forrasfajlai (C++) a ...

Sztranyak Attila (BDG) Ratz Laszl6 Vandorgyiilés 2017-07-07 3/81



A prezentacié programjainak forrasfajlairdl
@ A prezentacié megtalalhaté a ...
http://matek.berzsenyi.hu/tanarok/sztranyak/rlv-2017

@ mig a programok forrasfajlai (C++) a ...
http://matek.berzsenyi.hu/tanarok/sztranyak/rlv-2017 /szimulaciok

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 3/81



A prezentaciéhoz megirt programokrél

A prezentacié programjainak forrasfajlairdl

@ A prezentacié megtalalhaté a ...
http://matek.berzsenyi.hu/tanarok/sztranyak/rlv-2017
@ mig a programok forrasfajlai (C++) a ...

http://matek.berzsenyi.hu/tanarok/sztranyak/rlv-2017 /szimulaciok
honlapokon
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Varhatoéan...

Feladat
Varhatéan hanyast dobunk egy szabalyos hatoldali kockaval dobva? J
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Feladat
Varhatéan hanyast dobunk egy szabalyos hatoldali kockaval dobva?
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Néhany bevezet6 feladat

Varhatdan...

Feladat
Varhatéan hanyast dobunk egy szabalyos hatoldali kockaval dobva?

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitas bevezetése)
1
e P(1)=P(2)=..=P(6) = 6= barmi varhaté
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Varhatéan hanyast dobunk egy szabalyos hatoldali kockaval dobva? J
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1
e P(1)=P(2)=..=P(6) = 6= barmi varhaté
@ Sokszor elvégezve a kisérletet mi az atlagos kimenet? =
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Varhat6 érték

Feladat

Véarhatdan hanyast dobunk ketté/harom/.../n darab szabalyos hatoldald
kockaval dobva?
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Varhat6 érték

Feladat

Véarhatdan hanyast dobunk ketté/harom/.../n darab szabalyos hatoldald
kockaval dobva?

o A definicié alapjan: P = F
e E(2)=17, E(3)=10,5 ... E(n)=3,5-n
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Varhato érték

Feladat

Varhatéan héanyast dobunk kettd/hdrom/.../n darab szabalyos hatoldald
kockaval dobva?

o A definicié alapjan: P = F

e E(2)=17, E(3)=10,5 ... E(n)=3,5-n

@ n paros: = legvaldsziniibb (kozéps6) kimenet

@ n paratlan: = két legvaldsziniibb kimenet atlaga
° Ez mindig igy van?

° Mi a helyzet végtelen kimenet esetén?
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Varhat6 érték

Feladat
Mennyi a kovetkezd végtelen Gsszeg értéke?

s=1-tyo. by by oy Ly
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Dobjunk fel egy érmét az elsé fejig

Varhatdan hanyszor dobtunk kézben?

1000-szer elvégezve a kisérletet Osszesen
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Varhato érték

Feladat

Mennyi a kovetkezd végtelen Gsszeg értéke?

s=1-tyo. by by oy Ly

(8 osztdly - Valésziniiségszamitds bevezetése, Osszegzések)

@ Az Osszeg tekinthetd egy varhaté értéknek

@ Dobjunk fel egy érmét az elsé fejig

@ Varhatdan hanyszor dobtunk kdzben?

@ 1000-szer elvégezve a kisérletet dsszesen

o Hany fejet dobunk? Ekoézben "koriilbelill" hany frast dobunk?
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Varhato érték

Feladat

Mennyi a kovetkezd végtelen Gsszeg értéke?

s=1-tyo. by by oy Ly

(8 osztdly - Valésziniiségszamitds bevezetése, Osszegzések)
@ Az Osszeg tekinthetd egy varhaté értéknek
Dobjunk fel egy érmét az elsé fejig
Varhatdan hanyszor dobtunk kézben?
1000-szer elvégezve a kisérletet Osszesen
Hany fejet dobunk? Ekoézben "koriilbelil" hany irast dobunk?
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Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)

1.Mo.) Dobjuk fel az érmét 2-szer (3-szor,...,n — 1-szer)!
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Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat
Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).

Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)

1.Mo.) Dobjuk fel az érmét 2-szer (3-szor,...,n — 1-szer)!

Fejek szama? ‘ ‘ 2
| Z

0
Kié a konyv? ‘ A ‘

1
B

° Véletlenszer(i?
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Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)

1.Mo.) Dobjuk fel az érmét 2-szer (3-szor,...,n — 1-szer)!

Fejek szama? ‘ ‘ 2
| Z

0
Kié a konyv? ‘ A ‘

1
B

° Véletlenszer(i? Igazsagos?
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Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valészinliségszamitds/Szamrendszerek)

2.Mo.) Tegyiik igazsdgossa az elé6z6 mbdszert!
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Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!
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Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk
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Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valészinliségszamitds/Szamrendszerek)
2.Mo.) Tegyiik igazsdgossa az elé6z6 mbdszert!

@ Sorsoljunk 3-szor (4-szer,...,n-szer)!
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Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valészinliségszamitds/Szamrendszerek)
2.Mo.) Tegyiik igazsdgossa az elé6z6 mbdszert!

@ Sorsoljunk 3-szor (4-szer,...,n-szer)!

Hanyadik sorsolas? | 1 | 2 | 3
Gyerekek sorrendje | A,B,Z
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Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valészinliségszamitds/Szamrendszerek)
2.Mo.) Tegyiik igazsdgossa az elé6z6 mbdszert!

@ Sorsoljunk 3-szor (4-szer,...,n-szer)!

Hanyadik sorsolas? | 1 | 2 | 3
Gyerekek sorrendje | A,B,Z | B,Z,A

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 8 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valészinliségszamitds/Szamrendszerek)
2.Mo.) Tegyiik igazsdgossa az elé6z6 mbdszert!

@ Sorsoljunk 3-szor (4-szer,...,n-szer)!

Hanyadik sorsolas? ‘ 1
Gyerekek sorrendje | A,B,Z

oy}
N
>
N
>
oy}
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Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat
Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).

Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valészinliségszamitds/Szamrendszerek)
2.Mo.) Tegyiik igazsdgossa az elé6z6 mbdszert!

@ Sorsoljunk 3-szor (4-szer,...,n-szer)!

Hanyadik sorsolas? ‘ 1

|
Gyerekek sorrendje | AB,Z | B.ZA | ZAB

o Azé a konyv, aki a legtobb sorsolast nyerte meg.

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés

2017-07-07
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Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valészinliségszamitds/Szamrendszerek)
2.Mo.) Tegyiik igazsdgossa az elé6z6 mbdszert!

@ Sorsoljunk 3-szor (4-szer,...,n-szer)!

Hanyadik sorsolas? ‘ 1 ‘
Gyerekek sorrendje | AB,Z | B.ZA | ZAB

o Azé a konyv, aki a legtobb sorsolast nyerte meg.

@ Ha mindenki 1-t nyert

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 8 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valészinliségszamitds/Szamrendszerek)
2.Mo.) Tegyiik igazsdgossa az elé6z6 mbdszert!

@ Sorsoljunk 3-szor (4-szer,...,n-szer)!

Hanyadik sorsolas? ‘ 1 ‘
Gyerekek sorrendje | AB,Z | B.ZA | ZAB

o Azé a konyv, aki a legtobb sorsolast nyerte meg.
@ Ha mindenki 1-t nyert = dobjunk Ujra...

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 8 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valészinliségszamitds/Szamrendszerek)
2.Mo.) Tegyiik igazsdgossa az elé6z6 mbdszert!

@ Sorsoljunk 3-szor (4-szer,...,n-szer)!

Hanyadik sorsolas? ‘ 1 ‘
Gyerekek sorrendje | AB,Z | B.ZA | ZAB

o Azé a konyv, aki a legtobb sorsolast nyerte meg.
@ Ha mindenki 1-t nyert = dobjunk Ujra...

° Igazsagos?

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 8 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valészinliségszamitds/Szamrendszerek)
2.Mo.) Tegyiik igazsdgossa az elé6z6 mbdszert!

@ Sorsoljunk 3-szor (4-szer,...,n-szer)!

Hanyadik sorsolas? ‘ 1 ‘
Gyerekek sorrendje | AB,Z | B.ZA | ZAB

o Azé a konyv, aki a legtobb sorsolast nyerte meg.
@ Ha mindenki 1-t nyert = dobjunk Ujra...
° Igazsagos? Véges?

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 8 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 9 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)

3.Mo.) Egyszeriisitsiik az el6zé modszert!

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 9 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)
3.Mo.) Egyszeriisitsiik az el6zé modszert!

@ Kétszer dobva a lehetdségek

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 9 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)
3.Mo.) Egyszeriisitsiik az el6zé modszert!

@ Kétszer dobva a lehetdségek I, IF, FI, FF

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 9 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat
Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).

Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)
3.Mo.) Egyszeriisitsiik az el6zé modszert!

@ Kétszer dobva a lehetdségek I, IF, FI, FF

Dobasok

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés 2017-07-07
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Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)
3.Mo.) Egyszeriisitsiik az el6zé modszert!

@ Kétszer dobva a lehetdségek I, IF, FI, FF

Dobésok | Il | IF | FI | FF

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 9 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)
3.Mo.) Egyszeriisitsiik az el6zé modszert!

@ Kétszer dobva a lehetdségek I, IF, FI, FF

Dobasok ‘ [l ‘ IF ‘ Fl ‘ FF
Kié a konyv?

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 9 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)
3.Mo.) Egyszeriisitsiik az el6zé modszert!

@ Kétszer dobva a lehetdségek I, IF, FI, FF

Dobésok | Il | IF | FI | FF
Kié a konyv? | A | B | Z

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 9 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)
3.Mo.) Egyszeriisitsiik az el6zé modszert!

@ Kétszer dobva a lehetdségek I, IF, FI, FF

Dobésok | Il | IF | FI | FF
Kié a konyv? | A | B | Z [[7]

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 9 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)
3.Mo.) Egyszeriisitsiik az el6zé modszert!

@ Kétszer dobva a lehetdségek I, IF, FI, FF

Dobésok | Il | IF | FI | FF
Kié a konyv? | A | B | Z [[7]

@ Ha nincs dontés (FF) it is dobjunk tovabb...

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 9 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat
Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).

Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)
3.Mo.) Egyszeriisitsiik az el6zé modszert!

@ Kétszer dobva a lehetdségek I, IF, FI, FF

Dobésok | Il | IF | FI | FF
Kié a konyv? | A | B | Z [[7]

@ Ha nincs dontés (FF) it is dobjunk tovabb...
° Még mindig nem véges?

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés 2017-07-07
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Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ..., n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki koztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Valoszinliségszamitds/Szamrendszerek)
3.Mo.) Egyszeriisitsiik az el6zé modszert!

@ Kétszer dobva a lehetdségek I, IF, FI, FF

Dobésok | Il | IF | FI | FF
Kié a konyv? | A | B | Z [[7]

@ Ha nincs dontés (FF) it is dobjunk tovabb...
° Még mindig nem véges? Egyszeriibb?

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 9 /81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ...,n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki kéztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Geometriai valésziniiség)

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 10 / 81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ...,n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki kéztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Geometriai valésziniiség)
4.Mo.) "Guritsuk el a pénzérmét" (4bra)!

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 10 / 81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ...,n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki kéztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Geometriai valésziniiség)
4.Mo.) "Guritsuk el a pénzérmét" (4bra)!

@—V

A B 75 A B 75 A B

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 10 / 81



Néhany bevezet6 feladat

Sorsoljunk

Feladat

Adott 3 (4,5, ...,n) gyerek A(nna), B(ea), Z(solti).
Sorsoljunk ki kéztitk egyetlen kdnyvet egy érme néhanyszori feldobasaval!

(7-8 osztaly - Geometriai valésziniiség)
4.Mo.) "Guritsuk el a pénzérmét" (4bra)!

@—V

A B 75 A B 75 A B

@ Amelyik névhez legkozelebb van az érme kozéppontja, az a kisorsolt
° Mi van, ha az érme kdzéppontja "féliton van"?

° Leolvashaté-e pontosan a kézéppont helyzete?

° (Hujter Balint) Tudunk-e "véletlenszeriien guritani"?

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 10 / 81



Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gydzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

Sztranyak Attila (BDG) Rétz Laszlé Vandorgylilés 2017-07-07

11 /81



Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gydzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés 2017-07-07
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gydzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

2 1
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?

b) ...a kezdd gy&zelmi esélye adott 0 < B(E Q) < 1 raciondlis szdm?
q

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 11 /81



Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

2 1
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?

b) ...a kezdd gy&zelmi esélye adott 0 < B(E Q) < 1 raciondlis szdm?
q

1
¢) ...a kezdd gyézelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szam?

V2

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés 2017-07-07
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos

pénzérmét kell dobalnunk, és ...

2 1
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?

b) ...a kezdd gy&zelmi esélye adott 0 < B(E Q) < 1 raciondlis szdm?
q

1
¢) ...a kezdd gyézelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szam?

V2

(7-8 osztdly - Valésziniiségszamitas/valds szamok binaris alakja)

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 11 /81



Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

b) ...a kezdd gydzelmi esélye adott 0 < g(E Q) < 1 racionalis szdm?
q

Mo/b) Lasd eléz8 feladat!

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 12 /81



Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

b) ...a kezdd gydzelmi esélye adott 0 < g(E Q) < 1 racionalis szdm?
q

Mo/b) Lasd eléz8 feladat!

o Valasszunk ¢ gyermeket

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 12 /81



Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

b) ...a kezdd gydzelmi esélye adott 0 < g(E Q) < 1 racionalis szdm?
q

Mo/b) Lasd eléz8 feladat!
o Valasszunk ¢ gyermeket

@ sorsoljunk ki igazsagosan koztitk 1 kdnyvet

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés 2017-07-07

12 /81



Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

b) ...a kezdd gydzelmi esélye adott 0 < g(E Q) < 1 racionalis szdm?
q

Mo/b) Lasd eléz8 feladat!
o Valasszunk ¢ gyermeket
@ sorsoljunk ki igazsagosan koztitk 1 kdnyvet

@ kezdd nyer, ha 1,2, ..., p-dik gyermeké a konyv

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés 2017-07-07
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

b) ...a kezdd gydzelmi esélye adott 0 < g(E Q) < 1 racionalis szdm?
q

Mo/b) Lasd eléz8 feladat!
o Valasszunk ¢ gyermeket
@ sorsoljunk ki igazsagosan koztitk 1 kdnyvet
@ kezdd nyer, ha 1,2, ..., p-dik gyermeké a konyv
@ masodik nyer, ha p+ 1,p + 2, ..., g-dik gyermeké a konyv

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés 2017-07-07
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

b) ...a kezdd gydzelmi esélye adott 0 < g(E Q) < 1 racionalis szdm?
q

Mo/b) Lasd eléz8 feladat!

Valasszunk ¢ gyermeket

sorsoljunk ki igazsdgosan koztitk 1 konyvet

kezd6 nyer, ha 1,2, ..., p-dik gyermeké a kényv

masodik nyer, ha p+ 1,p 4+ 2, ..., ¢-dik gyermeké a kényv
b) = a)

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés 2017-07-07
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gydzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

2 1
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?
Mo/ a) Folosleges még egyszer!?
Sztranyak Attila (BDG)

Rétz Laszlé Vandorgylilés 2017-07-07 13 / 81



Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

Mo/ a) Folosleges még egyszer!?

o Valasszunk 3 gyermeket, sorsoljunk ki koztiik 2 dobassal 1 kényvet

Sztranyak Attila (BDG) Rétz Laszlé Vandorgylilés 2017-07-07
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

Mo/ a) Folosleges még egyszer!?
o Valasszunk 3 gyermeket, sorsoljunk ki koztiik 2 dobassal 1 kényvet

@ Kezds nyer: I, IF esetén, masodik nyer: Fl esetén, FF: Gjradobas
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

Mo/ a) Folosleges még egyszer!?
o Valasszunk 3 gyermeket, sorsoljunk ki koztiik 2 dobassal 1 kényvet

@ Kezds nyer: I, IF esetén, masodik nyer: Fl esetén, FF: Gjradobas

Kezd6 jatékos nyer
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

Mo/ a) Folosleges még egyszer!?
o Valasszunk 3 gyermeket, sorsoljunk ki koztiik 2 dobassal 1 kényvet

@ Kezds nyer: I, IF esetén, masodik nyer: Fl esetén, FF: Gjradobas

Kezd6 jatékos nyer | Il, IF
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

Mo/ a) Folosleges még egyszer!?
o Valasszunk 3 gyermeket, sorsoljunk ki koztiik 2 dobassal 1 kényvet

@ Kezds nyer: I, IF esetén, masodik nyer: Fl esetén, FF: Gjradobas

Kezd6 jatékos nyer | I, IF = |...
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

Mo/ a) Folosleges még egyszer!?
o Valasszunk 3 gyermeket, sorsoljunk ki koztiik 2 dobassal 1 kényvet
@ Kezds nyer: I, IF esetén, masodik nyer: Fl esetén, FF: Gjradobas

Kezd6 jatékos nyer ‘ l...
Masodik nyer ‘ Fl
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

Mo/ a) Folosleges még egyszer!?
o Valasszunk 3 gyermeket, sorsoljunk ki koztiik 2 dobassal 1 kényvet
@ Kezds nyer: I, IF esetén, masodik nyer: Fl esetén, FF: Gjradobas
Kezd6 jatékos nyer | I...

Masodik nyer Fl...
Tovabb dobunk
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

Mo/ a) Folosleges még egyszer!?

o Valasszunk 3 gyermeket, sorsoljunk ki koztiik 2 dobassal 1 kényvet

@ Kezds nyer: I, IF esetén, masodik nyer: Fl esetén, FF: Gjradobas

Kezd6 jatékos nyer

Masodik nyer

Fl...

Tovabb dobunk
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

Mo/ a) Folosleges még egyszer!?

o Valasszunk 3 gyermeket, sorsoljunk ki koztiik 2 dobassal 1 kényvet

@ Kezds nyer: I, IF esetén, masodik nyer: Fl esetén, FF: Gjradobas

Kezd6 jatékos nyer

Masodik nyer

Fl...

Tovabb dobunk
...és igy tovabb...
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

Mo/ a) Folosleges még egyszer!?

o Valasszunk 3 gyermeket, sorsoljunk ki koztiik 2 dobassal 1 kényvet

@ Kezds nyer: I, IF esetén, masodik nyer: Fl esetén, FF: Gjradobas
Kezd6 jatékos nyer | I... FFI... FFFFI... FFFFFI...

Masodik nyer FIl... | FFFI... | FFFFFI... | FFFFFFFI...
Tovabb dobunk FF FFFFF | FFFFFF FFFFFFFF

Sztranyak Attila (BDG)

Ratz LaszI6 Vandorgylilés

2017-07-07 17 / 81



Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

2 1
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?
Kezd6 jatékos nyer | I... FFI... FFFFI... FFFFFFI...
Masodik nyer Fl... | FFFI... | FFFFFI... | FFFFFFFI...

Tovabb dobunk FF | FFFF | FFFFFF | FFFFFFFF

@ Kezdé nyer, ha az elsé |
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1

2
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?
Kezd6 jatékos nyer | I... FFI... FFFFI... FFFFFFI...
Masodik nyer Fl... | FFFI... | FFFFFI... | FFFFFFFI...
Tovabb dobunk | FF | FFFF | FFFFFF | FFFFFFFF

@ Kezd6 nyer, ha az els6é | péaratlanadik dobasra,
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1

2
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?
Kezd6 jatékos nyer | I... FFI... FFFFI... FFFFFFI...
Masodik nyer Fl... | FFFI... | FFFFFI... | FFFFFFFI...
Tovabb dobunk | FF | FFFF | FFFFFF | FFFFFFFF

@ Kezd6 nyer, ha az els6é | péaratlanadik dobasra,

@ masodik nyer, ha az elsé | parosadik dobasra kovekezik be

Sztranyak Attila (BDG)

Ratz LaszI6 Vandorgylilés
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1

2
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?
Kezd6 jatékos nyer | I... FFI... FFFFI... FFFFFFI...
Masodik nyer Fl... | FFFI... | FFFFFI... | FFFFFFFI...
Tovabb dobunk | FF | FFFF | FFFFFF | FFFFFFFF

@ Kezd6 nyer, ha az els6é | péaratlanadik dobasra,

@ masodik nyer, ha az elsé | parosadik dobasra kovekezik be
° Nyertiink-e valami Gjat?

Sztranyak Attila (BDG)
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1

2
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?
Kezd6 jatékos nyer | I... FFI... FFFFI... FFFFFFI...
Masodik nyer Fl... | FFFI... | FFFFFI... | FFFFFFFI...
Tovabb dobunk | FF | FFFF | FFFFFF | FFFFFFFF

@ Kezd6 nyer, ha az els6é | péaratlanadik dobasra,

@ masodik nyer, ha az elsé | parosadik dobasra kovekezik be
° Nyertiink-e valami Gjat? ¢) megoldasa kozelebb van-e?

Sztranyak Attila (BDG)

Ratz LaszI6 Vandorgylilés

2017-07-07

18 / 81



Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gydzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

@ Kezdd nyertes sorozatai maradjanak, Il IF
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

@ Kezdd nyertes sorozatai maradjanak, Il IF

@ masodik nyertes sorozata legyen FF,
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

@ Kezdd nyertes sorozatai maradjanak, Il IF

@ masodik nyertes sorozata legyen FF, Gjradobas: Fl esetén.
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

[SSRN )

W

@ Kezdd nyertes sorozatai maradjanak, Il IF

@ masodik nyertes sorozata legyen FF, Gjradobas: Fl esetén.

Kezd6 jatékos nyer | I... Fll... FIFII... FIFIFII...
Masodik nyer FF... | FIFF... | FIFIFF... | FIFIFIFF...
Tovabb dobunk Fl FIFI FIFIFI FIFIFIFI

Sztranyak Attila (BDG)

Ratz LaszI6 Vandorgylilés
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

@ Kezdd nyertes sorozatai maradjanak, Il IF
@ masodik nyertes sorozata legyen FF, Gjradobas: Fl esetén.
Kezd6 jatékos nyer | I... Fll... FIFII... FIFIFIL...

Masodik nyer FF... | FIFF... | FIFIFF... | FIFIFIFF...
Tovabb dobunk Fl FIFI FIFIFI FIFIFIFI

ol -0 F—1
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei:

Wl N
W

@ Kezdd nyertes sorozatai maradjanak, Il IF
@ masodik nyertes sorozata legyen FF, Gjradobas: Fl esetén.
Kezd6 jatékos nyer | I... Fll... FIFII... FIFIFIL...

Masodik nyer FF... | FIFF... | FIFIFF... | FIFIFIFF...
Tovabb dobunk Fl FIFI FIFIFI FIFIFIFI

ol -0 F—1

@ és irjunk a "szamunk" elé egy "kettedesvesszot"
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos

pénzérmét kell dobalnunk, és ...

2 1
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?
Kezd6 jatékos nyer | 0,0... | 0,100... | 0,10100... | 0,1010100...
Masodik nyer 0,11... | 0,1011... | 0,101011... | 0,10101011...
Tovabb dobunk 0,10 0,1010 0,101010 0,10101010
@ Kezdé nyer, ha
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos

pénzérmét kell dobalnunk, és ...

2 1
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?
Kezd6 jatékos nyer | 0,0... | 0,100... | 0,10100... | 0,1010100...
Masodik nyer 0,11... | 0,1011... | 0,101011... | 0,10101011...
Tovébb dobunk 0,10 0,1010 0,101010 0,10101010

@ Kezd6 nyer, ha a kidobalt szam< 0,101010...5
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos

pénzérmét kell dobalnunk, és ...

2
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?
Kezd6 jatékos nyer | 0,0... | 0,100... | 0,10100... | 0,1010100...
Masodik nyer 0,11... | 0,1011... | 0,101011... | 0,10101011...
Tovébb dobunk 0,10 0,1010 0,101010 0,10101010

@ Kezd6 nyer, ha a kidobalt szam< 0,101010...5

e Masodik nyer, ha
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

2 1
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?

Kezd6 jatékos nyer | 0,0... | 0,100... | 0,10100... | 0,1010100...

Masodik nyer 0,11... | 0,1011... | 0,101011... | 0,10101011...

Tovabb dobunk 0,10 0,1010 0,101010 0,10101010

@ Kezd6 nyer, ha a kidobalt szam< 0,101010...5
@ Masodik nyer, ha a kidobalt szam> 0,101010...5
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos

pénzérmét kell dobalnunk, és ...

2
a) ...a jatékosok gyézelmi esélyei: 3 §?
Kezd6 jatékos nyer | 0,0... | 0,100... | 0,10100... | 0,1010100...
Masodik nyer 0,11... | 0,1011... | 0,101011... | 0,10101011...
Tovébb dobunk 0,10 0,1010 0,101010 0,10101010

@ Kezd6 nyer, ha a kidobalt szam< 0,101010...5

@ Masodik nyer, ha a kidobalt szam> 0,101010...5
2
e 0,101010...0 = 3
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Ratz LaszI6 Vandorgylilés

2017-07-07

20 / 81



Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gydzelmi esélye...

Feladat
Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1
c) ...a kezdd gyézelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szam?

V2
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gydzelmi esélye...

Feladat
Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1
c) ...a kezdd gyézelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szam?

V2

Mo/c)
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat
Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1
c) ...a kezdd gyézelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szam?

V2

Mo/c) Lésd elé6z6 megoldas!
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat
Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1
c) ...a kezdd gyézelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szam?

V2

Mo/c) Lésd elé6z6 megoldas!

=0, z12023...2;...2

1
* V2
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat
Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1
c) ...a kezdd gyézelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szam?

V2

Mo/c) Lésd elé6z6 megoldas!
o — =0, 1r1113...7;...
NG 12223 Lj...2
e Egy 0/1 érmét addig dobalok (d1, da, ds, ..., d;, ...), amig
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat
Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1
c) ...a kezdd gyézelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szam?

V2

Mo/c) Lésd elé6z6 megoldas!
o — =0, 1r1113...7;...
NG 12223 Lj...2
e Egy 0/1 érmét addig dobalok (d1, da, ds, ..., d;, ...), amig

@ d; # x; be nem kodvetkezik
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat
Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1
c) ...a kezdd gyézelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szam?

V2

Mo/c) Lésd elé6z6 megoldas!
1
V2
Egy 0/1 érmét addig dobalok (di, da, ds, ..., d;, ...), amig
d; # x; be nem kovetkezik

kezd6 nyer, ha ekkor

=0, z12023...2;...2
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat
Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1
c) ...a kezdd gyézelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szam?

V2

Mo/c) Lésd elé6z6 megoldas!
1
V2
Egy 0/1 érmét addig dobalok (di, da, ds, ..., d;, ...), amig

d; # x; be nem kovetkezik
kezdd nyer, ha ekkor (0 =)d; < z;(=1),

=0, z12023...2;...2
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat
Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1
) ...a kezdd gydzelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szadm?

V2

Mo/c) Lésd elé6z6 megoldas!
1

° ﬁ =0, z12023...2;...2

e Egy 0/1 érmét addig dobalok (d1, da, ds, ..., d;, ...), amig
@ d; # x; be nem kodvetkezik

@ kezdd nyer, ha ekkor (0 =)d; < z;(=1),

@ masodik nyer, ha ekkor
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gybzelmi esélye...

Feladat
Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

1
) ...a kezdd gydzelmi esélye mondjuk — (¢ Q) irracionélis szadm?

V2

Mo/c) Lésd elé6z6 megoldas!
1
V2
Egy 0/1 érmét addig dobalok (di, da, ds, ..., d;, ...), amig

d; # x; be nem kovetkezik
kezd6 nyer, ha ekkor (0 =)d; < z;(=1),
masodik nyer, ha ekkor (1 =)d; > z;(=0)

=0, z12023...2;...2
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Néhany bevezet6 feladat

Jatékok gyozelmi esélye geometriai médon

Feladat

Tudunk-e olyan kétszemélyes jatékot definialni, ahol egy szabalyos
pénzérmét kell dobalnunk, és ...

...a kezd6 gybzelmi esélye tetszdlges 0 < a(€ R) < 1 valds szam?

[T

é___
,___$
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszerten...
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy haromszoget

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy haromszoget

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

(7-12 osztaly...
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy haromszoget

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

(7-12 osztaly... barhol...
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy haromszoget

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

(7-12 osztaly... barhol... barmikor...
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy haromszoget

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

(7-12 osztaly... barhol... barmikor... akar tébbszér is...
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy haromszoget

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

(7-12 osztaly... barhol... barmikor... akar tébbszér is...
Valésziniiségszamitas/Geo-és-koordinatageo/Integralas/Programozas)
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy haromszoget

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

(7-12 osztaly... barhol... barmikor... akar tébbszér is...
Valésziniiségszamitas/Geo-és-koordinatageo/Integralas/Programozas)

Mo)
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy haromszoget

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

(7-12 osztaly... barhol... barmikor... akar tébbszér is...
Valésziniiségszamitas/Geo-és-koordinatageo/Integralas/Programozas)

Mo)
e Vilasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszdg csicspontjait)

a sikon...
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy haromszoget

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

(7-12 osztaly... barhol... barmikor... akar tébbszér is...
Valésziniiségszamitas/Geo-és-koordinatageo/Integralas/Programozas)

Mo)
e Vilasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszdg csicspontjait)

a sikon...
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy haromszoget

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

(7-12 osztaly... barhol... barmikor... akar tébbszér is...
Valésziniiségszamitas/Geo-és-koordinatageo/Integralas/Programozas)

Mo)
e Vilasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszdg csicspontjait)

a sikon...

° Hogyan valasztunk véletlenszeriien egyetlen pontot?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy haromszoget

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

(7-12 osztaly... barhol... barmikor... akar tébbszér is...
Valésziniiségszamitas/Geo-és-koordinatageo/Integralas/Programozas)

Mo)
e Vilasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszdg csicspontjait)

a sikon...

° Hogyan valasztunk véletlenszeriien egyetlen pontot?

° Hogyan valasztunk véletlenszeriien egyetlen valds szamot?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy valés szamot

Feladat

a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szdmot?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy valés szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szdmot?

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valés szamot a [0; 1]
intervallumbol?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy valés szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szdmot?

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valés szamot a [0; 1]
intervallumbol?

(8-9 osztaly - Valészinliségszamitds/Valés szamok alakja n-alapd
szamrendszerekben, 11.osztaly - Hatarérték fogalma)
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mol)
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mol) Rabokok a [0;1] intervallum egy pontjéra
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mol) Rabokok a [0;1] intervallum egy pontjéra

o 7]
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mol) Rabokok a [0;1] intervallum egy pontjéra
° A ceruza hegye nem pontszerii!?

Sztranyak Attila (BDG) Ratz Laszl6 Vandorgyiilés 2017-07-07 26 / 81



Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mol) Rabokok a [0;1] intervallum egy pontjéra

° A ceruza hegye nem pontszer(i!? A szemem nem elég éles!?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mo2)
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mo2) Lasd el6z6 feladat irracionlis nyerési esélye!
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mo2) Lasd el6z6 feladat irracionlis nyerési esélye!
e Egy 0/1 érmét dobélva a dobasok: di, do, ds, ..., d;, ...
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mo2) Lasd el6z6 feladat irracionlis nyerési esélye!
e Egy 0/1 érmét dobélva a dobasok: di, do, ds, ..., d;, ...

@ A szamom:z = O, d1d2d3...di...2
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mo2) Lasd el6z6 feladat irracionlis nyerési esélye!
e Egy 0/1 érmét dobélva a dobasok: di, do, ds, ..., d;, ...

@ A szamom:z = O, d1d2d3...di...2

° Ez nem véges!?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valds szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mo2) Lasd el6z6 feladat irracionlis nyerési esélye!
e Egy 0/1 érmét dobélva a dobasok: di, do, ds, ..., d;, ...
@ A szamom:z = 0, dydads...d;...o
° Ez nem véges!? Igazsagos!?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mo3)
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy [0; 1] valés szamot

Feladat

b) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szamot a [0; 1]
intervallumbél?

Mo3) Megkérjik a szamitdgéplinket generéljon egy ilyen szamot.

o [?]772
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szdmot? J
Mol)
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat

a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szdmot?

Mol) Rabokok a valds szdmegyenes egy pontjara
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat

a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy valds szdmot?

Mol) Rabokok a valds szdmegyenes egy pontjara

° Van-e barmi kiilénbség a b) hasonlé megoldasidhoz képest?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot? J
Mo2)
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot?

Mo2) Szabélyos 0/1 érmével

Sztranyak Attila (BDG) Rétz Laszlé Vandorgylilés 2017-07-07

30 / 81



Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot?

Mo2) Szabélyos 0/1 érmével
o Addig dobalok (d € N*) amig 0-t nem kapok
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot?

Mo2) Szabélyos 0/1 érmével
o Addig dobalok (d € N*) amig 0-t nem kapok
eHad—-1=0=([z]=0,had—-1=1=[z]=1
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot? J

Mo2) Szabélyos 0/1 érmével
o Addig dobalok (d € N*) amig 0-t nem kapok
eHad—-1=0=([z]=0,had—-1=1=[z]=1
o Kilénben d — 1-jegyli lesz x szdm egészrésze binarisan, els6 jegye 1-es,
és...
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot? J

Mo2) Szabélyos 0/1 érmével

o Addig dobalok (d € N*) amig 0-t nem kapok
eHad—-1=0=([z]=0,had—-1=1=[z]=1
o Kilénben d — 1-jegyli lesz x szdm egészrésze binarisan, els6 jegye 1-es,

és...
o [x] egészrész maradék jegyeit d — 2 dobassal meghatarozzuk
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot? J

Mo2) Szabélyos 0/1 érmével

o Addig dobalok (d € N*) amig 0-t nem kapok

eHad—-1=0=([z]=0,had—-1=1=[z]=1

o Kilénben d — 1-jegyli lesz x szdm egészrésze binarisan, els6 jegye 1-es,
és...

o [x] egészrész maradék jegyeit d — 2 dobassal meghatarozzuk

o {x} tortrészt megadja
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot? J

Mo2) Szabélyos 0/1 érmével

Addig dobélok (d € NT) amig 0-t nem kapok
Had—1=0=[z]=0,had—-1=1=[z]=1

Kiilénben d — 1-jegyli lesz x szdm egészrésze binarisan, elsé jegye 1-es,
és...

[z] egészrész maradék jegyeit d — 2 dobassal meghatéarozzuk

{z} tortrészt megadja b) masodik megoldasa
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot? J

Mo2) Szabélyos 0/1 érmével

o Addig dobalok (d € N*) amig 0-t nem kapok

eHad—-1=0=([z]=0,had—-1=1=[z]=1

o Kilénben d — 1-jegyli lesz x szdm egészrésze binarisan, els6 jegye 1-es,
és...

o [x] egészrész maradék jegyeit d — 2 dobassal meghatarozzuk

o {xz} tortrészt megadja b) masodik megoldasa

o z=[z]+{z}
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot? J

Mo2) Szabélyos 0/1 érmével

Addig dobélok (d € NT) amig 0-t nem kapok
Had—1=0=[z]=0,had—-1=1=[z]=1

Kiilénben d — 1-jegyli lesz x szdm egészrésze binarisan, elsé jegye 1-es,
és...

[z] egészrész maradék jegyeit d — 2 dobassal meghatéarozzuk
{z} tortrészt megadja b) masodik megoldasa

z = [z] + {z}

Egy dobassal meghatdrozom z el6jelét
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot? J

Mo2) Szabélyos 0/1 érmével

o Addig dobalok (d € N*) amig 0-t nem kapok

eHad—-1=0=([z]=0,had—-1=1=[z]=1

o Kilénben d — 1-jegyli lesz x szdm egészrésze binarisan, els6 jegye 1-es,
és...

o [x] egészrész maradék jegyeit d — 2 dobassal meghatarozzuk

o {xz} tortrészt megadja b) masodik megoldasa

o z=[z]+{z}

@ Egy dobassal meghatarozom z eldjelét

.
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivalasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot? J

Mo2) Szabélyos 0/1 érmével

o Addig dobalok (d € N*) amig 0-t nem kapok

eHad—-1=0=([z]=0,had—-1=1=[z]=1

o Kilénben d — 1-jegyli lesz x szdm egészrésze binarisan, els6 jegye 1-es,
és...

o [x] egészrész maradék jegyeit d — 2 dobassal meghatarozzuk

o {xz} tortrészt megadja b) masodik megoldasa

o z=[z]+{z}

@ Egy dobassal meghatarozom z eldjelét

° Mekkora eséllyel kapok "kis" abszolatértékii szamokat?
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Mo3)
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e Valasszunk ki egy a € [0;1] szdmot (lasd b) feladat)!
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivélasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot? J

Mo3) Halmazok ekvivalenciajanal megszokott médszerekkel
Vilasszunk ki egy a € [0;1] szdmot (lasd b) feladat)!

@ Ha a = 0 vélasszunk djral
1

o rxr=—-—1
a
e Egy 0/1 dobassal meghatarozzuk z el6jelét
° Itt mekkora az esélye —1 < x < 1 valasztasanak?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien...egy z(€ R) valds szamot

Feladat
a) Hogyan lehet kivélasztani véletlenszeriien egy z valds szdmot? J

Mo3) Halmazok ekvivalenciajanal megszokott médszerekkel
Vilasszunk ki egy a € [0;1] szdmot (lasd b) feladat)!

@ Ha a = 0 vélasszunk djral

1
r=——1
a

Egy 0/1 dobassal meghatérozzuk z eldjelét
Itt mekkora az esélye —1 < x < 1 valasztasanak?

"igazsagos sorsolas" < egyenletes eloszlas
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Racionalis szamok sorsoldsanak gyakorisaga

Tétel

A [0; 1] intervallumon egyenletes valdszinliséggel valasztva egy szamot 0
valdszinliséggel lesz a valasztott szamom racionalis.

(10-11 osztaly - Hatarérték fogalma)
Mo)A szdm binéris © = 0, z1 223...2;...2 alakjat érmével sorsolom
DEF.) Egy szdm n, k-gyands (1 < k < n), ha...
o Els6 3n jegye z =0, mlxn‘ Tp+1Tn42..-L3n ‘$3n+1...2 koziil...

@ Tpil,Tni2, ..., L3y jegyek k-ra ciklikusak.
e Pl.: £ =0,100101010|..o = 3, 2-gyants, illetve

z =0,0000 11111111 |...o = 4, 1-gyants (4,2/4, 3/4, 4-gyan(s is)
@ Ha z n, k-gyanas, akkor n+ 1, n + 2, ..., n + k-dik jegye kivalaszthat6

e n+k+1,n+k+2,..,3n-dk jegye (6sszesen 2n — k darab) adott =
1
e P(x szdm n,k — gyands) = Jonk
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Racionalis szamok sorsoldsanak gyakorisaga

Tétel

A [0; 1] intervallumon egyenletes valdszinliséggel valasztva egy szamot 0
valdszinliséggel lesz a valasztott szamom racionalis.

DEF.) Egy szam adott n € N*t-re n-gyands, ha
341 < k < n, melyre n, k-gyanus

n n 1
@ P(x: n—gyanits) < > P(z: n,k— gyands) = Sk =
k=1 k=1
1 1 1 1
922n—1 + 5ons 922n—2 + - + anl
@ Minden racionéalis szdm veges, vagy végtelen de szakaszos kettedestort
alakud

@ Minden racionalis szam egy id6 utan gyanus lesz, és az is marad
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Racionalis szamok sorsoldsanak gyakorisaga

Tétel

A [0; 1] intervallumon egyenletes valdszinliséggel valasztva egy szamot 0
valdszinliséggel lesz a valasztott szamom racionalis.

o Rogzitsiink egy tetszéleges n € N1 szamot!
o P(xeQ) < P(x: n—gyanis) + P(z: n+1— gyands) + ... =
+oo
> P(z: k— gyanis)
k=n
too 1 1
° PreQ) < ¥ 5y = 5img 0

Vagyis P(z € Q) = 0.
Szamitégép véletlengeneratora: P(xz € Q) = 1 Ez nem gond?7??
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Racionalis szamok sorsoldsanak gyakorisaga

Tétel

A [0; 1] intervallumon egyenletes valdszinliséggel valasztva egy szamot 0
valdszinliséggel lesz a valasztott szamom racionalis.

P(z e Q) =0.
Szamitégép véletlengeneratora: P(xz € Q) = 1 Ez nem gond?7?
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Ujra: valasszunk véletlenszerlien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszog hegyesszogii?

Mol) A, B, C cslcspontokat egy egységkeriiletli kdrvonalon
valasztjuk
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Ujra: valasszunk véletlenszerlien haromszoget...

Feladat
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Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?
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YA

0,5

=¥

(0;0) 1
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Ujra: valasszunk véletlenszerlien haromszoget...

Feladat
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Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?
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YA

A — 05

0;0) %
T 5 1
P(hegyesszogii) = %ﬁfdvezo =1
osszes
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Vilasszunk véletlenszeriien...
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Vilasszunk véletlenszeriien...
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Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

Mo2) a, 3,7 szégek aranyait a [0; 1]3-bél vélasztjuk
o Hegyesszogii haromszog < a+ 8>, B+v>a, v+a >
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

Mo2) a, 3,7 szégek aranyait a [0; 1]3-bél vélasztjuk
o Hegyesszogii haromszog < a+ 8>, B+v>a, v+a >

@ «, 3,v-tengelyli koordinatarendszerben =
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

a+ 8>y, 8+y>a,v+a>p
A

(0;1;0) (1;1;0)

+v =

(0;1;1)

(0;0;1)
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

a+ 8>y, 8+y>a,v+a>p
A

(0;1;0) (1;1;0)

+v =

(0;1;1)

(0;0;1)

Vi B}
P(hegyesszogii) = —<dvezé

Vésszes
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

a+ 8>y, 8+y>a,v+a>p
A

(0;1;0) (1;1;0)

+v =

(0;1;1)

(0;0;1)

Vi 5 1
P(hegyesszogii) = 71;'_5“620 =35
0sszes
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?
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Vilasszunk véletlenszeriien...
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Feladat
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@ Van hdromszég < a+b>c¢, b+c>a, c+a>b

1
o Eseménytér = EI6z6 kisérlet kedvezd kimenetelei (Ve & = 5)
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Mo3) a, b, c oldalak aranyait a [0; 1]3-b8l vélasztjuk
@ Van hdromszog < a+b>c, b+c>a,c+a>b
)
2
o Hegyesszogii haromszég < a? + b2 > 2, b + ¢® > a?, ¢ + a® > b?

o Eseménytér = EI6z6 kisérlet kedvezd kimenetelei (Ve & =
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Feladat
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@ Van hdromszég < a+b>c¢, b+c>a, c+a>b
)
2
o Hegyesszogii haromszog < a? + b2 > 2, b2 + ¢ > a?, ¢® + a® > b?

b2 b
e c=VZ<VaZ+2=2- a+ <\fa+ <a+b
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Vilasszunk véletlenszeriien...
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Feladat
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Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

Mo3) a, b, c oldalak aranyait a [0; 1]3-b8l vélasztjuk

@ Van hdromszég < a+b>c¢, b+c>a, c+a>b
1

3)
Hegyesszogii haromszog < a? + b2 > 2, b2 + ¢ > a2, ¢ + a® > b?

b2 b
c=Ve<VaZ+2=2- a+ <\fa+ <a-+b

a(=z),b(= y), c(= z)-tengelyli koordmatarendszerben =

Eseménytér = EI6z6 kisérlet kedvezd kimenetelei (Vi e =
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Hegyesszog "hatara" 22 + 2 = 22, 12 + 22 = 22, 22 + 22 = ¢/?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Hegyesszog "hatara" 22 + 2 = 22, 12 + 22 = 22, 22 + 22 = ¢/?

Milyen feliilet?
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Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Hegyesszog "hatara" 22 + 2 = 22, 12 + 22 = 22, 22 + 22 = ¢/?

Milyen fellilet? = Harom egymast érint6 klppalast

(0;1;0)A (1;1;0)
(0;1;1)

S

Vs p

A NS (1;0;0)

=: ---"// ‘|

(0%03\‘1\) / (1;0;1)

‘72--;--&2 2
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Hegyesszog "hatara" 22 + 2 = 22, 12 + 22 = 22, 22 + 22 = ¢/?

Milyen fellilet? = Harom egymast érint6 klppalast

(0;1;0)A (1;1;0)
(0;151)
T
// { ) (1;0;0)
(05 0;"\1\) / (1:0;1)

o

Vi 5 1-3-
P(hegyesszogii) = kedvezd _ 1 =2 g ~|0,4292

Vé’)sszes D)
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

Mo4) a < b < c oldalak kdziil ¢ = 1; a, b-t valasszuk véletlenszeriien
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

Mo4) a < b < c oldalak kdziil ¢ = 1; a, b-t valasszuk véletlenszeriien

@ Haromszog van, ha = a+b>1
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

Mo4) a < b < c oldalak kdziil ¢ = 1; a, b-t valasszuk véletlenszeriien
@ Haromszog van, ha = a+b>1
o ez hegyesszogii, ha = a? + 0% > 1
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

Mo4) a < b < c oldalak kdziil ¢ = 1; a, b-t valasszuk véletlenszeriien
@ Haromszog van, ha = a+b>1
o ez hegyesszogii, ha = a? + 0% > 1
@ a=uz;c=1y = koordindtarendszerben: 0 < 2 <y <1; 1< 2%+ >
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

a=1x;c=1y = koordinatarendszerben: 0 <z <y <1; 1< 2?4+ 9>
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

a=1x;c=1y = koordinatarendszerben: 0 <z <y <1; 1< 2?4+ 9>
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

a=1x;c=1y = koordinatarendszerben: 0 <z <y <1; 1< 2?4+ 9>

1)

1
T " —
P(hegyesszogii) = —edved _ 2

Tésszes
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

Mo5) a < b < ¢ oldalak kéziil b = 1; a, c-t véalasszuk véletlenszeriien
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat
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Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

Mo5) a < b < ¢ oldalak kéziil b = 1; a, c-t véalasszuk véletlenszeriien

@ Haromszog van, ha = a+1> ¢

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 46 / 81



Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

Mo5) a < b < ¢ oldalak kéziil b = 1; a, c-t véalasszuk véletlenszeriien
@ Haromszdég van, ha = a+1> ¢

o ez hegyesszogii, ha = a? +1 > ¢?
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy hdromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivalasztott haromszog hegyesszogii?

Mo5) a < b < ¢ oldalak kéziil b = 1; a, c-t véalasszuk véletlenszeriien
@ Haromszdég van, ha = a+1> ¢
o ez hegyesszogii, ha = a? +1 > ¢?

@ a = z;c =1y = koordinitarendszerben:
O<z<l, l<y<z+1l; <4+ ley<Vaz+1
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

O<z<l, l<y<z+1l; <+l y<vaz+l
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

O<z<l, l<y<z+1l; <+l y<vaz+l
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

O<z<l, l<y<z+1l; <+l y<vaz+l

P(hegyesszogli) =
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

O<z<l, l<y<z+1l; <+l y<vaz+l

T «
P(hegyesszogli) = —=avez8

Tésszes
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Vilasszunk véletlenszeriien...

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

O<z<l, l<y<z+1l; <+l y<vaz+l

T ”
P(hegyesszogli) = —edvezd _
1 Tssszes 1
1
A [ VFFT - I (VI T-a)| —1
0 0 )
T 1 )
’ 2
V2—In ( 2—1)—2~ 0,2956
Sztranyak Attila (BDG)
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?

Mob6) Valasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszég
csticspontjait) a sik
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?

Mob6) Valasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszég
csticspontjait) a sik egy R korlatos részén.
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?

Mob6) Valasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszég
csticspontjait) a sik egy R korlatos részén.

@ R szabalyos hdromszég = P(haromszégben) =7
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?

Mob6) Valasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszég
csticspontjait) a sik egy R korlatos részén.

@ R szabalyos hdromszég = P(haromszégben) =7
e R négyzet = P(négyzetben) =7
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat
Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?

Mob6) Valasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszég
csticspontjait) a sik egy R korlatos részén.

@ R szabalyos hdromszég = P(haromszégben) =7
e R négyzet = P(négyzetben) =7
@ R kor = P(korben) =?
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?

Mob6) Valasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszég
csticspontjait) a sik egy R korlatos részén.

R szabélyos haromszog = P(haromszoégben) =7
R négyzet = P(négyzetben) =7

R kér = P(korben) =7

R /2 : 1 oldalarany( téglalap = P(fiizetben) =?
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?

Mob6) Valasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszég
csticspontjait) a sik egy R korlatos részén.

R szabélyos haromszog = P(haromszoégben) =7
R négyzet = P(négyzetben) =7

R kér = P(korben) =7

R /2 : 1 oldalarany( téglalap = P(fiizetben) =?
Hasonlé alakzatoknal azonos arany
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?

Mob6) Valasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszég
csticspontjait) a sik egy R korlatos részén.

R szabélyos haromszog = P(haromszoégben) =7

R négyzet = P(négyzetben) =7

R kér = P(korben) =7

R /2 : 1 oldalarany( téglalap = P(fiizetben) =?

Hasonlé alakzatokndl azonos ardny = elég [0; 1]%-n dolgozni
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?

Mob6) Valasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszég
csticspontjait) a sik egy R korlatos részén.

R szabélyos haromszog = P(haromszoégben) =7

R négyzet = P(négyzetben) =7

R kér = P(korben) =7

R /2 : 1 oldalaranyii téglalap = P(fiizetben) =?

Hasonlé alakzatokndl azonos ardny = elég [0; 1]%-n dolgozni

Hat egymastdl fliiggetlen koordinata + feltételek
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?

Mob6) Valasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszég
csticspontjait) a sik egy R korlatos részén.

R szabélyos haromszog = P(haromszoégben) =7

R négyzet = P(négyzetben) =7

R kér = P(korben) =7

R /2 : 1 oldalaranyii téglalap = P(fiizetben) =?

Hasonlé alakzatokndl azonos ardny = elég [0; 1]%-n dolgozni

Hat egymastdl fiiggetlen koordinata + feltételek =- nehéznek tiinik
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...

Feladat

Valasszunk véletlenszeriien egy haromszoget a sikon.
Mekkora az esélye, hogy a kivélasztott haromszdg hegyesszogii?

Mob6) Valasszunk véletlenszeriien harom pontot (a hdromszég
csticspontjait) a sik egy R korlatos részén.

R szabalyos haromszég = P(haromszogben) =7

R négyzet = P(négyzetben) =7

R kér = P(korben) =7

R /2 : 1 oldalarany( téglalap = P(fiizetben) =?

Hasonlé alakzatokndl azonos ardny = elég [0; 1]%-n dolgozni

Hat egymastdl fiiggetlen koordinata + feltételek =- nehéznek tiinik
Szimulacié szamitégéppel?
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...szimulaciéval

2
N
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...szimulaciéval

2
N

e 1 millié (10 - 100.000 db) kisérlet alapjan
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...szimulaciéval

2
N

e 1 millié (10 - 100.000 db) kisérlet alapjan

@ Hegyesszogili haromszog esélye
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...szimulaciéval

2
N

e 1 millié (10 - 100.000 db) kisérlet alapjan

@ Hegyesszogili haromszog esélye

@ 100.000 kisérletnél az esélyek minimuma/maximuma/szérasa
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...szimulaciéval

e 1 millié (10 - 100.000 db) kisérlet alapjan
o Hegyesszogii haromszog esélye

@ 100.000 kisérletnél az esélyek minimuma/maximuma/szérésa

Alakzat —

A O O A4
Atlag 25,1282% | 27,3961% | 28,0604% | 25,4407%
Min. 24,992% | 27,230% | 27,833% | 25,186%
Max. 25,308% | 27,550% | 28,371% | 25,588%
Széras 0,00132 | 0,00116 | 0,00151 | 0,00118

Sztranyak Attila (BDG)

Ratz LaszI6 Vandorgylilés

2017-07-07

50 / 81



Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...szimulaciéval

° Mennyire pontos a mddszer?
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Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...szimulaciéval
° Mennyire pontos a mddszer?

@ Két korabbi megoldas (« : 3 : 7y szogek illetve a : b : ¢ oldalak aranyait
a [0; 1]3-b8l véve...) preciz, illetve szimulélt valésziniisége
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Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...szimulaciéval

° Mennyire pontos a mddszer?

@ Két korabbi megoldas (« : 3 : 7y szogek illetve a : b : ¢ oldalak aranyait
a [0; 1]3-b8l véve...) preciz, illetve szimulélt valésziniisége

@ 1.000.000 kisérlet alapjan =
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Pér szimulacié

Valasszunk véletlenszeriien haromszoget...szimulaciéval

° Mennyire pontos a mddszer?

@ Két korabbi megoldas (« : 3 : 7y szogek illetve a : b : ¢ oldalak aranyait
a [0; 1]3-b8l véve...) preciz, illetve szimulélt valésziniisége

1.000.000 kisérlet alapjan =

Kisérlet a:B:ye[0;1P ] a:b:ce|0;1
1
Valédi v.sz. 5 =05 92— g ~ 0, 429204
Szimulat v.sz. 0, 500406 0,429132

C++ forraskodok, .txt-ben az eredmények (10.000 kisérletre)
http://matek.berzsenyi.hu/tanarok/sztranyak/rlv-2017
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Pér szimulacié

A szimulaciés pogram kodja, futdsa, eredménye

- - szimulacio_veletlen_haromszog

1K
fentl)
void Vi Kiserletek szama: 10800
Az egysegatmeroju korben valasztottunk haromszogeket.
vel A(0.108201;0.203848) , B(0.0423912;0.386937) , C(©.803538;0.861041) -> nem hegyesszc
- A(B.171376:0.683306) , B(0.255629;0.900865) , C(0.880507;0.256521) -> nem hegyesszoc
= A(B.493468;0.966821) , B(0.334978;0.782418) , C(0.3894;08.707389) -> nem hegyesszogu
= | A(©.442805;0.951219) , B(0©.0357781;0.335662) , C(8.518143;0.257472) ->  hegyesszc
Blocks % - A(B.138382;0.38449) , B(0.364764;0.180693) , C(0.771427;0.168302) -> nem hegyesszogL
| S A(®.771608;0.297363) , B(0.842868;0.652115) , C(0.553884;08.336337) -> nem hegyesszoc
"A(P.618936;0.888862) , B(©.596171;0.56156) , C(@.959555;0.63195) ->  hegyesszogu
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W.L.Putnam verseny 1958-dik év 3-dik feladat
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W.L.Putnam verseny 1958-dik év 3-dik feladat

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbél valds
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

(Példaul ay + ag + ... + a11 < 1 < a; + ag + ... + a11 + a12 esetén 12
szamot sorsoltunk ki.)
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W.L.Putnam verseny 1958-dik év 3-dik feladat

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valds
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Vérhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

(Példaul ay + ag + ... + a11 < 1 < a; + ag + ... + a11 + a12 esetén 12
szamot sorsoltunk ki.)

Es eredeti nyelven is:

A sequence of numbers a; € [0; 1] is chosen at random.
n n—1
Show that the expected value of n, where Z a; > 1 and Z a; <1is...!

K K
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W.L.Putnam verseny 1958-dik év 3-dik feladat

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valds
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Vérhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

(Példaul ay + ag + ... + a11 < 1 < a; + ag + ... + a11 + a12 esetén 12
szamot sorsoltunk ki.)

Es eredeti nyelven is:

A sequence of numbers a; € [0; 1] is chosen at random.
n n—1
Show that the expected value of n, where Z a; > 1 and Z a; <1is...!

K K

(11 osztaly - Derivalas(Taylor-sorok), Térfogat bevezetése)
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...de eloszor egy masik feladat

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valds
a1, az, ..., G, szamokat egészen addig, amig az aq, ao, ..., a, szamok
szigorlan monoton névo sorozatot képeznek.

Varhatéan hany darab szamot sorsoltunk ki?

(Ha példaul a sorsolt szamok:a; = 0,27; ay = %; a3 = %; ag = 0,47 , akkor
a1 < ag < ag > a4 miatt harom hosszi névekvd sorozatot sorsoltunk ki.)

v
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...de eloszor egy masik feladat

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valds
a1, az, ..., G, szamokat egészen addig, amig az aq, ao, ..., a, szamok
szigorlan monoton névo sorozatot képeznek.

Varhatéan hany darab szamot sorsoltunk ki?

(Ha példaul a sorsolt szamok:a; = 0,27; ay = %; a3 = %; ag = 0,47 , akkor
a1 < ag < ag > a4 miatt harom hosszi névekvd sorozatot sorsoltunk ki.)

v

(11 osztaly - Derivélas(Taylor-sorok), Térfogat bevezetése)
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Egy Putnam-feladat megoldasidnak nehézségei...

...de elGszor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6an hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

Mo)
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Egy Putnam-feladat megoldasidnak nehézségei...

...de elGszor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6an hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

Mo) a1, ag, ..., ay killonboz6 véletlen szamok esetén
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Egy Putnam-feladat megoldasidnak nehézségei...

...de elGszor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6an hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

Mo) a1, ag, ..., ay killonboz6 véletlen szamok esetén

@ n! lehetséges sorrend,

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 55 /81



Egy Putnam-feladat megoldasidnak nehézségei...

...de elGszor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6an hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

Mo) a1, ag, ..., ay killonboz6 véletlen szamok esetén

o n! lehetséges sorrend, ezek koziil pontosan 1 j6 (névekvd a sorozat)
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...de eloszor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6an hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

Mo) a1, ag, ..., ay killonboz6 véletlen szamok esetén
o n! lehetséges sorrend, ezek koziil pontosan 1 j6 (névekvd a sorozat)

e X; (esemény): a kisorsolt szdmok & darabszama legalabb i =
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...de eloszor egy masik feladat

Feladat
Vérhat6an hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

Mo) a1, ag, ..., ay killonboz6 véletlen szamok esetén
o n! lehetséges sorrend, ezek koziil pontosan 1 j6 (névekvd a sorozat)

e X; (esemény): a kisorsolt szdmok & darabszama legalabb i =

o PE2 i) = P(X) =
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...de eloszor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6an hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

Mo) a1, ag, ..., ay killonboz6 véletlen szamok esetén

n! lehetséges sorrend, ezek koziil pontosan 1 jé (ndvekvé a sorozat)

X; (esemény): a kisorsolt szdamok ¢ darabszama legalabb i =

P(§ > i) = P(X;) = %

Y; (esemény): a kisorsolt szdmok { darabszama pontosan i =
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...de eloszor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6an hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

Mo) a1, ag, ..., ay killonboz6 véletlen szamok esetén

n! lehetséges sorrend, ezek koziil pontosan 1 jé (ndvekvé a sorozat)

X; (esemény): a kisorsolt szdamok ¢ darabszama legalabb i =
. 1
P(ﬁZZ):P(Xi):ﬁ
Y; (esemény): a kisorsolt szdmok { darabszama pontosan i =
1 1

Ple=1)=P(Y) = P20 - PE=(+1) =5~ gy
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...de eloszor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6an hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

Mo) a1, ag, ..., ay killonboz6 véletlen szamok esetén

n! lehetséges sorrend, ezek koziil pontosan 1 jé (ndvekvé a sorozat)

X; (esemény): a kisorsolt szdamok ¢ darabszama legalabb i =
. 1
P(ﬁZZ):P(Xi):ﬁ
Y; (esemény): a kisorsolt szdmok { darabszama pontosan i =
1 1

° Ple=i)=P(Yi) = P20 = PE=(I+1) =4~ oy

+o0o
@ Innen a vérhaté érték = F = > P(Y;) -1
i=1
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Egy Putnam-feladat megoldasidnak nehézségei...

...de elGszor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6éan hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

+oo
E=Y P(Y;)-i
=1
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Egy Putnam-feladat megoldasidnak nehézségei...

...de elGszor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6éan hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

+oo
E=5 P(Y;) i

i=1

11
EzL(u—m>+2
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Egy Putnam-feladat megoldasidnak nehézségei...

...de elGszor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6éan hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

“+00
E=Y P(Y;)-i
i=1
1 1 11 1 1 1 1
E=1(5-5)+2 (5-g) % (5-3) ¢ (G-5)+
11 1 1
E—F+§-( 1+2)+ o (=2+43)+ +5(—(z—1)—|—z)+
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..de el6szor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6éan hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

+oo
E=5 P(Y;) i

i=1

1 1 1 1 1 1 1 1
E=1(5-5)+2 (5-g) % (5 -3) 4 (G -5)+~

11 1 1

E=r+5 (— 1+2)+3 (—2+3) +.. S ( (i—=1)+1d)+ ...
E—1+1+1+ R S

1 3! T - R
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

..de el6szor egy masik feladat

Feladat

Vérhat6éan hany darab szdmot a1 < ag < ... < ap(> ant1) (a; € [051])
sorsolunk ki?

+oo
E=5 P(Y;) i

i=1

1 1 11 1 1 1 1
E:l(l,_z,)w (2,_3,)+3 (3,_4,)+4 (4,_5,)+...
1 1 1 1 . .
E:1'+2‘ (— 1+2)+3 (—2+3) +.. S ( (i—=1)+1d)+ ...

+oo 1
E:—+ +3,+ A+ + =y = ‘6—1%1,718281...‘
zlz
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Vissza a Putnam verseny 1958/3 feladathoz

Feladat

Viélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szamot sorsolunk ki?

Mol) Hasonldan az el6z6héz sorsoljunk ay, az, as, ..., an, ... € [0;1]
szamokat
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Vissza a Putnam verseny 1958/3 feladathoz

Feladat
Viélasszunk egymas utdn egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szamot sorsolunk ki?

Mol) Hasonldan az el6z6héz sorsoljunk ay, az, as, ..., an, ... € [0;1]

szamokat
o X; (esemény): legalabb i szamot kell sorsolni, vagyis az elsé i — 1
i—1
szam Osszege < 1 < Y ap < 1
k=1
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Vissza a Putnam verseny 1958/3 feladathoz

Feladat
Viélasszunk egymas utdn egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szamot sorsolunk ki?

Mol) Hasonldan az el6z6héz sorsoljunk ay, az, as, ..., an, ... € [0;1]

szamokat
o X; (esemény): legalabb i szamot kell sorsolni, vagyis az elsé i — 1
i—1
szam Osszege < 1 < Y ap < 1
k=1

i—1 i
e Y; (esemény): pontosan i sziam kell & Y ap <1< > a
k=1 k=1
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Vissza a Putnam verseny 1958/3 feladathoz

Feladat

Viélasszunk egymas utdn egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szamot sorsolunk ki?

Mol) Hasonldan az el6z6héz sorsoljunk ay, az, as, ..., an, ... € [0;1]

szamokat
o X; (esemény): legalabb i szamot kell sorsolni, vagyis az elsé i — 1
i—1
szam Osszege < 1 < Y ap < 1
k=1

i—1 i
e Y; (esemény): pontosan i sziam kell & Y ap <1< > a
k=1 k=1

e P(Y;) = P(X;) — P(X;+1), most is elég P(X;)-t tudni
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Vissza a Putnam verseny 1958/3 feladathoz

Feladat

Viélasszunk egymas utdn egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szamot sorsolunk ki?

Mol) Hasonldan az el6z6héz sorsoljunk ay, az, as, ..., an, ... € [0;1]

szamokat
o X; (esemény): legalabb i szamot kell sorsolni, vagyis az elsé i — 1
i—1
szam Osszege < 1 < Y ap < 1
k=1

i—1 i
e Y; (esemény): pontosan i sziam kell & Y ap <1< > a

k=1 k=1
e P(Y;) = P(X;) — P(X;+1), most is elég P(X;)-t tudni
e P(X3) =1, a tobbi X;-hez hasznéljunk geometriai valdsziniiséget
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Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utdn egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

A . A
y(= a2) y(= a2)
(0;1) (1;1) (0;1)
(1;1)
(1;0) (1,00
©0;0) =a) /|00 o(= a1)
bal abra: jelenlegi jobb abra: el6z6 feladat
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Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utdn egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

A . A

y(= a2) y(= a2)
(0;1) (1;1) (0;1)
(1;1)
(1;0) (1,00

(0;0) =a) /|00 o(= a1)

bal abra: jelenlegi jobb abra: el6z6 feladat
Teedvers 1

P(X3) = % = B = P(Xé) (: P(XQ)eI('SZ('S)
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Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utdn egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

A A
b0 a0 G0 w10
(0;1; D1 (051 1,1;1
1;0;0) o
0;0;0) o 70: 0 1;0;0)
0;0;1) 1;0;1) 0;0;1) 1;0;1)
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utdn egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

(0;1;

Sztranyak Attila (BDG)

A

(‘5;1;0) (1;1;0)
D1 (051
1;0;0)
0;0;0) v
0;0;1) 1;0;1) 0;0;1)
s 1
P(Xy) = Viedvezs == = P(X})

Vésszes 6

Ratz LaszI6 Vandorgylilés

; 1;0) (1;1;0)
1;1;1
;050 1;0;0)
1;0;1)
2017-07-07

59 / 81



Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbél valds
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Vérhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 60 / 81



Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbél valds
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Vérhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

@ P(X,+1)-hez tartozé geometriai alakzat =
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Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valds
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Vérhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

@ P(X,+1)-hez tartozé geometriai alakzat =
e (1;0;0;...;0),(0;1;0;...;0), ..., (0;0; 0; ...; 0; 1) egységvektorok altal
meghatarozott n-D-s "hdromszog"
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Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valds
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Vérhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

@ P(X,+1)-hez tartozé geometriai alakzat =
e (1;0;0;...;0),(0;1;0;...;0), ..., (0;0; 0; ...; 0; 1) egységvektorok altal

meghatarozott n-D-s "hdromszog"

1

o Tipp: P(X5) = P(X}) = A
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Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valds
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Vérhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

@ P(X,+1)-hez tartozé geometriai alakzat =
e (1;0;0;...;0),(0;1;0;...;0), ..., (0;0; 0; ...; 0; 1) egységvektorok altal
meghatarozott n-D-s "hdromszog"
1
o Tipp: P(X5) = P(X}) = 1

2D-ben egybevagé abrak, 3D-ben mar nem...4D-ben???
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Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valds
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Vérhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

@ P(X,+1)-hez tartozé geometriai alakzat =
e (1;0;0;...;0),(0;1;0;...;0), ..., (0;0; 0; ...; 0; 1) egységvektorok altal
meghatarozott n-D-s "hdromszog"
1
o Tipp: P(X5) = P(X}) = 1

2D-ben egybevagé abrak, 3D-ben mar nem...4D-ben???
Cavalieri-elv magasabb dimenziéban?
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Egy Putnam-feladat megoldasidnak nehézségei...

Kis kitéro...

Feladat

Két z,y € [0; 1] egyenletes eloszlassal véletleniil valasztott szdmra az
{z + y} értéke egyenletes eloszlasu véletlenszam a [0; 1]-n.
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Kis kitéro...

Feladat

Két z,y € [0; 1] egyenletes eloszlassal véletleniil valasztott szdmra az
{z + y} értéke egyenletes eloszlasu véletlenszam a [0; 1]-n.

(lgazi cél: Ha ez igaz, akkor (indukciéval) a1, az, ..., a, € [0;1]
egyenletes eloszlasi véletlenszamra az {ay + ag + ... + an} értéke is
egyenletes eloszlasd véletlenszam a [0; 1]-n.)
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Kis kitéro...

Feladat

Két z,y € [0; 1] egyenletes eloszlassal véletleniil valasztott szdmra az
{z + y} értéke egyenletes eloszlasu véletlenszam a [0; 1]-n.

(lgazi cél: Ha ez igaz, akkor (indukciéval) a1, az, ..., a, € [0;1]
egyenletes eloszlasi véletlenszamra az {ay + ag + ... + an} értéke is
egyenletes eloszlasd véletlenszam a [0; 1]-n.)

o {z+y} €[0;1]
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Kis kitéro...

Feladat

Két z,y € [0; 1] egyenletes eloszlassal véletleniil valasztott szdmra az
{z + y} értéke egyenletes eloszlasu véletlenszam a [0; 1]-n.

(lgazi cél: Ha ez igaz, akkor (indukciéval) a1, az, ..., a, € [0;1]
egyenletes eloszlasi véletlenszamra az {ay + ag + ... + an} értéke is
egyenletes eloszlasd véletlenszam a [0; 1]-n.)

o {z+y}el0;1]
oP(a<{x+y}<b):b—a minden 0 < a < b < 1 esetén?
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Kis kitéro...

Feladat

Két z,y € [0; 1] egyenletes eloszlassal véletleniil valasztott szdmra az
{z + y} értéke egyenletes eloszlasu véletlenszam a [0; 1]-n.

(lgazi cél: Ha ez igaz, akkor (indukciéval) a1, az, ..., a, € [0;1]
egyenletes eloszlasi véletlenszamra az {ay + ag + ... + an} értéke is
egyenletes eloszlasd véletlenszam a [0; 1]-n.)

o {z+y}el0;1]
° P(a<{x+y}<b):b—a minden 0 < a < b < 1 esetén?
e Elég megmutatni, hogy P({z + y} < b) =b
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. - Ve n”
Kis kitéro...

Feladat

Két z,y € [0; 1] egyenletes eloszlassal véletleniil valasztott szdmra az
{z + y} értéke egyenletes eloszlasu véletlenszam a [0; 1]-n.

(lgazi cél: Ha ez igaz, akkor (indukciéval) a1, az, ..., a, € [0;1]
egyenletes eloszlasi véletlenszamra az {ay + ag + ... + an} értéke is
egyenletes eloszlasd véletlenszam a [0; 1]-n.)

o {z+y}el0;1]

oP(a<{x+y}<b):b—a minden 0 < a < b < 1 esetén?
e Elég megmutatni, hogy P({z + y} < b) =b

o P{z+yt<b)=Plz+y<b)+P1l<z+y<l+b)
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. - Ve n”
Kis kitéro...

Feladat

Két z,y € [0; 1] egyenletes eloszlassal véletleniil valasztott szdmra az
{z + y} értéke egyenletes eloszlasu véletlenszam a [0; 1]-n.

(lgazi cél: Ha ez igaz, akkor (indukciéval) a1, az, ..., a, € [0;1]
egyenletes eloszlasi véletlenszamra az {ay + ag + ... + an} értéke is
egyenletes eloszlasd véletlenszam a [0; 1]-n.)

o {z+y}e[0;1]

P(a<{x—|—y}< b) =b—a minden 0 < a < b <1 esetén?
Elég megmutatni, hogy P({z + y} < b) = b
P{z+y}t<b)=Plz+y<b)+Pl<z+y<l+b)
Hasznaljunk geometriai valésziniiséget!
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Kis kitéro...

Feladat

Két z,y € [0; 1] egyenletes eloszlassal véletleniil valasztott szdmra az
{z + y} értéke egyenletes eloszlasu véletlenszam a [0; 1]-n.

P{z+y}<b)=Plz+y<bd)+Pl<z+y<l+b) =07
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Kis kitéro...

Feladat

Két z,y € [0; 1] egyenletes eloszlassal véletleniil valasztott szdmra az
{z + y} értéke egyenletes eloszlasu véletlenszam a [0; 1]-n.

NN
\\

P{z+y}<b)=Plz+y<bd)+Pl<z+y<l+b) =07
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Kis kitéro...

Feladat

Két z,y € [0; 1] egyenletes eloszlassal véletleniil valasztott szdmra az
{z + y} értéke egyenletes eloszlasu véletlenszam a [0; 1]-n

NN
\\

P{z+y}<b)=Plz+y<d)+Pl<z+y<l+b=0>by
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Egy Putnam-feladat megoldasidnak nehézségei...

...s most mar tényleg a Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., a, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...s most mar tényleg a Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., a, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

Mo2) Sorsoljunk ay, ag, as, ..., ay, ... € [0;1] szdmokat
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...s most mar tényleg a Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., a, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

Mo2) Sorsoljunk ay, ag, as, ..., ay, ... € [0;1] szdmokat
e P(valamely a; =0, vagy 1) =0
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...s most mar tényleg a Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., a, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

Mo2) Sorsoljunk ay, ag, as, ..., ay, ... € [0;1] szdmokat
e P(valamely a; =0, vagy 1) =0
@ by:=ay; b :={a+az};..;bn:={a1+ax+ ...+ an};...
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...s most mar tényleg a Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., a, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

Mo2) Sorsoljunk ay, ag, as, ..., ay, ... € [0;1] szdmokat
e P(valamely a; =0, vagy 1) =0
@ by :=ap;be i ={a1+ az};..;bp i ={a1 + a2+ ... + an}; ...
@ by, bo, ... szdmok egyenletes eloszlasi véletlenszamok a [0; 1]-n.
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...s most mar tényleg a Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., a, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

Mo2) Sorsoljunk ay, ag, as, ..., ay, ... € [0;1] szdmokat
P(valamely a; =0, vagy 1) =0

by = ay; by :={a1 + as};..; b :i={a1 + as + ... + an}; ...

b1, ba, ... szdmok egyenletes eloszlasi véletlenszamok a [0; 1]-n.
amta+tat+..ta,<lesb<b<.. <b,
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...s most mar tényleg a Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., a, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

Mo2) Sorsoljunk ay, ag, as, ..., ay, ... € [0;1] szdmokat
P(valamely a; =0, vagy 1) =0

by = ay; by :={a1 + as};..; b :i={a1 + as + ... + an}; ...

b1, ba, ... szdmok egyenletes eloszlasi véletlenszamok a [0; 1]-n.
amta+tat+..ta,<lesb<b<.. <b,

i—1 9
X; (esemény): > ap <1= Xig1 @ > ap <1
k=1 k=1
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...s most mar tényleg a Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., a, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

Mo2) Sorsoljunk ay, ag, as, ..., ay, ... € [0;1] szdmokat
P(valamely a; =0, vagy 1) =0

by = ay; by :={a1 + as};..; b :i={a1 + as + ... + an}; ...

b1, ba, ... szdmok egyenletes eloszlasi véletlenszamok a [0; 1]-n.
amta+tat+..ta,<lesb<b<.. <b,

i—1 %
X; (esemény): > ap <1= Xig1 @ > ap <1

k=1 k=1
@ X/ (esemény): a "sorsolt" (ndvekvd) b; szdmok darabszadma legalabb i
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...s most mar tényleg a Putnam verseny 1958/3 feladata

Feladat

Viélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., a, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legalabb 1 nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

Mo2) Sorsoljunk ay, ag, as, ..., ay, ... € [0;1] szdmokat
P(valamely a; =0, vagy 1) =0

by = ay; by :={a1 + as};..; b :i={a1 + as + ... + an}; ...

b1, ba, ... szdmok egyenletes eloszlasi véletlenszamok a [0; 1]-n.
amta+tat+..ta,<lesb<b<.. <b,

i—1 %
X; (esemény): > ap <1= Xig1 @ > ap <1
k=1 k=1
@ X/ (esemény): a "sorsolt" (ndvekvd) b; szdmok darabszadma legalabb i
1
o P(Xit1) = P(X}) = 4
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...a varhato érték az el6zo otlet alapjan

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb 1 nem lesz.
Varhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

1db a; szdm esetén P(a; =1)=0= P(Y1) =0
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

..a varhato érték az el6z6 otlet alapjan

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb 1 nem lesz.
Varhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

1db a; szdm esetén P(a; =1)=0= P(Y1) =0
P(Yip1) = P(Xi1) — P(X;) = P(X]) = P(X] ;) = P(Y])
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...a varhato érték az el6zo otlet alapjan

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb 1 nem lesz.
Varhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

1db a; szdm esetén P(a; =1)=0= P(Y1) =0
P(Yit1) = P(Xi1) — P(X;) = P(X]) — P(X;_y) = P(Y))

400 —+o00
E=YPY)-ieE = P(Y) i=ec—1
=1 i=1
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...a varhato érték az el6zo otlet alapjan

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb 1 nem lesz.
Varhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

1db a; szdm esetén P(a; =1)=0= P(Y1) =0
P(Yiy1) = P(Xi11) — P(X;) = P(X]) — P(X[_y) = P(Y])
“+o00 —+oo
E=YPY)-ieE = P(Y) i=ec—1
i=1 =1
E=P(Yy) 24+ P(Y3)-3+ P(Yy)-4+ ... +P(Yis1)-(i+1)+...
E' =P(Y]))- 1+ P(Y})-2+ P(Y})) -3+ .. +P(Y))-i+..
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...a varhato érték az el6zo otlet alapjan

Feladat
Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb 1 nem lesz.
Varhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

1db a; szdm esetén P(a; =1)=0= P(Y1) =0
P(Yit1) = P(Xi1) — P(X;) = P(X]) — P(X;_y) = P(Y))

400 —+o00
E=YPY)-ieE = P(Y) i=ec—1
=1 i=1

E=P(Ys) -2+ P(Y3)-3+ P(Yy) -4+ ... +P(Yig1)-(i+1)+...
E =P(Y])-1+ P(Y}) -2+ P(Y}) -3+ .. +P(Y])-i+..

Mennyivel tébb E FE’-t817?
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...a varhato érték az el6zo otlet alapjan

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb 1 nem lesz.
Varhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

1db a; szdm esetén P(a; =1)=0= P(Y1) =0
P(Yit1) = P(Xi1) — P(X;) = P(X]) — P(X;_y) = P(Y))

400 —+o00
E=YPY)-ieE = P(Y) i=ec—1
=1 i=1

E=P(Ys) -2+ P(Y3)-3+ P(Yy) -4+ ... +P(Yig1)-(i+1)+...
E =P(Y])-1+ P(Y}) -2+ P(Y}) -3+ .. +P(Y])-i+..

Mennyivel tébb E FE’-t817?
E—FE =P(Ys) + P(Y3) + P(Ya) + e + P(Y)) 4. = 1=
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

...a varhato érték az el6zo otlet alapjan

Feladat

Vélasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés
ai, ag, ..., 4, szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb 1 nem lesz.
Varhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

1db a; szdm esetén P(a; =1)=0= P(Y1) =0
P(Yit1) = P(Xi1) — P(X;) = P(X]) — P(X;_y) = P(Y))

+o0 oo
E=YPY)-ieE = P(Y) i=ec—1
i=1 i=1
E=P(Yy)-24+ P(Y3)-3+ P(Yy) -4+ ... +P(Yis1)-(i+1)+...
E =P(Y])-1+ P(Y})-24+ P(Y})-3+ .. +P(Y]))-i+..

Mennyivel tébb E FE’-t817?
E—FE =P(Y2)+ P(Y3)+P(Ya)+ .4+ P(Yy)+..=1=
E=e~2,718281...|
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

..algebrailag a varhaté érték

Feladat

Valasszunk egymas utan egymastdl fiiggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés

al, ag, ...,
Varhatdan hany darab szamot sorsolunk ki?

ay, szamokat egészen addig, amig az 6sszeglik legaldbb 1 nem lesz.

1 1
(i—1! 4l

1 1
'(m‘gz)”

P(Y;) = P(X;) — P(Xi1) =

+oo
E=3 P(Y:) i
i=1

1 1

1 1
E:2+5-(—2+3)+§ (=3+4)+..+
1 1 1 1 +oo

E=1
tatatytetate=Xy

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés
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Putnam verseny 1958/3 feladata: kdvetkezmény

Kévetkezmények

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 68 / 81



Putnam verseny 1958/3 feladata: kdvetkezmény

Kévetkezmények
@ Ha az n-D-s egységkocka "térfogata": V =1 =
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Putnam verseny 1958/3 feladata: koévetkezmény

Kévetkezmények
@ Ha az n-D-s egységkocka "térfogata": V =1 =
az (1;0;0;...;0),(0; 150; ...; 0), ..., (0; 0; 0; ...; 0; 1) egységvektorok altal
1

meghatarozott n-D-s "tetraéder" "térfogata": V = - =
n!
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Putnam verseny 1958/3 feladata: koévetkezmény

Kévetkezmények
@ Ha az n-D-s egységkocka "térfogata": V =1 =
az (1;0;0;...;0),(0; 150; ...; 0), ..., (0; 0; 0; ...; 0; 1) egységvektorok altal
1

meghatarozott n-D-s "tetraéder" "térfogata": V = - =
n!

a (¢;0;0;...;0), (05 ¢;05...;0), ..., (0;0; 0; ...; 0; ¢) (¢ € RT) vektorok
altal meghatarozott n-D-s "tetraéder" "térfogata": V,(c) = C—'
n!
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Putnam verseny 1958/3 feladata: koévetkezmény

Kévetkezmények
@ Ha az n-D-s egységkocka "térfogata": V =1 =
az (1;0;0;...;0),(0; 150; ...; 0), ..., (0; 0; 0; ...; 0; 1) egységvektorok altal
1

meghatarozott n-D-s "tetraéder" "térfogata": V = - =
n!

a (¢;0;0;...;0), (05 ¢;05...;0), ..., (0;0; 0; ...; 0; ¢) (¢ € RT) vektorok

7 7 7 7 Cn
altal meghatarozott n-D-s "tetraéder" "térfogata": V,(c) = —

n!
o ?2|P= VM
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Egy Putnam-feladat megoldasidnak nehézségei...

Putnam verseny 1958/3 feladat altalanositasa

Feladat

Valasszunk egymastdl fuggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés ay, ag, ...
szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb ¢ (0 < ¢ < 1) nem lesz.
Varhatdéan hany darab szamot sorsolunk ki?

y Un

Mo)

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 69 / 81



Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Putnam verseny 1958/3 feladat altalanositasa

Feladat

Valasszunk egymastdl fuggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés ay, ag, ...
szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb ¢ (0 < ¢ < 1) nem lesz.
Varhatdéan hany darab szamot sorsolunk ki?

y Un

Mo) A (¢;0;0;...;0),(0; ¢;0;...;0), ..., (0;0; 0;...;0; ¢) (0 < ¢ < 1)
vektorok altal meghatérozott n-D-s tetraéder térfogata: V,(c) = f::
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Putnam verseny 1958/3 feladat altalanositasa

Feladat

Valasszunk egymastdl fuggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés ay, ag, ..., a,
szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb ¢ (0 < ¢ < 1) nem lesz.
Varhatdéan hany darab szamot sorsolunk ki?

Mo) A (¢;0;0;...;0),(0; ¢;0;...;0), ..., (0;0; 0;...;0; ¢) (0 < ¢ < 1)

vektorok altal meghatérozott n-D-s tetraéder térfogata: V,(c) = %,L
i—1

o X;: Y gy <c= Xi—hez tartozé i — 1-D-s alakzat éppen a fenti
k=1

tetraéder = P(X;) = (Z 1),, és persze P(X;) =
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Putnam verseny 1958/3 feladat altalanositasa

Feladat

Valasszunk egymastdl fuggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés ay, ag, ..., a,
szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb ¢ (0 < ¢ < 1) nem lesz.
Varhatdéan hany darab szamot sorsolunk ki?

Mo) A (¢;0;0;...;0),(0; ¢;0;...;0), ..., (0;0; 0;...;0; ¢) (0 < ¢ < 1)

vektorok altal meghatérozott n-D-s tetraéder térfogata: V,(c) = %,L
i—1
o X;: Y gy <c= Xi—hez tartozé i — 1-D-s alakzat éppen a fenti
k=1

tetraéder = P(X;) = (Z 1),, és persze P(X;) =

i—1 7
o V; (esemény): Y ap <1< > a
k=1 k=1
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Putnam verseny 1958/3 feladat altalanositasa

Feladat

Valasszunk egymastdl fuggetlenil a [0; 1] intervallumbdl valés ay, ag, ...

)

Qn

szamokat egészen addig, amig az 6sszegiik legaldbb ¢ (0 < ¢ < 1) nem lesz.

Varhatdéan hany darab szamot sorsolunk ki?

Mo) A (¢;0;0;...;0),(0; ¢;0;...;0), ..., (0;0; 0;...;0; ¢) (0 < ¢ < 1)

vektorok altal meghatérozott n-D-s tetraéder térfogata: V,(c) =

i—1

o X;: Y gy <c= Xi—hez tartozé i — 1-D-s alakzat éppen a fenti

k=1
tetraéder = P(X;) = (Z 1),, és persze P(X;) =
i—1
o V; (esemény): Y ap <1< Z ag
k=1 k=1
¢! c
(i—1) 4

Sztranyak Attila (BDG) Rétz Laszlé Vandorgylilés 2017-07-07

%

o P(Y;) = P(X;) — P(Xip1) =

c

n
!

69 / 81



Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Putnam verseny 1958/3 feladat altalanositasa

Feladat

Viélasszunk egymastdl figgetlenil a [0; 1] intervallumbél valés ai, ag, ..., ay
szamokat egészen addig, amig az dsszegiik legaldbb ¢ (0 < ¢ < 1) nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Putnam verseny 1958/3 feladat altalanositasa

Feladat

Viélasszunk egymastdl figgetlenil a [0; 1] intervallumbél valés ai, ag, ..., ay
szamokat egészen addig, amig az dsszegiik legaldbb ¢ (0 < ¢ < 1) nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

szl ct

E=1-P(Y1)+2-P(Ys)+3-P(Y3) +..
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Putnam verseny 1958/3 feladat altalanositasa

Feladat

Viélasszunk egymastdl figgetlenil a [0; 1] intervallumbél valés ai, ag, ..., ay
szamokat egészen addig, amig az dsszegiik legaldbb ¢ (0 < ¢ < 1) nem lesz.
Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

szl ct

E=1-P(Y1)+2-P(Ys)+3-P(Y3) +..

c c 2 3 St
E_1.<1_1!)+2'<1!_2' +3' 5_5 +4' 5_1 +...
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Putnam verseny 1958/3 feladat altalanositasa

Feladat

Viélasszunk egymastdl fiiggetlendl a [0; 1] intervallumbél valds ay, ag, ...
szamokat egészen addig, amig az dsszegiik legaldbb ¢ (0 < ¢ < 1) nem lesz.

Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

szl ct

E=1-P(Y1)+2 P(Yy)+3- P(Ys3)
C C C2 2

E_1-<1—1!)+2-<1!—2! +3-
Po1+5(c149+ S (c243)+ &
T 2! 3!

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Putnam verseny 1958/3 feladat altalanositasa

Feladat

Viélasszunk egymastdl figgetlenil a [0; 1] intervallumbél valés ai, ag, ..., ay
szamokat egészen addig, amig az dsszegiik legaldbb ¢ (0 < ¢ < 1) nem lesz.

Varhatéan hany darab szdmot sorsolunk ki?

szl Cl

E:1-P( )+ P(Yy)+3-P(Y3)+ ...
C 02 C3 C4
E=1(1-=)4+2(= - = - —— | +..
( 11)* 1! ) 2! 3! T
2 C3 4
E=1 14+2)4+ = (=2 — —(—4
+1( +)+2,( +3) + 3 +)+4( +5)+
2 3 +<>°c
E=1+— TR + + =le ]
1! 3! 107,!

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Néhany "hasonlé" sajat feladat

Néhany tovabbi "hasonlé" feladat:

Feladat

Bergengbciaban az egy irdnyba tarté villamosok kozti kovetési tavolsag 0, és
c kozotti egyenletes eloszlasi v.valtozdnak tekinthetd. Az utasok felvétele
nem vesz igénybe id6t.Minden feladatnal egy olyan véletlenszeriinek
tekinthetd napkdzbeni idopontban megyiink a megalléba, amikor az elsé par
kora hajnalban indulé villamos mar elment régen.

a) Eppen akkor ériink a megélléba, amikor az orrunk elétt megy el egy jé
(abba az irdnyba mené villamos, amerre menni akarunk), és egy rossz
(masik irdnyd) villamos is.

Vérhatdan hany rossz villamos megy el, amig nem jon egy j67

b) Véletlenszer(i idépontban érkezve (nem tudjuk a kordbbi rossz/j6
villamosok mikor mentek el) varhatéan hany rossz villamos megy el,
amig nem jon egy j6?

v
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Egy Putnam-feladat megoldasanak nehézségei...

Néhany "hasonlé" sajat feladat

Feladat

Egy nxn-es tablazatba egymastdl fiiggetleniil véletlenszeriien valasztunk
szamokat a [0; 1[ intervallumbdl. Az i-dik sorban kivéalasztjuk az ottani
maximalis s; szdmot, és ezeket az s; szdmokat minden 1 < ¢ < n sor esetén

Osszeszorozzuk.
Mekkora az igy kapott szorzat varhaté értéke?
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Monte Carlo

Egy Gjabb egyszerii példa

Feladat

Bergengéciaban két azonos iranyd villamos kozott eltelt id6 0 és 12 perc
kozott van véletlenszeriien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 73 /81



Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszeriien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

(8-9 osztély Atlag/Kézepek/Szummdazasi technikak)
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszeriien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

(8-9 osztély Atlag/Kézepek/Szummdazasi technikak)
Mol) A villamosokat cimkézziik ¢(€ RT)-vel, ha az el8z8 villamos ¢
perce ment el
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszeriien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

(8-9 osztély Atlag/Kézepek/Szummdazasi technikak)
Mol) A villamosokat cimkézziik ¢(€ RT)-vel, ha az el8z8 villamos ¢
perce ment el

. s . Ve c 7
@ A c cimkéjii villamosra atlagosan 3 percet varok
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszeriien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

(8-9 osztély Atlag/Kézepek/Szummdazasi technikak)
Mol) A villamosokat cimkézziik ¢(€ RT)-vel, ha az el8z8 villamos ¢
perce ment el

. s . Ve c 7
@ A c cimkéjii villamosra atlagosan 3 percet varok

, . 12 .
@ kisorsolva atlagosan a -5 = 6-os villamossal megyek
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszeriien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

(8-9 osztély Atlag/Kézepek/Szummdazasi technikak)
Mol) A villamosokat cimkézziik ¢(€ RT)-vel, ha az el8z8 villamos ¢
perce ment el

. s . Ve c 7
@ A c cimkéjii villamosra atlagosan 3 percet varok
: , 12 .
@ kisorsolva atlagosan a -5 = 6-os villamossal megyek
; 6 )
o Atlagosan 5= percet varok
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdcidban két azonos iranyi villamos kozott eltelt id6 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerlien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

(8-9 osztély Atlag/Kézepek/Szummdazasi technikak)
Mol) A villamosokat cimkézziik ¢(€ RT)-vel, ha az el8z8 villamos ¢
perce ment el

. s . Ve c 7
@ A c cimkéjii villamosra atlagosan 3 percet varok
, . 12 .
@ kisorsolva atlagosan a -5 = 6-os villamossal megyek

p 6
o Atlagosan 5= percet varok
° Melyik a "rosszabb" villamos az 1-es vagy a 10-es?
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszeriien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

(8-9 osztély Atlag/Kézepek/Szummdazasi technikak)
Mol) A villamosokat cimkézziik ¢(€ RT)-vel, ha az el8z8 villamos ¢
perce ment el

. s . Ve c 7
@ A c cimkéjii villamosra atlagosan 3 percet varok
, . 12 .
@ kisorsolva atlagosan a -5 = 6-os villamossal megyek

p 6
o Atlagosan 5= percet varok
° Melyik a "rosszabb" villamos az 1-es vagy a 10-es?

o 7]
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdcidban két azonos iranyi villamos kozott eltelt id6 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerlien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

(8-9 osztély Atlag/Kézepek/Szummdazasi technikak)
Mol) A villamosokat cimkézziik ¢(€ RT)-vel, ha az el8z8 villamos ¢
perce ment el

. s . Ve c 7
@ A c cimkéjii villamosra atlagosan 3 percet varok
, . 12 .
@ kisorsolva atlagosan a -5 = 6-os villamossal megyek

p 6
o Atlagosan 5= percet varok
° Melyik a "rosszabb" villamos az 1-es vagy a 10-es?

o [?] Miért?
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdcidban két azonos iranyi villamos kozott eltelt id6 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerlien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

(8-9 osztély Atlag/Kézepek/Szummdazasi technikak)
Mol) A villamosokat cimkézziik ¢(€ RT)-vel, ha az el8z8 villamos ¢
perce ment el

. s . Ve c 7
@ A c cimkéjii villamosra atlagosan 3 percet varok
, . 12 .
@ kisorsolva atlagosan a -5 = 6-os villamossal megyek

p 6
o Atlagosan 5= percet varok
° Melyik a "rosszabb" villamos az 1-es vagy a 10-es?
° Miért? = Sajnos rossz a megoldas.
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Monte Carlo

Egy Gjabb egyszerii példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?
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Monte Carlo

Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Mo2) Tegyiik "diszkrétté" a feladatot!
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Monte Carlo

Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Mo2) Tegyiik "diszkrétté" a feladatot!

@ cimkézziik c(€ {1;2;...;12})-vel a villamosokat
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Monte Carlo

Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Mo2) Tegyiik "diszkrétté" a feladatot!
@ cimkézziik c(€ {1;2;...;12})-vel a villamosokat

e cimkézzik b(€ {1;2;...;12})-vel a varakozdkat

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 74 / 81



Monte Carlo

Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Mo2) Tegyiik "diszkrétté" a feladatot!
@ cimkézziik c(€ {1;2;...;12})-vel a villamosokat
e cimkézzik b(€ {1;2;...;12})-vel a varakozdkat

@ A cvillamoson 1;2;...; ¢ cimkéjii utasok utazhatnak
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Mo2) Tegyiik "diszkrétté" a feladatot!
@ cimkézziik c(€ {1;2;...;12})-vel a villamosokat
e cimkézzik b(e€ {1;2;...;12})-vel a varakozdkat
@ A cvillamoson 1;2;...; ¢ cimkéjii utasok utazhatnak

@ Minden lehetséges villamosbdl, és azokon utazdkbdl 1-1 példanyt véve
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Egy Gjabb egyszerii példa

1+ (1+2)+..+(1+2+..+12) 12-1+411-2+..+1-12
14+24...+12 - 1424...+12

E =
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Egy Gjabb egyszer(i példa

1+ (1+2)+..+(1+2+..+12) 12-1+411-2+..+1-12
14+24...+12 - 1424...+12

E =

(13—1)-1+(13-2)-2+ ... + (13— 12) - 12
142+ +12

E=

Sztranyak Attila (BDG) Ratz LaszI6 Vandorgyiilés 2017-07-07 75/ 81



Egy Gjabb egyszer(i példa

p_ 1A+ 4. (424 412) 12 1411-24 .. +1-12

1+24..+12 1+24...+12
p_o(B-1-14+(13-2)-2+4 ..+ (13 -12)-12
B 1+2+...+12
E—13'(1+2+'”+12)_(12+22+'”+122)

1+24...+12
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Egy Gjabb egyszer(i példa

T4 (142 4+ (1424 4+12)  12-1411-24 .. 4112

E =
14+24...+12 14+2+...+12
B (13—-1)-1+(13-2) 2+ ... + (13— 12) - 12
N 14+2+...+12
5o 13- (1424 ...4+12) — (12 +22 + ... +12?2)
N 14+2+...+12
(12-13-25) =6 25 14 )
E=13— =13—-—=|— t k
(12-13) = 2 3 3 percet varo
Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés 2017-07-07
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Egy Gjabb egyszer(i példa

T4 (142 4+ (1424 4+12)  12-1411-24 .. 4112

=
1+24..+12 1+24...+12
p_o(B-1-14+(13-2)-2+4 ..+ (13 -12)-12
B 1+2+...+12
E—13'(1+2+'”+12)_<12+22+'”+122)
B 1+2+...+12
(12-13-25) + 6 25 |14 )
E=13— =13- = =|— t varok
(12-13) =2 3 3 percet varo

Legfeljebb mennyit tévedtem?
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Egy Gjabb egyszer(i példa

E =

T4 (142 4+ (1424 4+12)  12-1411-24 .. 4112

1+24..+12 1+24...+12
p_o(B-1-14+(13-2)-2+4 ..+ (13 -12)-12
B 1+2+...+12
E—13'(1+2+'”+12)_<12+22+'”+122)
B 1+2+...+12
(12-13-25) + 6 25 |14 )
E=13— =13- = =|— t varok
(12-13) =2 3 3 percet varo

Legfeljebb mennyit tévedtem? Hogyan javithatom a médszert?

Sztranyak Attila (BDG) Rétz LaszIé Vandorgylilés 2017-07-07
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Egy Gjabb egyszerii példa

Mo2) Javitsunk az el8z8n! n(€ NT) egység = 12 perc!
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Mo2) Javitsunk az el8z8n! n(€ NT) egység = 12 perc!

e cimkézzik c(€ {1;2;...; n})-nel a villamosokat
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Mo2) Javitsunk az el8z8n! n(€ NT) egység = 12 perc!
e cimkézzik c(€ {1;2;...; n})-nel a villamosokat

e cimkézzik b(€ {1;2;...; n})-nel a varakozdkat
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Mo2) Javitsunk az el8z8n! n(€ NT) egység = 12 perc!
e cimkézzik c(€ {1;2;...; n})-nel a villamosokat
e cimkézzik b(€ {1;2;...; n})-nel a varakozdkat

@ A cvillamoson 1;2;...; n cimkéjli utasok utazhatnak
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Mo2) Javitsunk az el8z8n! n(€ NT) egység = 12 perc!
e cimkézzik c(€ {1;2;...; n})-nel a villamosokat
e cimkézzik b(e€ {1;2;...;n})-nel a varakozékat
@ A cvillamoson 1;2;...; n cimkéjii utasok utazhatnak

@ Minden lehetséges villamosbél, és azokon utazdkbdl 1-1 példanyt véve,
mint imént:
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Vol
Egy Gjabb egyszer(i példa

B I+(1+2)+..+(1+2+...4n) n-1+(n—-1)-24+..+1-n
- 1+24+...+n - 1+2+...4+n

(n+1-1)-1+(n+1-2)-24+..+(n+1—mn)-12
1+24..+n
(n+1)-(1+2+..+n)—(12+22+ ... +n?)
1+2+..+n
(n(n+1)2n+1)) =6
n(n+1)+2

n+ 2 ; 2 3
E= 3 egység = 4 perc + 3 egység ~

E =

E =

2n+1_n+2
3 | 3

E=(n+1)— =(n+1)—
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Egy Gjabb egyszer(i példa

1+(1+2)+...+(1+2+...4n) n-1+(n—-1)-2+..4+1-n

E: =

1+2+...+n

E =

1+2+..+n
(n+1-1)-14(n+1-2)-24 ...+ (n+1—n)-12

1+24+...+n

E =

(n+1)-(1+2+..+n)—(12+22+ ... +n?)

1+2+...+n

(n(n+1)2n+1)) =6
n(n+1)+2

E=(n+1)—

2n+1 _ n+2

=(n+1)-—

3

n+ 2 ; 2 3
E= 3 egység = 4 perc + 3 egység ~

Most is legfeljebb 1 egységet tévedtem.
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Vol
Egy Gjabb egyszer(i példa

B I+(1+2)+..+(1+2+...4n) n-1+(n—-1)-24+..+1-n
- 1+24+...+n - 1+2+...4+n

(n+1-1)-1+(n+1-2)-24+..+(n+1—mn)-12
1+24..+n
(n+1)-(1+2+..+n)—(12+22+ ... +n?)
1+2+..+n
(n(n+1)2n+1)) =6
n(n+1)+2

n+ 2 ; 2 3
E= 3 egység = 4 perc + 3 egység ~

Most is legfeljebb 1 egységet tévedtem. Kovetkezmény?

E =

E =

2n+1_n+2
3 | 3

E=(n+1)— =(n+1)—
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Monte Carlo

Egy Gjabb egyszerii példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Mo3) Alkalmazzunk geometriai modellt!
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Monte Carlo

Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Mo3) Alkalmazzunk geometriai modellt!

e cimkézzik c(€]0;12])-vel a villamosokat
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Monte Carlo

Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Mo3) Alkalmazzunk geometriai modellt!
e cimkézzik c(€]0;12])-vel a villamosokat

e cimkézziik b(€]0; c]})-vel a ¢ villamosra varakozdkat
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Mo3) Alkalmazzunk geometriai modellt!
e cimkézzik c(€]0;12])-vel a villamosokat

e cimkézziik b(€]0; c]})-vel a ¢ villamosra varakozdkat

o Mi az eseménytér?
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Mo3) Alkalmazzunk geometriai modellt!
e cimkézzik c(€]0;12])-vel a villamosokat
e cimkézziik b(€]0; c]})-vel a ¢ villamosra varakozdkat
o Mi az eseménytér?

e b—uzc—1y;0<zr<y<12 = egy hdromszog
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Egy Gjabb egyszer(i példa

Feladat

Bergengdciaban két azonos iranyt villamos kozott eltelt idé 0 és 12 perc
kozott van véletlenszerien.

A megalldba véletlenszerii idépontban érkezve varhatéan mennyit kell varni?

Mo3) Alkalmazzunk geometriai modellt!

cimkézzik c(€]0;12])-vel a villamosokat

cimkézziik b(€]0; c]})-vel a ¢ villamosra véarakozdkat
Mi az eseménytér?

b—z¢c—1y;0 <2< y<12 = egy hdromszog

A (b; c) = (z;y) pont/esemény esetén a varakozasi id6 b = .
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Egy Gjabb egyszer(i példa

12;12;12)

(12;12;0)
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Egy Gjabb egyszer(i példa

12;12;12)

(12;12;0)

@ Az eseménytéren az atlagos varakozasi id6:
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Egy Gjabb egyszer(i példa

12;12;12)

(12;12;0)

@ Az eseménytéren az atlagos varakozasi id6:

e A szines (z;y;0), (x; y; x) szakaszok atlagos hossza
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Egy Gjabb egyszer(i példa

12;12;12)

(12;12;0)

@ Az eseménytéren az atlagos varakozasi id6:

e A szines (z;y;0), (x; y; x) szakaszok atlagos hossza

TEer'm
V , E.tér m 12
o F — tetraéder _ 3 _m_ e
TE.tér:héromszég TE.tér 3 3
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Monte-Carlo

Feladat

A nagy ho-ho-horgéasz szeretné megtudni, hogy mennyi viz van a
Balatonban. Rendelkezésére all egy centiméter és mindenféle horgaszeszkoz,
meg egy jO ladik. A Focsalinak van egy miholdfelvétele, igy pontosan tudja
mekkora a Balaton vizfeliilete.

Hogyan hatarozhaté meg koriilbeliil a Balatonban 1évé viz mennyisége?
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Monte-Carlo

Feladat

A nagy ho-ho-horgéasz szeretné megtudni, hogy mennyi viz van a
Balatonban. Rendelkezésére all egy centiméter és mindenféle horgaszeszkoz,
meg egy jO ladik. A Focsalinak van egy miholdfelvétele, igy pontosan tudja
mekkora a Balaton vizfeliilete.

Hogyan hatarozhaté meg koriilbeliil a Balatonban 1évé viz mennyisége?

@ Monte-Carlo-mddszer
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Monte-Carlo

Feladat

A nagy ho-ho-horgéasz szeretné megtudni, hogy mennyi viz van a
Balatonban. Rendelkezésére all egy centiméter és mindenféle horgaszeszkoz,
meg egy jO ladik. A Focsalinak van egy miholdfelvétele, igy pontosan tudja
mekkora a Balaton vizfeliilete.

Hogyan hatarozhaté meg koriilbeliil a Balatonban 1évé viz mennyisége?

@ Monte-Carlo-mddszer
° Hol hasznalhat6?
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Monte-Carlo

Feladat

A nagy ho-ho-horgéasz szeretné megtudni, hogy mennyi viz van a
Balatonban. Rendelkezésére all egy centiméter és mindenféle horgaszeszkoz,
meg egy jO ladik. A Focsalinak van egy miholdfelvétele, igy pontosan tudja
mekkora a Balaton vizfeliilete.

Hogyan hatarozhaté meg koriilbeliil a Balatonban 1évé viz mennyisége?

@ Monte-Carlo-modszer
o | 7| Hol hasznalhat6? Mi kell hozza?
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Monte-Carlo

Feladat

A nagy ho-ho-horgéasz szeretné megtudni, hogy mennyi viz van a
Balatonban. Rendelkezésére all egy centiméter és mindenféle horgaszeszkoz,
meg egy jO ladik. A Focsalinak van egy miholdfelvétele, igy pontosan tudja
mekkora a Balaton vizfeliilete.

Hogyan hatarozhaté meg koriilbeliil a Balatonban 1évé viz mennyisége?

@ Monte-Carlo-modszer
o | 7| Hol hasznalhat6? Mi kell hozza?

e Konnyii szimulalni pl. Tigr, Vgsmb
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Monte-Carlo

Feladat

A nagy ho-ho-horgéasz szeretné megtudni, hogy mennyi viz van a
Balatonban. Rendelkezésére all egy centiméter és mindenféle horgaszeszkoz,
meg egy jO ladik. A Focsalinak van egy miholdfelvétele, igy pontosan tudja
mekkora a Balaton vizfeliilete.

Hogyan hatarozhaté meg koriilbeliil a Balatonban 1évé viz mennyisége?

@ Monte-Carlo-modszer
o | 7| Hol hasznalhat6? Mi kell hozza?

e Konnyii szimulalni pl. Tigr, Vgsmb

° Kordbban P = FE, most £ = P(, T, V)
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Par hivatkozas

o Kosztolanyi Jézsef, Makay Géza, Pintér Klara, Pintér Lajos:
Matematikai problémakalauz I. - ISSN 1218-4071

@ An Unexpected Limit of Expected Values =
http://cedar.wwu.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=1068&
context=math_facpubs

@ 18th Putnam 1958, Putnam website
https://mks.mff.cuni.cz/kalva/putnam/putn58.html
http://math.scu.edu/putnam/

@ Evan Chen and Andrew Critch: Unexpected Expectations =
http://acritch.com/media/math/Andrew_Critch_and_Evan_
Chen_-_Unexpected_Expectations.pdf
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