Atjaro6 a geometriai testek, a grafok és a csoportelmélet kozott
Suranyi Laszlo
Ratz Laszlé Vandorgytilés, 2017, Székesfehérvar.1

Abbdl indulunk ki, hogy van egy heurisztikus elképzelésiink arrdl, mikor ,egyforma”, vagy meg-
kiilonboztethetetlen, azonos szerep(i egy graf két pontja (vagy éle!) és mikor nem. Mikor ,,néz ki
ugyanugy” a graf két pontbdl.

Elézetes megjegyzés. Egy alternativ felépités lehet:

e a Petersen grafrol szo6l6 28. feladattal kezdjuk,

e megallapitjuk, hogy az ott latott szerkezetet kapjuk, barmely pontbdl indulunk, tehat a graf
minden pontjabdl ugyanugy néz ki,

e megallapitjuk, hogy az ott [atott szerkezetet kapjuk, barmely pontbdl indulunk, tehat a graf
minden pontjabdl ugyanugy néz ki,

¢ és az alabbi feladatok csak ez utan jonnek.

Ha késébb fel akarjuk adni az 5. feladatot, akkor itt még nem aruljuk el, hogy a Petersen grafrél
van sz9, csak ott, a feladat utan.

Példak
Mondunk par példat:
o Egy (grafelméleti) kor pontjai nyilvan nem meg-kilonboztetheték,
o Egy teljes graf pontjai sem.
e Egy csillagban viszont a telitett pont megkiilonbodztethetd a tobbitdl, viszont a tébbi
egymastol nem.
e Egy Ut két végpontja nyilvdn nem megkilonboztethet6 és barmely két pont, ami a két
végponttdl egyenld tavol van, egymdstdl szintén nem, de az 6sszes tobbitdl éppen a
végponttdl vald tdvolsdga révén igen.

Ami az éleket illeti, a kor és a teljes graf, de a csillag élei sem megkilénboztethet6k. Viszont az
ut élei igen. Kérink tovabbi példakat a diakoktdl. Mar most leszégezhetjiik:

Csak azonos foku pontok lehetnek ,,egyformadk”.

Megjegyzés. Ha a szélességi keresés mar volt, és valaki mar itt hivatkozik ra, akkor érdemes kiemelni
ezt az érvet.

1. feladat. Hany ,kilonb6z8” pont/él van az aldbbi grafokban?
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! Készénet Abért Mikldsnak, aki a témara és tanithatdsagara felhivta a figyelmemet.


http://specmat.wiki/wiki/Gr%C3%A1fautomorfizmus.1
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_1.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_2.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_4.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:11pontu_baratsaggraf.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_1.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_2.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_4.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:11pontu_baratsaggraf.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_1.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_2.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_4.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:11pontu_baratsaggraf.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_1.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_2.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_4.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:11pontu_baratsaggraf.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_1.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_2.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:8pontu_4.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:11pontu_baratsaggraf.jpg

Megjegyzés: Ezen a ponton még nem feltétlendl kell kijavitani a rossz példakat, majd kiderdl Ggyis a
folyamat soran.

2. feladat. Rajzoljunk tovabbi olyan grafokat, amelyekben
a) minden csucs ,egyforma”;
b) nem minden csucs egyforma;
b’) minden csucs ,kilonb6z6”.

3. feladat. Melyik a legkisebb (egyszerd) graf, amelyik megfelel a 2.b') feladat feltételének?

4. feladat. Hany ,kiil6nbz8” tipusd pont/él van az alabbi grafokban?

a) ABCDEF hatszog az AC, BE, DF atldkkal.

b) Két 6tszog, koztiik egy parositas:

Megjegyzés. A tanulé csoport "tempdjatdl" figgéen mar itt megkérdezhetjik, hogy hanyféleképp
vihetjik a4t 6nmagukba a feladat gréfjait. Késébb visszatériink még erre a kérdésre.

Csucstranzitiv grafok; az automorfizmus definicioja

Elnevezés. Ha egy graf minden pontja ,egyforma”, ezt roviden ugy fogjuk kifejezni, hogy a graf
csucstranzitiv. Persze egyel6re persze még csak heurisztikus fogalmunk van arrél, hogy mit
jelent az ,egyforma”.

Eddigi tapasztalataink alapjan adddik a kérdés:

4' feladat. Létezik-e regularis (egyszerd) graf, amelyben vannak nem-egyforma pontok?
Vagyis: |étezik-e reguldris, nem csucstranzitiv (egyszerd) graf?

5. feladat. Hanyfajta pont van az aldbbi, Un. Petersen grafban?
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Atvihet6-e a belsé kore a kiilsGbe ugy, hogy a graf ,,ugyanaz” maradjon?

Megjegyzés: Itt érdemes tisztazni, hogy MIT JELENT, HOGY "EGYFORMA", VAGYIS "ATVIHETO" (csak
azért, hogy legyen fogddzonk, ha "eltévednénk”, kiilonben tovdbbra is nyugodtan
tamaszkodhatunk a heurisztikus fogalmunkra).

6. (definicids) feladat. Probaljuk megfogalmazni pontosabban, hogy mikor nevezziik egy graf két
csUcsat/pontjat egyformdnak, vagy masképp: mikor mondjuk, hogy a graf egyik
csucsa/pontja dtvihetd a graf egy masik csiicsaba/pontjabal

Ez utan a feladat utan kimondhaté az alabbi

Definicid (vagy inkdbb: elnevezés). Egy graf csucsainak éltarté permutacidit nevezziik a
graf automorfizmusainak.

Orbitok

7. feladat. Hany ,kiilonb6z8” tipusud pont van az alabbi grafokban?

a) Chvatal graf: . o b) Ez a 18 pontu graf:

Definicid. Azokat a csucsokat, amelyekbe a graf egy A pontja atvihetd, e pont orbitjanak, vagy
palyajanak nevezzik.

Megjegyzés: Minden pont beletartozik sajat orbitjaba!

8. feladat. Gondoljuk meg, hogy két csucs orbitja vagy azonos, vagy nincs kdz6s pontjuk.

Megjegyzés: Ez nem mas, mint annak megfogalmazasa, hogy miért hasznalhattuk eddig a kiil6nbéz6
és egyforma pontok kifejezéseket.

Megjegyzés: Két allitasrdl van szo:
Két éltartd permutdcié egymasutdnja is éltartd permutacio.
Eltartd permutécié inverze is éltartd permutdcio.
Elég, ha ezt a két dllitast meg tudjak fogalmazni a didkok (l. a 6. feladatot is), nem érdemes
belemenni a szemléletesen nyilvanvalé allitasok formalis bizonyitasaba. Viszont gyakorlasként
megkérdezhetjik: Hogyan fogalmazhaté meg az "orbitok nyelvén", hogy egy graf
csucstranzitiv?

9. (gyakorld) feladat. Vizsgaljuk meg, hogy hany orbitja van
a)a4., 5. és 7. feladat grafjainak:
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b) a két egyforma hosszu Utbdl és kdzte egy 1-faktorbdl all6 grafnak;
c) egy nyolcszog két szemkozti rovid atldval;
d) egy kor két metsz6/nem-metsz6/kéz6s pontbdl induld révid atldval.

Gyakorlo feladatok

10. feladat. Tekintsilik Gjra a Petersen grafot. A kiilsé és bels6 6tszog kozott futd éleket nevezzik
kill6knek. Kiszineztlink pirosra egy 6tszoget, amelyiknek van killg-éle is:

Atvihet6-e ez automorfizmussal (= éltarté permutdciéval) a kiilsé kérbe?

10a. feladat.
e Hany 6tszog van a Petersen grafban?
o AtvihetS-e barmely két 6tsz6g egymdsba automorfizmussal?

Itt kovetkezhetnek "adjunk meg automorfizmust, amely ..." és "automorfizmus-e" tipusu gyakorld
feladatok. Példak:

11. feladat.
a) Automorfizmusa-e az alabbi grafnak ez a permutacié:

ABCDEF
A FEDCEB


http://specmat.wiki/wiki/Gr%C3%A1fautomorfizmus.6
http://specmat.wiki/wiki/Gr%C3%A1fautomorfizmus.7
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:C3_C3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Ket_otszog.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Chv%C3%A1tal.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:18pontu.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Headwood.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen_szinezve.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:C3_C3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Ket_otszog.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Chv%C3%A1tal.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:18pontu.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Headwood.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen_szinezve.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:C3_C3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Ket_otszog.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Chv%C3%A1tal.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:18pontu.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Headwood.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen_szinezve.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:C3_C3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Ket_otszog.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Chv%C3%A1tal.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:18pontu.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Headwood.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen_szinezve.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:C3_C3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Ket_otszog.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Chv%C3%A1tal.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:18pontu.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Headwood.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen_szinezve.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:C3_C3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Ket_otszog.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Chv%C3%A1tal.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:18pontu.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Headwood.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen_szinezve.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:C3_C3.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Ket_otszog.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Chv%C3%A1tal.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:18pontu.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Headwood.jpg
http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:Petersen_szinezve.jpg

Van-e a BE élt a AF élbe atvivé automorfizmus?
Es a BE élt az AC élbe &tvivs automorfizmus?

b) Van-e olyan automorfizmusa (a csicsoknak olyan éltarté permutdcidja) a 4. feladat e)
grafjanak (I. alabb is), amely a bal felsé élt a jobb felsé élbe viszi?

c) Mely fugg6leges élek vihet6k egymasba ebben a grafban?

Van-e olyan automorfizmus, amely e graf fenti rajzaban két szomszédos fliggbleges élt
megcserél?

d) Van-e olyan automorfizmusa a Chvatal grafnak, amely a belsé nyolcszoget "eggyel
elforgatja"?

e) Adjunk meg a Chvatal grafnak olyan automorfizmusat, amely a bal szélsé élét a jobb szélsé
élébe viszi at!
f) A 11 pontu baratsag graf melyik élei vihet6k at egymasba?

g) Az alabbi graf melyik "fligg6leges" éle vihetd at melyik "vizszintes" élbe automorfizmussal?

h) Ugyanez a kérdés az alabbi grafnal:

12. feladat. Gondoljuk meg, hogy a kovetkez6 allitasok ekvivalensek (annak pontosabb
megfogalmazdsai, hogy egy graf minden pontja "kilonb6z6"):

e Egy graf minden orbitja egyetlen pontbdl all.
e Egy grafnak csak egyetlen automorfizmusa van: az, amely minden cstiicsot 6nmagaba visz.

Ennek alapjan a 4' feladat igy fogalmazhato:

Van-e olyan regularis graf, amelynek csak egy automorfizmusa van?
"1. BONUS FELADAT": Prébaljuk megvalaszolni ezt a kérdést!
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(Bonus feladatnak azokat nevezem, amelyek nehezebbek, csak erdsebb/érdkel6débb
didkoknak célszeri feladni.)

Grafok automorfizmusainak a szama

13. feladat. Hany automorfizmusa van a kévetkezé grafoknak:

a) Az n pontu teljes graf.

b) Az n pontu kor.

c) Az n pontu ut.

d) Egy n pontu teljes paros graf.

e) Két egyforma hosszu ut, kozte 1-faktor.

f) Nyolcszog két szemkozti révid atldval.

g) Kor két metsz6/nem-metsz6/kozos pontbdl induld révid atldval.
(Rovid atlénak a masodszomszéd csucsokat 6sszekots atldkat nevezziik.)

14. feladat. Hany automorfizmusa van a 1. feladat gréfjainak?

Erdemes megszamlaltatni a 4. feladat grafjainak az automorfizmusait is. (Lasd a 29. feladatot
is.) A Petersen graf és a Heawood graf azonban kilon téma, ezeket kiilon-kiilon fejezetben
targyaljuk aldbb. A tobbirdl pedig feladhatd ez az aldbbi formaban:

15. feladat. Keressiink az eddig megismert (és még nem vizsgalt) grafok kozott olyant, amelyeknek 6,
8, 10 illetve 12 automorfizmusa van. Adjunk meg tovabbi ilyen grafokat.

A kovetkez6 feladat viszont taldlékonysagot kivan, ezt segiti az a) részfeladat.

16. feladat. Adjunk meg olyan
a) irdnyitott,
b) egyszerd
grafot, amelynek pontosan harom automorfizmusa van.
¢) Adjunk meg tobb olyan grafot, amelynek pontosan két automorfizmusa van.

17. feladat. A G csucstranzitiv graf automorfizmusainak a szdmat Andris a kdvetkez6képpen szamolta
ki. Aranylag kdnnyen meg tudta szdmolni, hany automorfizmus viszi az x csicsot 6nmagaba.
Ezt a szdmot megszorozta a csUcsok szamaval. Azt allitja, hogy az igy kapott szam a graf
automorfizmusainak a szama.

J6l okoskodott-e Andris?
18. feladat. Milyen n-ekre van olyan egyszer( graf, amelynek pontosan n automorfizmusa van?

19. Tovabbi gyakorlé feladatok.

19A) Hany automorfizmusa lehet egy 6t-, hat-, hétpontu csucstranzitiv grafnak?
Hany ilyen graf van?

19B) Lehet-e egy szazpontu csucstranzitiv grafnak 150 automorfizmusa?

19C) Hany automorfizmusa van annak a grafnak, amely egy pontbdl kiindulé harom, paronként
pontdiszjunkt, haroméld utbdl all (tehat 10 pontja van)? Hany orbitja van a pontjainak
(és hany osztalya az éleinek)?

Megjegyzés: A zardjelben allo kérdést a kovetkez fejezet elGkészitéseként lehet feladni.

D) Igaz-e, hogy egy csucstranzitiv graf minden pontjat ugyanannyi automorfizmus hagyja a
helyén?
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D’) Igaz-e az allitas "forditottja" is: ha egy graf minden pontjat ugyanannyi automorfizmus hagy
a helyén, akkor a graf csdcstranzitiv?

E) Hogyan altalanosithato a 13. feladatban kapott allitas?

Elosztalyok, éltranzitiv grafok
Ugyanugy, ahogy van csucstranzitiv graf, van éltranzitiv graf is:

Definicid. Azokat a grafokat nevezziik éltranzitiv grafnak, amelyekben barmely él atviheté barmelyik
masikba automorfizmussal.

Megjegyzés. A definicid igy még nem egyértelmd. Kovetelhetjiik azt, hogy minden él atvihet6 legyen
minden élbe, de kovetelhetjik azt is, hogy minden (x,y) él atvihetd legyen minden (u,v) élbe.
El6bbi esetén egy élparhoz csak egy automorfizmus kell, az utébbi esetén két kiilénb6z6
automorfizmus, mert itt megmondtuk, hogy az él melyik végpontja a képél melyik végpontjaba
menjen. Az utdbbit is teljesitd iv-tranzitiv grafoknak nevezik.

Ha a didkok nem veszik észre a kétértelmdséget, egyel6re nem beszéliink réla: majd lesz
feladat, amelynél mas a valasz a kétféle lehetséges definicid esetén.

Példak: A teljes grafok, a korok, a szabalyos testek élhaldzatai, a teljes paros grafok, amelyeknek
mindkét osztalyaban ugyanannyi pont van. (Ezek teljesitik az er6sebb kdvetelményt is, azaz iv-
tranzitivak.)

20. feladat. Mondjunk tovabbi példakat éltranzitiv grafokra!
21. feladat. Melyik graf éltranzitiv az aldbbiak kozul:

a) A csillag.
b) Az 1. feladat a) és d) grafja, valamint a 4. feladat a) és b) grafja:

A F

C D

c) Altalaban: két pontdiszjunk n hosszu kdrbél és koztiik a megfeleld pontok kdzotti
parositasbadl allé graf?
22. feladat. Igaz-e, hogy

a) csUcstranzitiv graf komplementere is cslcstranzitiv?
b) éltranzitiv graf komplementere is éltranzitiv?

23. feladat. Lehet-e éltranzitiv egy nem csucstranzitiv graf?

Megjegyzés. Ez a kérdés kétszeresen becsapos!
23a feladat. Van-e olyan 3-reguldris él- és csucstranzitiv graf, amely nem iv-tranzitiv?

24. feladat. Mutassunk minél tobb, minél bonyolultabb példat
a) csucs- és éltranzitiv,
b) csucs-, de nem éltranzitiv,
c) él-, de nem csucstranzitiv grafokra.
Az éltranzitivitast itt a gyengébb értelemben értjlik.

Mar az el6z6 feladatokbdl is kideriilt, hogy érdemes az élek osztalyait is vizsgalni: két él akkor van egy
osztalyban, ha van automorfizmus, amely az egyiket (a gyengébb értelemben) a masikba viszi.
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Az éltranzitiv grafok azok, amelyekben minden él ugyanabban az egy osztalyban van. Lattuk mar,

hogy a baratsaggraf éleinek két osztalya van, az 6tszdg alapu hasab élhaldzatanak - és dltaldban a
hasab élhdlozatanak - is, kivéve a kockat.

25. feladat. Vizsgaljuk meg, hdny osztdlya van a mar ismert grafjaink kozil az alabbi grafok éleinek:

a) Az 1. feladat grafjainak:

vn.__\. //,' - 'f\\. //g 9 ; T I \ 1
.‘/\.\,, VN | \\4 :

b) A 18 pontu grafnak:
c) A Chvatal grafnak.

26. feladat.
a) Lehet-e tobb élosztaly egy csucstranzitiv grafban?
b) BONUS feladat: Lehet-e akarhany fajta él egy csucstranzitiv grafban?

27. feladat (azonos a H1a feladattal). Eltranzitiv-e a Heawood graf?

Grafok automorfizmuscsoportja

El6zmény: Az aldbbi geometriai alakzatok transzformacidcsoportjanak részletesebb attekintése:
e A szabalyos n-szogé: a D,diédercsoport,
e a szabalyos tetraéderé az S, szimmetrikus csoport,
e a kockaé (és az oktaéderé) S, X Z, (ez utdbbit nem foltétlenil sziikséges igy leirni, csak azt jo,

ha latjak a didkok, hogy két szabalyos tetraéderrél van sz, azok barmely transzformdciéja
jo és a két tetraédert fel is cserélhetjlik.

o Esetleg az ikozaéder és a dodakaéder transzformacidcsoportjat is megnézhetjiik A4 X Z,.
Erdemes még megemliteni, hogy a szabalyos sokszég alapu egyenes gulaé is
a D, diédercsoport, a szabdlyos sokszog alapu hasabé pedig ez szorozva Z,-vel - kivéve a
kockaét!!!
Visszatérhetiink a 8a feladatra is, amely szerint az automorfizmusok a graf "egybevagdsagi
transzformdcidi" - tehat ugyanugy csoportot alkotnak, mint a geometriai alakzatoké:

A 6. feladat megolddsaban, majd a 8. feladat utan volt szé arrdl, hogy automorfizmus inverze is
automorfizmus (és a minden csucsot a helyén hagyé automorfizmus az identitas). Itt még
megemlitjik, hogy ha a, b, c harom permutacid, akkor a(bc) és (ab)c egyarant azt jelenti, hogy
végrehajtjuk egymas utan el6bb az a, majd a b, végiil a c permutdciét. Ha a transzformacidcsoportok
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mar megvoltak, akkor itt elég utalnunk erre. (Altaldban sem érdemes kérdésessé tenni olyan
miiveleti tulajdonsagokat, amelyekre a didkok még nem lattak ellenpéldat.)

Ez utan kovetkezhetnek a korabban szerepelt grafok automorfizmuscsoportjai:

28. feladat. Mi az aldbbi grafok automorfizmuscsoportja:
e Az n pontu teljes graf.
e Az n pontu kor.
e Az n pontu ut.
e Az n pontu csillag.
o A 3-haz-3-kut graf.
¢ A K;;teljes paros graf.
e A kocka élhdlozata.
o Az oktaéder élhaldzata.

29. feladat. Mi az aldbbi (az 1. feladatban szerepelt) grafok automorfizmuscsoportja:

a) >< L /’i b) Z_]\I c) V d) ‘\ (y’

e)

30. feladat. Allapitsuk meg az alabbi grafok automorfizmuscsoportjat (I. a 4. és a 7. feladatot):
A F / \
B ; =

A Petersen graf automorfizmuscsoportjat a Petersen graf fejezet, a Heawood grafét pedig
a Heawood graf fejezet targyalja.

31. Milyen n-ekre van olyan graf, amelynek automorfizmuscsoportja éppen az n-edrendd ciklikus
csoport, Z,?

Altalanosabban is felmeriil a kérdés, hogy milyen G (véges) csoporthoz van olyan egyszer(i gréf,
amelynek automorfizmuscsoportja éppen G? A valaszt Frucht alabbi tétele adta meg Graphs of
degree 3 with a given abstract group c. 1948-as cikkében (l. https://cms.math.ca/cjm/v1/p365):

Frucht tétele: Minden véges csoport el6all egy véges egyszer(i graf automorfizmuscsoportjaként, sét:
egy 3-reguldris egyszerU graf automorfizmuscsoportjaként is.
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A Petersen graf

A Petersen graf legismertebb alakja:

Sok szempontbdl nevezetes graf. igy példaul olyan 3-reguléris graf, amely nem bonthaté harom 1-
faktorra (harom, paronként éldiszjunkt teljes parositasra). Ebbdl kovetkezik az is, hogy nincs
Hamilton-koére, hiszen az két éldiszjunkt teljes pdarositast adna, és a maradd élek is egy teljes
parositast adnanak. Ebbél az érvbdl az is kitetszik, hogy az el6z6 allitas bizonyitdsahoz elég belatni,
hogy barmely két teljes parositasanak van kozos éle! (MIERT?)

A grafautomorfizmusok bevezetésénél az 5. feladat foglalkozott azzal, hogy hanyfajta pont van a
Petersen grafban. Vagyis: hany orbitja van a grafnak?

"Ranézésre" latszik, hogy a kiils6 pontok barmelyike barmelyikbe atvihet6 "forgatdssal”, és a meg-
oldasnal Iattuk, hogy a kiilsé és a belsd kor is felcserélhetd automorfizmussal (a cstcsok éltartd
permutacidjaval), tehat a graf cslucstranzitiv, egyetlen orbitbdl all.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy a belsé és a kiils6 élek is atvihet6k egymasba automorfizmussal. A
"kill6kre" vonatkozott a 10. feladat. Ott kiszineztilink pirosra egy 6tszéget, amelyiknek van kill6-éle
is, és olyan automorfizmust kellett keresni, amelyik a kiilsé 6tszoget ebbe az 6tszogbe viszi:

A 10a feladatban megszamoltuk a graf 6tszogeit, és tisztaztuk, hogy barmely 6tszog atvihetd
barmelyik masikba automorfizmussal. Az is kbvetkezett ebbdl, hogy a Petersen graf barmely éle
atvihetS barmelyik masikba, tehat éltranzitiv (raadasul az erésebb értelemben): ivtranzitiv. Ebbél
kovetkezett az is, ami elsGre taldn meglepd, hogy a Petersen grafnak tébb automorfizmusa van, mint
a latszatra "szimmetrikusabb" fenti grafnak, ami az 6toldald hasab élhaldja.

Ennek a grafnak ugyanis 20 automorfizmusa van: a klls6 6tszégnek tiz és minden esetben vagy kiilsé
marad, vagy felcseréljiik a belsGvel. A bels6 6tszog képe ezzel egyértelmlen meg van hatarozva.

Ugyanez elmondhatd a Petersen graf olyan automorfizmusairdl, amelyek a kils6 6tszoget a kiilsé
Otszogbe viszik (ebbdl van tiz), illetve amelyek a bels6be viszik (ebbdl is van tiz). A fenti feladat
azonban Uj automorfizmusokat ad ehhez. A kérdés ezutdn

A Petersen graf automorfizmusainak szama

32. Feladat. Hany automorfizmusa van a Petersen grafnak?

1. megoldas. A 10. feladatban a piros élekbdl allé otszoget atvittiik a kiils6 6tszogbe. Ezutan az
Otszoget még korbe is forgathatjuk és a forgatas utan tikrozhetjik is, ez Gjabb tiz
automorfizmust jelent. Ot ilyen 6tszdg van, ez tehat 6tven Uj automorfizmus. De a kiilsé és
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bels6 6tszoget meg is cserélhetjlik, ez Gjabb 6tven automorfizmust jelent, igy 6sszesen 120
automorfizmust kaptunk.

Tobb nincs. Ezt igy is belathatjuk: a graf minden 6tszoge vagy 6t kiilsé élt tartalmaz, vagy egyet
sem —ilyenbdl egy-egy van —, vagy két szomszédosat (és egy belsd élt), vagy egy kiils6t és két
bels6 szomszédosat, ilyenbdl 6t-6t van. Ez 6sszesen 12 6tszog és tdbb nincs. Barmelyiket tud-
juk kivilre tenni, majd forgatni és tiikrozni, tehat mindegyikhez 10-10 automorfizmus tartozik.

Egy masik megoldast abbdl fogunk kapni, hogy masképp épitjiik fel a Petersen grafot. Az alabbi,
ismert feladat ,,Uj oldalardél” mutatja be a grafot:

33. feladat. Bergengdcia bizonyos varosait oda-vissza repllGjarat kot 6ssze. Minden varosbdl
legfeljebb harom repulGjarat indul és barmely varosbdl barmely masik varosba el lehet jutni
legfeljebb egy atszalldssal. Legfeljebb hany varosa van Bergengdcidnak?

Megoldas. Tekintsiik Bergengdcia varosait egy graf pontjainak, a graf két pontja kozott akkor hdzzunk
be élt, ha van kozottiik repiil6jarat.
Vegylk Bergengdcia egy tetsz6leges x varosat. Legyen S, azoknak a varosoknak a halmaza,
amelyekbe van x-bél repiilGjarat. Legyen tovabba T, a maradd varosok halmaza. A feladat
feltétele szerint T, minden varosaba megy repil6jarat valamelyik S,-beli varosbdl. A feladat
masik feltétele szerint S,-ben legfeljebb harom varos van, s ezekbdl egyenként legfeljebb két 0]
— x-t6l kiilénb6z6 — varosba van repliléjarat, tehat T,-ben legfeljebb hat varos van.
Bergengdciaban tehat legfeljebb tiz varos van.
Még meg kell mutatnunk, hogy Bergengdcianak tényleg lehet is tiz varosa. Ehhez a kbvetkez6k
kellenek:
a) minden x varosbdl ténylegesen harom jarat induljon,
b) S, varosai ne legyenek egymassal 6sszekotve,
c) Sy semelyik két varosabdl ne induljon T, azonos vérosaba jarat.

Az a) feltétel azt jelenti, hogy nincs harom varos, amelyek koziil barmelyik kett6t jarat kot
Ossze, a c) feltétel pedig azt, hogy nincs két varos, amelybdl egymasba egy atszallassal két
kiilonb6z6 mddon lehetne eljutni. (A két feltételt egyitt ugy fogalmazhatjuk meg, hogy
barmely két varos kdzott csak egyféleképp lehet legfeljebb egy atszallassal kozlekedni.)

Ez viszont azt jelenti, hogy T, barmely varosabdl két jarat indul T,-beli varosba. Ez csak ugy
lehetséges a) miatt, ha

d) a T,-beli varosok kozotti jaratok egyetlen hatpontu — grafelméleti értelemben vett — kort
alkotnak.

Ha most a)-d) feltételek figyelembe vételével fel akarjuk rajzolni a jaratok altal alkotott grafot,
akkor Iényegében egyetlen médon tehetjik ezt, amit az dbra mutat. Ez a graf valéban megfelel
a feladat minden feltételének és 10 pontja van.

-
S.’I‘

¥

34. feladat. Ebbdl az alakbdl nem latszik, hogy a Petersen grafrdl van szd. Bizonyitsuk be, hogy a
kapott graf a Petersen graf.
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Megoldas. Ezt kétféleképp tehetjlik. Vagy kereslink manualisan egy izomorfizmust, vagy meg-
gondoljuk, hogy a Petersen graf megfelel a feltételeknek (tizpontu, nincs benne haromszog és
négyszog és kettd az atmérsje), masrészt lattuk, hogy csak egy ilyen graf van.

E feladat segitségével tehat még egy mddon megszamolhatjuk a Petersen graf automorfizmusait:
32. feladat 2. megoldasa. A 33. feladat megoldasanal ezt a grafot kaptuk:
Jg

5,
1.

De az is kidertlt, hogy a kapott graf igy néz ki, akarmelyik pontjabél indulunk. Az x pontot
tehat tizféleképp valaszthatjuk.

De tovabb is mehetiink. Az elsé emelet harom pontjat (S, hdrom pontjat) is tetsz6legesen
permutdlhatjuk. Ez tovabbi hat lehet6ség mind a tiz esetben, eddig tehat mar van 60
automorfizmusunk.

Es még? Az S, "elsé" pontjanak megfeleld pont méasodik emeleti szomszédjait is tetszéleges
sorrendben letehetjlk, ez viszont mar meghatdrozza, hogy az S, masik két pontjanak megfelel§
pontok mdasodik emeleti szomszédjait milyen sorrendben kell letenniink, hogy a grafunk egy
automorfizmusat kapjuk.

Ez tehat még két lehetdség mind a 60 esetben. Vagyis 6sszesen 120 automorfizmusa van a
Petersen grafnak.

A Petersen graf tovabbi tulajdonsagai

Ezek a 33. feladatra adott megoldasbdl jol kiolvashaték, mar hasznaltuk is 6ket:

A Petersen grdf dtmérdje kettd. Vagyis barmely két pontja kdzott vagy él, vagy két élbdl allé at
fut. Azt is latjuk, hogy a legnagyobb ilyen, 3-reguldris grdf. (S6t, a legnagyobb ketté atmérgjd
graf, amelyben minden pont foka legfeljebb harom. Epp ezt bizonyitottuk.)

Madsrészt azt is lathatjuk, hogy a legkisebb olyan 3-requldris grdf, amelyben nincs hdrom és négy
hosszusagu kér, a legkisebb kére 6t hosszu.

Megjegyzés. A legkisebb olyan 3-regularis grafo(ka)t, amely(ek)nek legkisebb kore k hosszusagu,
(3,k)-kalitkdnak, vagy egyszerlen k-kalitkanak is szoktak nevezni. A Petersen graf az egyetlen 5-
kalitka, az egyetlen 4-kalitka a "3-haz-3-kut" (a 3-3 pontu teljes paros graf). Az egyetlen 6-
kalitka a mas szempontokbdl is fontos Heawood graf.

A fentiekbdl a Petersen graf egy tovdbbi nevezetes tulajdonsaga is kovetkezik:

35. (gyakorld) feladat. J6l szinezhetGk-e a Petersen graf élei harom szinnel? (J6 szinezésnek az élek
olyan szinezését nevezziik, ahol azonos szin(i éleknek nincs kbz6s végpontja.)

Megoldas. Tegyiik fel, hogy sikerilt hdrom szinnel jol kiszineznlink a graf éleit. Valasszuk ki az egyik
szint és hagyjuk el az ilyen szin( éleit. Mivel a graf 3-regularis, a maradé két szin 2-regularis
grafot alkot, tehat pont- és éldiszjunkt korokbdl all. Lattuk, hogy a graf legkisebb korei 5
hosszuak. Masrészt egy paratlan kor éleinek j6 szinezéséhez harom szin kell, tehat a maradé
két szin altal alkotott graf csupa paros kérbél all. Ez 10 pont esetén csak ugy lehetséges, ha egy
10 pontu korbél all (nincs négy hosszu koér!). Vagyis: a marado két szin a grafnak egy Hamilton-
korét alkotja. Marpedig ellenérizhetd, hogy a Petersen grafnak nincs Hamilton-kore:

Ha volna Hamilton-kore, az tartalmazna "kill6t", mégpedig paros sokat, tehat vagy kett6t vagy
négyet.
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- Azonnal lathatd, hogy négy kiill6 nem egészithet6 ki Hamilton-korré.
- Ha két egymas melletti kill6t tartalmaz, akkor a belsé korbél fog legaldbb egy pont

kimaradni.
- Ha két nem egymas melletti killSt tartalmaz, akkor a kiilsé korbdl fog legalabb egy pont
kimaradni.

(Az utobbit ugy is befejezhetjlik, hogy automorfizmussal a kiilsé és belsé kort megcseréljik, s
ekkor mar két egymas melletti kll6rél van szé.)

Ezzel beldttuk a Petersen grafnak azt a tulajdonsagat, amelyet mar a fejezet elején emlitettlink:

A Petersen grdf ellenpélda arra a sejtésre, hogy minden 3-reguldris grdf élei hdrom szinnel jél
szinezheték.

Megjegyzés. Ez azért érdekes, mert Konig egy tétele szerint minden 3-regularis paros graf élei hdrom
szinnel jol szinezhetdk.

A Petersen graf automorfizmuscsoportja

A Petersen graf automorfizmusainak a szamara kapott 120 gyanus lehet, hiszen Ss-nek is ennyi eleme
van. De a dodekaéder csoportnak is, ami Asx Z,. Es van mas 120 elem( csoport is (példdul a Z150).
Nem konny( eldonteni, melyik a Petersen graf automorfizmuscsoportja. Egy csel segit: A Petersen
grafot megkaphatjuk még egy mddon, mint Un. Kneser grafot.

Kneser grafok

Definicid. A KG,, x Kneser grafot a kdvetkez8képp definidljuk: csucsai az {1,2,...,n} halmaz k elemi
részhalmazai. Két cstics akkor van 6sszekotve, ha a megfelel§ részhalmazok diszjunktak.

Nyilvanvaldak a kovetkezék:
ha k>n/2, akkor a grafnak nincsen éle;
k=n/2 esetén a graf egy 1-faktorbdl (teljes parositasbal) ll,
k=1 esetén teljes grafot kapunk.
A haromsz6gon kivil nincs olyan kor, amely Kneser-graf volna.

36. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Petersen graf alkalmas (n, k) értékekre Kneser graf.

Megoldas. Valdjaban ez az els6 "érdekes" Kneser graf: a Petersen graf a KGs, graf.
Hogyan bizonyithato ez? Nyilvan felrajzolhatjuk, és ez aranylag nem nagy munka, hiszen csak
tiz pontja van és minden pontja harmadfoku. De egyszer(bben is célt érink. Az 6telem
halmaz két kételem{(i részhalmaza vagy diszjunkt, és akkor 6ssze vannak kétve a megfelel
pontok, vagy nem diszjunkt és akkor van egy kételem(i halmaz, amelyik mindkettéjliktdl
diszjunkt, tehat van koz6s szomszéduk. Tehat barmely pontbdl eljuthatunk barmely pontba
vagy élen, vagy egy kétéld uton: a graf atmérdje kett6.) Vagyis ez a graf megfelel a 33. feladat
feltételeinek. Ott viszont lattuk, hogy egyetlen tizpontu graf felel meg: a Petersen graf.

37. Feladat. Az el6z6 feladat alapjan bizonyitsuk be, hogy a Petersen graf automorfizmuscsoportja Ss.

Megoldas. Az rogton lathatd, hogy automorfizmuscsoportjanak van egy Ss részcsoportja, hiszen az
otelemi halmaz minden permutaciéja permutalja a csucsokat (kénnyd latni, hogy az alap-
halmaz minden permutacidja valdban kilénb6z6 permutaciét ad a grafban is!). Masrészt lat-
tuk, hogy a Petersen grafnak pontosan 120 automorfizmusa van, igy automorfizmuscsoportja
éppen az Ss szimmetrikus csoport.

13


http://specmat.wiki/wiki/Kneser

A Heawood graf

A Heawood graf egyik legismertebb alakja a kovetkezd:

A graf sok tulajdonsaga miatt nevezetes. Ezek kozil a legegyszerlbbeket a kdvetkez6 feladat
targyalja:

H1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Heawood graf
e paros graf
o legrovidebb kore 6 élbél all
o élei harom szinnel szinezhetdk Ugy, hogy azonos szinl éleknek ne legyen k6z6s pontjuk
e csUcstranzitiv
o atméréGje 3

Megoldas.

e Szinezziik a 14-sz6g csucsait felvaltva pirosra és kékre. Vildgos, hogy csak kilénb6z6 szinl
pontok kozott fut él.

e Hatszdg van a grafban. Mivel a graf paros, ezért minden kdre paros. igy csak annyit kell
belatni, hogy nincs benne négy hosszu kér, ami ranézésre lathato.

o Az atlok az egyik szin, a 14-sz6g éleit felvaltva szinezziik a maradd két szinnel. (Két szinnel
nyilvdn nem szinezhet6k az élek, hiszen minden csucsba harom él fut.)

e Azt, hogy a Heawood graf csucstranzitiv, a 7. feladat c) részében bizonyitottuk.

o Mivel a graf csucstranzitiv, kivalasztunk egy tetsz6leges csucsot és arra ellendrizzik, hogy
minden mas csucs elérhet6 bel6le legfeljebb harom élU uttal. Van olyan csucs, amely
révidebben nem érhet6 el.

Kissé nehezebb, ezért kiilonvalasztottuk az alabbi feladatot:
H1a feladat. Eltranzitiv-e a Heawood graf?

Megoldas. Nézzik az dbrat:

Az vilagos, hogy a 14-sz6g (az abran lathaté Hamilton-kor) élei egymasba vihet6k auto-
morfizmussal. Az atlok és a 14-sz6g éleinek egymasba vihetdségét lgy bizonyitjuk, hogy
el6szor mutatunk a grafnak egy olyan Hamilton-korét, amelynek minden masodik éle a fenti
graf egy-egy atldja. llyet kapunk, ha a csticsokat valamelyik cstcsbél indulva ugy jarjuk be, hogy
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felvaltva Iéplink egyet pozitiv irdnyba, majd 6t6t negativ irdnyba. (Ha a 14-sz0g csUcsait
sorban, pozitiv irdanyban szdmozzuk, akkor a {0,1,10,11,6,7,2,3,12,13,8,9,4,5,(0)} sorrendet
kapjuk.) Ha felrajzoljuk az igy kapott Hamilton-kért, abban minden atlé szerepel, és az eredeti
Hamilton kér minden masodik éle marad ki. Ha most az Gj Hamilton kort rajzoljuk fel szabdlyos
14-sz6gként, a kimarado hét él annak hét atldja lesz, amely ugyanugy helyezkedik el, mint az
eredeti Hamilton-korben az eredeti atlok. Ez tehat egy olyan automorfizmusa a Heawood
grafnak, amely az atldkat "kiils6" élekkel cseréli fel. Az aldbbi permutaciérdl van szo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 1 10116 7 2 3 12 13 8 9 4 5

Megjegyzés. Ha az atlokat azokkal az élekkel egyiitt vessziik, amelyeket a fenti Hamilton-kérben ki-
hagytunk, ismét a graf egy Hamilton-korét kapjuk. Taldltunk tehat hdarom olyan teljes parosi-
tast, amelyek kozll barmely ketté Hamilton-kort alkot. Masképp: taldltunk harom olyan teljes
parositast, amelyek kozil barmelyiket elhagyva a grafbol a maradé élek Hamilton-kort (s igy
két éldiszjunkt teljes parositast) alkotnak. A Heawood grafnak 6sszesen 24 Hamilton-kore van
és a kimarado élek egy-egy teljes parositast adnak (l. alabb). Ez ekvivalens azzal az allitassal,
hogy az éleit nyolcféleképpen lehet "jol" szinezni, azaz Ugy, hogy azonos szinl éleknek ne
legyen kozos végpontja: minden ilyen szinezés hdrom teljes parositast ad, és ebbél barmely
kett6 Hamilton-kort ad.

A Heawood grdf a legkisebb 3-reguldris grdf, amelynek nincs hatndl révidebb kére. A Petersen graf
fejezetében bevezetett kifejezéssel: a Heawood graf 6-kalitka. Ezt az allitast tartalmazza az aldbbi
feladat "szemléletesebb" fogalmazasban. A feladat egyben mutatja a Heawood graf rokonsagat a
Petersen graffal. A 33. feladatban Iényegében szélességi kereséssel allitottuk el6 a Petersen grafot és
igy bizonyitottuk, hogy az egyetlen 3-regularis graf, amelyben a legrovidebb kér hossza 6t (vagyis az
egyetlen 5-kalitka), majd ennek segitségével meg tudtuk szamolni a Petersen graf automorfizmusait.
Ugyanigy az alabbi feladatban a szélességi keresés segitségével allitjuk el6 a Heawood grafot, és
ebbdl azonnal Iatszani fog, hogy valéban 6-kalitka, s6t, az egyetlen 3-reguldris 14 pontu graf,
amelynek legrévidebb kore hat hosszusagu. Ennek alapjan meg fogjuk szdmolni a Heawood graf
automorfizmusait.

H2. feladat (a 33. feladat ,folytatasa”). Bergengdcia varosairdl most azt tudjuk, hogy minden
varosbdl pontosan harom repiljarat indul és barmely (repilével tett) korutazas legalabb hat
varost érint. A kérdés most az, hogy legaldbb hany varos van Bergengéciaban?

Megoldas. A 33. feladathoz hasonléan most is graffal dbrazoljuk a feladatot. Egy tetsz6leges pontbdl
indulva felrajzoljuk az un. szélességi fat. Az elsé emeleten harom, a masodik emeleten hat pont
lesz és sem az els@, sem a mdasodik emelet pontjai kozott nem futhat él, kilénben lenne egy
hatnal révidebb kor. Ez eddig tiz pont és a masodik emeleten levs hat pont mindegyikébdl még
két él indul. Ez 12 él, tehat van még tovabbi legalabb négy pont.

Vegylk fel ezt a négy pontot és probaljuk Ugy 6sszekotni 6ket a masodik emelet hat pontjaval,
hogy a négy pont mindegyikébdl harom él induljon és ne keletkezzen négyszog. Ezt Iényegében
egyféleképpen lehet: ha a hat pont mindegyikét a négy pontbdl kettével-kettGvel koétiink 6ssze
ugy, hogy a hat pontbdl semelyik ketté ne legyen ugyanazzal a pontpdrral 6sszekotve a
négybdl. Ezt nyilvan megtehetjik, hiszen négy pontbdl hatféleképpen valaszthatoé ki pontpar.
Tovabbi feltétel, hogy ha két masodik emeleti pontnak k6z0s az elsé emeleti Gse, akkor ne
legyen koz6s szomszédjuk a négy harmadik emeleti pont k6z6tt (ez négyszoget
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eredményezne). Vagyis két ilyen ponthoz tartozé harmadik emeleti két pontpar diszjunkt
legyen. E kikotés mellet mar lényegében - ha a harmadik emelet pontjainak elhelyezkedésétdl
eltekintlink - egyféleképp tehetjik meg, hiszen a négy pontbdl két-két diszjunkt pontpart
pontosan haromféleképpen valaszthatunk ki.

Beldttuk, hogy lényegében egyetlen 14 pontu, 3-reguldris graf van, amelyben a legrévidebb kor
hat hosszusagu. Tudjuk, hogy a Heawood graf ilyen tulajdonsagu, tehat a feladat megolddsa-
ként a Heawood grafot kaptuk.

Ezzel belattuk, hogy a Heawood 6-kalitka, azaz a legkisebb olyan 3-reguldris graf, amelynek
legrovidebb kore hat hosszu, és azt is, hogy csak egy ilyen 14 pontu graf van.

Most par gyakorlé feladat:

HGy1. gyakorlé feladat. Hanyféleképp lehet a Heawood graf éleit jol szinezni harom szinnel (azaz ugy
szinezni, hogy azonos szin(i éleknek ne legyen k6z6s végpontja)?
Igaz-e, hogy a fenti jo szinezések kozll barmely kettd atvihet6 egymasba automofizmussal?

Megoldas. A fenti H2 feladat megoldasaban szerepl6 dbrat hasznaljuk. Az "emeleteket" fentrél lefele
szamoljuk, a legfelsé csucs a "foldszint", alatta az elsé emelet hdrom pontja, stb. A foldszintrél
harom él indul, ezeket harom kiilonbo6z6 szinnel kell szinezni (az abrdn sargat, kéket, pirosat
hasznalunk). Az els6 szint minden pontjabdl két-két él indul a masodik szintre, ezek szinének
sorrendje minden esetben két lehetGséget ad, ez 6sszesen nyolc lehetdség eddig.

Most megmutatjuk, hogy a masodik és a harmadik szint kozo6tti élek szine ezzel egyértelmuen
meg van hatdrozva.

ElGszor azt vegylk észre, hogy a legalsé szinten pl. a bal oldalt all6 pontbdl indulé harom él
kdziil kettd olyanba fut, amelybe mar fut sarga él. igy az innen indulé harmadik élnek kell
sarganak lennie. Ugyanigy talalunk egy-egy pirosra, ill. kékre szinezendd élt is (a még

meghatdrozatlan szin(i éleket szaggatott vonallal jel6ljik):
Madsodszor azt vegylik észre, hogy a masodik szinten van mar harom olyan pont, amelybdl
induld hdrom él koziil kettének mar rogzitettiik a szinét. igy a harmadik él szine is meg van
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hatarozva (ismét egy-egy sarga, piros és kék élt kapunk).
Harmadszor ismét a harmadik szintet nézziik, most itt van harom pont, amelybdl indulé élek
kozul kett6 szine mar rogzitett. Ezekbdl induld harmadik él szine is egyértelm(i (ismét egy-egy

sarga, piros és kék élt kapunk).
Végiil ismét a masodik szinten taldlunk harom pontot, amelybdl indulé élek koziil ketté-kettd
szine mar rogzitett. A harmadik él szinét is behlzva megkapjuk a masodik és harmadik szint

kozott futod élek egyértelm( szinezését:
A kapott szinezés valdban j6 szinezés.

Ezzel azt is belattuk, hogy a Heawood graf éleinek barmely két j6 harom-szinezése a graf
automorfizmusaval egymasba vihet6.

HGy2. gyakorlé feladat. Hany Hamilton-kore van a Heawood grafnak?

Megoldds. Mivel a graf 3-regularis, minden Hamilton-korre igaz, hogy a kimarado élek egy teljes
parositast adnak. A Hamilton-kor élei két szinnel szinezhetdk. gy minden Hamilton-kér egy
harom-szinezést ad.

Masrészt az el6z6 feladatban lattuk, hogy a Heawood graf éleinek jé harom-szinezései
automorfizmussal egymasba vihet6k. Egy jé harom-szinezésrél mar lattuk, hogy barmely két
szine Hamilton-kort ad, igy barmelyik jé harom-szinezésre igaz ugyanez. Tehat a grafnak 24
Hamilton-kore van (és ezek kozil barmelyik kett6 atvihet6 automorfizmussal egymasba).

H3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Fano sik illeszkedési grafja azonos a Heawood graffal.
Illeszkedési grafon azt a paros grafot értjik, amelynek egyik osztalyban a sik pontjai, masikban
a sik egyenesei vannak, az élek pedig az illeszkedést jelzik.

1. megoldas. A definicidbdl kbvetkezik, hogy a Fano sik illeszkedési grafja paros graf és 3-regularis
(minden pont harom egyenesre, minden egyenes harom pontra illeszkedik). Nyilvan van benne
hat hosszu kor. Mivel paros graf, csak azt kell még belatnunk, hogy nincs benne négy hosszu
kor. Ez pedig ekvivalens azzal az allitassal, hogy a Fano sik semelyik két pontja nem illeszkedik
két egyenesre (hanem pontosan egyre).

A H2. feladatban belattuk, hogy pontosan egy 14 pontu 3-regularis graf van, amelyben a
legrévidebb kor hat hosszisagu, és ez a Heawood graf.
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2. megoldas. Ehhez sziikségiink van a Heawood graf egy masik elGallitasara.

H4. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi graf is a Heawood graf.

a Hamilton kor csucsait a kdvetkez6képpen: a legfelsd két csucs kdzil a jobb oldalibdl indulva

indulva a masodszomszéd csucsokat szamozzuk negativ irdnyban sorban nullatél hatig, és az a
szamu csucs negativ irdnyd szomszédjat jeloljik a'-vel. Ekkor az a szamu csucs éppen az a’, az

(a-1)’ és az (a+4)’ jelli csucsokkal lesz 6sszekotve. (Az 6sszeaddst és kivonast mod 7 értjik.) A

fenti dbra pontosan ezt mutatja.

A H3. feladat 2. megoldasanak befejezése. Azt akarjuk belatni, hogy a Fano sik pontjait és egyeneseit
meg tudjuk gy szamozni, hogy éppen a H4. feladat grafjat kapjuk. Ehhez a pontoknak és
egyeneseknek egy olyan szdmozasara van szikségiink, amelyben minden a =0,1,...,6 szdmra
az a szamu egyenesre éppen az a, a-1, a+4 szamu pontok illeszkednek (az 6sszeaddst és
kivonast ismét mod 7 értve.)

A kovetelményt még egyszersithetjik is: a csucsokat ugy kell szamoznunk, hogy minden
a=0,1,2,...,6-ra legyen egy egyenes, amelyre éppen az a-1,a,a+4 szamu pontok illeszkednek.
Egy ilyen szdmozast mutat az aldbbi dbra:

Megjegyzés. A szamozas megkeresését feladhatjuk kiilon feladatként is.

Meg akarjuk szamolni a Heawood graf automorfizmusait. Az eddigi el6allitasokbdl rogton latszik,
hogy van 28 automorfizmusa (a forgatasok és a tikrozések), de ennél sokkal tobb van.

HGy3 gyakorlé feladat. Hany hatszog talalhaté a Heawood grafban?
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Megoldas. Sokféleképp megszamolhatjuk a hatszogeket. A legegyszer(ibb a kovetkez6: a Fano sik
barmely hdrom cslcsa, amely nem illeszkedik egy egyenesre, meghataroz egy-egy hatszoget az
illeszkedési grafban, vagyis a Heawood grafban. A hét pontbdl 35-féleképp vdlaszthatd ki
harom, ezek kozil hét olyan hdarmas van, amely egy egyenesre illeszkedik. A Heawood grafban
tehat 28 hatszog van.

Megjegyzés. A hatszogek fenti, Fano sik segitségével torténé leszamoldsabdl az is konnyen
kiolvashatd, hogy barmely hatszoghdz harom olyan hatszég van, amelytdl teljesen diszjunkt.
Ezek kozll barmelyik ketté szimmetrikus differencidja a harmadik.
Tekinthetjik azt a 28 pontu grafot, amelynek cstcsai a Heawood graf hatszogei és a
diszjunktakat reprezentdlé csucsokat kotjuk 6ssze. Ez az Un. Coxeter graf, részletesebben lasd
itt: https://en.wikipedia.org/wiki/Coxeter_graph

H5. feladat. Hany automorfizmusa van a Heawood grafnak?
Kétféleképp is megszamoljuk Gket.

1. megoldas. A H2. feladat dbrajat hasznaljuk, amelyrdl mar tudjuk, hogy a Heawood graf. Most
ennek az abranak az automorfizmusait szamoljuk 6ssze annak alapjan, amit mar tudunk a
Heawood grafrdl.

e Tudjuk, hogy a Heawood graf cstcstranzitiv, tehat kiindulé pontnak barmely pontot
valaszthatjuk, ez 14 lehetdség.

e Az els6 emelet pontjait is tetsz6leges sorrendben rajzolhatjuk fel, ez minden esetben hat
tovabbi lehetGség.

e A masodik emeleten mdr vigyaznunk kell: az elsé két pont sorrendjét még szabadon
valaszthatjuk, s6t a masodik két pont sorrendjét is, de ezzel mar teljesen elddlt, hogy a
harmadik emelet pontjait milyen sorrendben kell felrajzolnunk. A masodik emelet tehat
tovabbi négy lehetGséget ad minden esetben.

Osszesen tehat 336 automorfizmusa van a Heawood grafnak.

A masik megolddshoz azt hasznaljuk, hogy a Heawood graf a Fano sik illeszkedési grafja. EIGszor tehat
a kovetkezd feladatot oldjuk meg:

H6. feladat. Hany automorfizmusa van a Fano siknak?

Megoldas. Az elsé csucsot barmelyikbe atvihetjiik, ez hét lehetGség. Minden esetben a cstcsbdl indul
harom egyenes sorrendjét tetszGlegesen valaszthatjuk, ez minden esetben hat lehet6ség. A
harom egyenesbdl kettén egy-egy pontot szabadon valaszthatunk (a még marado két-két
pontjabdl). Ez ismét négy-négy lehetdség. igy dsszesen 168 automorfizmus.
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A H5. feladat 2. megoldasa. Mint lattuk, a Fano-sik illeszkedés grafjardl van szé. Elsére azt gondol-
hatndnk, hogy ugyanannyi automorfizmusa van a Heawood grafnak, mint a Fano siknak.
Valdjaban azonban kétszer annyi, hiszen a Fano sik nem érzékeny arra, hogy mit neveziink
"pontnak" és mit "egyenesnek" (dualitas elv). Tehat el8szor megvalasztjuk, hogy melyik osztaly
lesz a csucsok osztalya, melyik az egyeneseké, és utdna mindkét esetben 168 automorfizmust
kapunk. Ez 6sszesen 336 automorfizmus.

A Heawood graf egy tovabbi nevezetes tulajdonsaga

Az "eredeti" dbrazoldsabdl is latszik, hogy van hét olyan hatszog a grafban, amelyek koziil barmely
kettének pontosan egy éle k6z0s. Ismeretes, hogy a téruszra felrajzolhatd egy olyan térkép, amelyen
hét orszag van és barmely kettének van koz6s hatara. Ezt mutatja az aldbbi dbra

(lasd https://en.wikipedia.org/wiki/Heawood _graph#/media/File:7x-torus.svg):

Az dbrazoldst "periodikusan” kell érteni: a keretnégyzet felsd és az alsé oldalat azonosnak tekintjik,
ugyanigy a két fliggbleges oldalat is. Ezen az dbran éppen a Heawood grdfot Idtjuk! Ugyanez a rajz
bizonyitja egyébként, hogy a téruszra felrajzolhaté a teljes hétpontu graf: az dbran hét tartomany
van, koziilik barmely kett6 érintkezik élben. Ha minden tartomany kozepén kijeldllink egy pontot és

a tartomany-hatarokon at 6sszekotjiik 6ket, akkor egy teljes hétszoget kapunk, amelynek élei nem
fogjak keresztezni egymast.

A Heawood graf tovabbi érdekes tulajdonsdgairdl itt olvashatunk:
https://en.wikipedia.org/wiki/Heawood_graph

20


http://specmat.wiki/wiki/F%C3%A1jl:7x-torus.png

