
Vektorok használata geometriai feladatok megoldásában
A szemináriumon szeretném bemutatni azokat a módszereket, feladattípusokat, amelyek vektorok használatával sikeresen megoldhatók. A feladatokat három csoportba osztottam annak megfelelően, hogy milyen eszközöket kell használni a megoldásukhoz. Az első, a legtöbb feladatot tartalmazó csoportban csak az alapműveletek használatára (összeadás, kivonás, számmal való szorzás) van szükség. A második csoportban vektorok forgatása szerepel, ami nem középiskolai tananyag, bár semmi külön tudásra nincs szükség hozzá, éppen ezért, az igény felkeltésére hoztam pár feladatot. A harmadik csoportban a skaláris szorzat geometriai alkalmazása szerepel. Ez a csoport tartalmazza a legkevesebb feladatot, mert úgy vélem, hogy ez a terület a legismertebb középiskolai alkalmazás. A kiválasztott feladatok alkalmasak arra, hogy a tanórán kötelezően tanultakat érdekesebb feladatokon gyakoroltathassuk. Egyik-másik feladat még a versenyzőknek is feladható.
A.
Alapműveletek felhasználásával megoldható feladatok

1. Szerkesszünk ötszöget az oldalfelező pontjaiból!

2. Bizonyítsuk be, hogy egy háromszög súlyvonalaiból alkotott háromszög súlyvonalaiból az eredetihez hasonló háromszög szerkeszthető!

3. Egy konvex hatszög másodszomszédos oldalainak felezőpontjait összekötve két háromszöget kapunk. Igazoljuk, hogy ezek súlypontjai egybeesnek!

4. 
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 paralelogrammák. Mutassuk meg, hogy az 
[image: image3.wmf]2

1

A

A

, 
[image: image4.wmf]2

1

B

B

, 
[image: image5.wmf]2

1

C

C

 
[image: image6.wmf]2

1

D

D

 szakaszok felezőpontjai egy paralelogramma csúcsai!

5. Igazoljuk, hogy ha a háromszög köré írt kör középpontjából a csúcsokba mutató vektorok a, b, és c, akkor az m = a + b + c vektor a magasságpontba mutat!
6. Mutassuk meg, hogy a háromszögbe írható kör középpontjába az origóból az 
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 vektor mutat, ahol a, b, c a csúcsokba mutató helyvektorok, a, b és c pedig a szokásos módon jelöli a háromszög oldalait.

7. Igazoljuk, hogy a háromszög magasságpontja, súlypontja és a köré írható kör középpontja egy egyenesen van. A súlypont a másik kettő távolságát harmadolja, és a körül írt kör középpontjához van közelebb. ( Euler-féle egyenes.)

8. Igazoljuk, hogy a háromszög oldalainak felezőpontjai, a magasságainak a talppontjai és a magasságot a csúcsokkal összekötő szakaszok felezőpontjai egy körön vannak. E kör középpontja felezi a magasságpontot és a háromszög köré írt kör középpontját összekötő szakaszt. Sugara a háromszög köré írható kör sugarának a fele. (Feuerbach-féle kör, vagy a kilenc pont köre.)

9. Legyen P és Q az ABC háromszög AB, illetve AC oldalán lévő belső pont úgy, hogy 
BP = CQ. Jelölje a BC oldal felezőpontját E, a PQ szakasz felezőpontját F. Igazolja, hogy az EF egyenes párhuzamos az ABC háromszög A csúcsából induló belső szögfelezővel!

10. Mutassuk meg, hogy a háromszög csúcsain átmenő és a kerületet felező egyenesek egy T pontban metszik egymást, és a háromszög súlypontja harmadolja a beírt kör középpontját a T ponttal összekötő szakaszt!


B.
Vektorok elforgatásának alkalmazása
11. Az ABC háromszög mindegyik oldala fölé kifelé szerkesszünk négyzetet, majd a háromszög csúcsinál adódó két-két szakaszt egészítsük ki paralelogrammává. A paralelogramma csúcsai legyenek A1, B1, C1. Igazoljuk, hogy 

a./
Az ABC és A1B1C1 háromszögek súlypontja egybeesik;

b./
Az A1B1C1 háromszög oldalai áthaladnak egy-egy négyzet középpontján;

c./
Az AA1 merőleges a BC oldalra!

12. Legyen A, B és C egy egyenes három pontja (B az A és C között van). Az egyenesnek ugyanarra az oldalára rajzolja meg az ABD és BCE szabályos háromszögeket! Jelölje a CD szakasz felezőpontját P-vel, az AE szakaszét pedig R-rel! Igazolja, hogy a BPR háromszög szabályos!

13. Igazoljuk, hogy az ABCD paralelogramma oldalaira kifelé rajzolt négyzetek középpontjai ismét négyzetet határoznak meg!
14. Az ABC háromszög AB és BC oldalaira kifelé szabályos háromszögeket rajzolunk, az ABP és ACR háromszögeket. Az AP, AR és BC szakaszok felezőpontjai legyenek rendre M, N és D. Bizonyítsuk be, hogy MND szabályos háromszög!

15. Az ABC háromszög AB és AC oldalára kifelé szerkesztett négyzetek középpontjai O1 és O2, és a BC oldal felezőpontja D. Bizonyítsuk be, hogy O1D és O2D egyenlő hosszú, és egymásra merőleges!
C.
Vektorok skaláris szorzatának alkalmazása geometriai feladatok megoldásában
16. Az A-ban derékszögű ABC háromszögben AC = 2AB, és E az AC oldal felezőpontja. A D pont a BA oldal A-n túli meghosszabbításán az a pont, melyre AD = 2AB. Bizonyítsuk be, hogy DE merőleges BC-re!

17. Az A-ban derékszögű ABC háromszögben 
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. Legyen E és F a DC, illetve az AD szakaszok felezőpontja. Bizonyítsuk be, hogy 
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18. Az ABCA1B1C1 szabályos háromszög alapú hasáb alaplapjának oldala egységnyi. Tudjuk, hogy fel lehet venni az AC1 lapátlón az M és N, a BA1 lapátlón a P és Q pontokat úgy, hogy az MNPQ tetraéder szabályos legyen. Határozzuk meg

a./ a hasáb térfogatát;

b./ az MN és PQ szakaszok távolságát!

19. Adott az ABC háromszög és a síkjában egy tetszőleges P pont. Igazoljuk, hogy
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(Euler-összefüggés)

Megjegyzés: Az állítás igaz a tér bármely P, A, B, C pontjaira (P, A, B, C lehetnek kollineáris pontok is.)
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