Megoldasok

Klasszikus modell
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Megjegyzés: Egymast kévetd kbbszamok kildnbsége:
(a+ 13 —a®>=3a(a+1)+1=1(mod 6)

91 61 37 19 7 1

; stb.

_ 1 _ G- _G-6).
2ab=m s A= BT
b 0= , _0-0 ,_0-0
® ® ()
k\_ (k-1 k-1
Megjegyzés: Pk = (3) g > ) = ( ; ) (k=4;5;...;8)
) )
Szamértékekkel:
1 3 6 10 15 21
3756 7567 5756 0756 56 T 5e

b)x~£(1'3+3'4+6'5+10'6+15'7+21'8)=6,75
MegiegyzéS' k-(*;1)=3-(%) miattaz 6sszeg:

e 5 [Q+ O 4Ol =90 -0

(24—)+(28) (21)
)

Megjegyzés: formalis tagadas ( de Morgan )

—(van piros €s van asz)= nincs piros vagy nincs asz

3. P=1- ~ 0,3016

4, I. modell I1. modell

Osszes eset: (gg) Osszes eset: (?g)

kedvezé: (1160) (ngk kedvezo: (sz)(lggk



A két modell azonos, hiszen:

GHGa2, _20t-60! 100 70!
& 80! k!-(10—k)! (20 —k)!- (50 + k)!
_ 10!+ 70! 20! 60! GGl
80! k!-(20—k)! (10—=Kk)!-(50+k)! (%0

Megjegyzés: Erdekes lehet kiszamitani a KENO varhaté nyereményét — miért nem
érdemes jatszani

. A kockak korbeverik egymast:

A
D B
2449 c 24:12

Bellanak van nagyobb esélye. (Azarany A:B=1:2)

a) Az el6z6hdz hasonléan a feladat:

(2,6;7) - (3:4;8)

Annanak van nagyobb nyerési esélye. (Azarany A:B=5:4)

b) Helyezzink el 3n db 1-t6l 3n-ig szamozott cédulat 3 db dobozban ugy, hogy a
dobozok kérbeverjék egymast!

n = 4 esetén egy megfelel6 elhelyezés:

(4:5:6:11) - (2:7:89)

(1:3:;10;12)




Ha valamely n-re megtortént az elhelyezés, akkor (n +2) - re is megvan:

( ) + (3n+6) + (3n+1)

TN

(3n+4) + (3n+3) + () - () +(3n+5) + (3n+2)

Megjegyzés: Igen szép feladat n = 6 esetre, hiszen ekkor 3 db dobdkockara irhatjuk a
szamokat.

Feltételes valosziniiség

1.

a) Szuletésik sorrendjét figyelembe véve 7 olyan lehetéség van, amelyben van fiu,

. . (e e 6
ezek kozott egy olyan eset van, amikor nincs lany, igy a valdszinlség értéke: >

3
b) El6z6h6z hasonldéan gondolkodva: "

Alkalmazzunk fa grafot!

dobas: 1 1 l
2 l 1 \

- N N N

piros feher piros feher piros fehér
- 1
Teljes valdszinliség tétele:  P(3.doboz|piros) = 4+ = Ta
12
PA—l' PB—l' PC—l'
( ) - 2 1 ( ) - 2 1 ( ) - 2 ’
PAB—l' PAC—l' PBC—l'
( ) - 4 1 ( ) - 8 ’ ( ) _4 1
Tehat:
P(A)-P(B) = P(4B) ; P(B)-P(C) =P(BC); P(A)-P(C) + P(AC)
fuggetlenek: 4;B) ; (B;O)

nem flggetlenek: (C;A) = nincs tranzitiv tulajdonsag



4. B;: a legszebb holgy a j. helyen érkezik
A: Szindbad kivalasztja a legszebb hdlgyet
Teljes valoszinliség tétele alapjan:

P(A) = ;20 P(AlB)) - P(B))

ahol
1 .
P(Bj)zm (j=1,2,...,100)
P(A|B;)) =0 (j=1,2,...36)
Nyilvanvaléan: P(A|B;;) =1

A tovabbiakban akkor valasztja ki Szindbad a j. helyen érkez6 legszebbet, ha az elsé

(i — 1) holgy kozul a legszebb az elsé 36 hely valamelyikén érkezett. Ennek

36
valoszinlsége: ]Tl (j=38; 39;...;100)
. 36 .1 1 1
lgy a keresett valészintiség: PA) =—(—+—+ -+ —) = 0,371
9y v zindseg: P(4) 100(36+37+ +99)
Megjegyzés:

Altalanosan: N hélgy; M-et enged el, ahol N ,nagy”

M 1 1 1
PO =y Gt Tt

Adott N esetén mely M-re lesz P(A) a legnagyobb?
Legyen N ,nagy”. Ekkor

M M N N
P(A)~N(lnN—lnM) =Elnﬁ . Legyen x =H> 1.
P~ = 5 Py =

X x?
Alx)=0 = Inx =1 = Y= uX
M e

Markov lancok

b) 1l: médszer: mértani sor 0sszegzése

P(uines) — 1 i1 (5)”‘1_1 11
nincs) = 6 6 = ) 5 =
n=1 _6



Il. médszer: Markov lanc

Legyen p annak valészinlisége,

° i befejezddik.
6

5 1

p 629 6 p
vége

[©2014)]
-

Megjegyzés: Barmely 0 < g < 1 val6szinliség esetén az el6z6 séma alapjan:

= p=10-q@pt+tq=p=1

c) Atlagos dobasszam: k

A séma alapjan:
k 5(k+1)+1 ! k=6
= — E— =
6 6

Végtelen sor 0sszegzése:

Megjegyzés:

hogy



2. P(A): Anna nyerési valészinlisége
P(B) : Bella nyerési valoszinlisége
Ekkor igazsagos jaték esetén: P(A): P(B) =x:100

Anna nyer

Bella nyer

1 25
P(A) ==+ — " P(A)

6 36
5 25 6 5
P(B) =3 +5¢" P(B) = PW=5 ; PB =1

Tehat ezek alapjan: x = 120

3. a) F és | felcserélheték (1.)vagy(3.)

| utan vége a jatéknak (2.)

b) FF I igazsagos

IF igazsagos FF IF igazsagos

Anna nyer

Az 1. b) megjegyzés esetén C-bdl 1 valoszinliséggel Bella nyer!

= P(Anna) =% ; P(Bella) =z

Megjegyzés: Tehat az ,igazsagossag” relacidé nem tranzitiv.



Aéllapotbél b) alapjan FF - ; IF % valészinlséggel nyer
P(A —l'3+lPA P(A _3
(nna)—z PR (Anna) = (nna)—4
P(Bell —l'l+lPBll P(Bell _1
(ea)—242(ea):> (ea)—4

d)
[Al - bl atlagosan k dobas,
— bél atlagosan | dobas
1—1 1+1(l+1) > [=2
=3 > =
Ezzel:
k—1 2+1(2+2)—3
=3 > =
e) Legyen az atlagos dobasszam: k ((x) séma)

Ekkor az el6z6 alapjan:

1 1
k=5 G+D+56k+1)

Innen: k=5



Megjegyzés: A 3 hosszu fej-irds sorozatokkal sok érdekesség adhatoé meg, pl.:

FFI kisebb valdszinliségi, mint
IFF kisebb valészinliségi, mint
IF kisebb valészinliségi, mint

Fll kisebb valészinliségi, mint

( FIFI atlag 20 dobas

IFIl atlag 18 dobas

Geometriai valészin(liség

IFF

lF

Fll

FFI

,korbeverés”

ugyanakkor atlagosan mindegyikre

8 dobast kell varni

,de FIFI nagyobb valoszintiségt, mint IFIl )

1. A probléma a véletlenszer(i valasztas sokféle médjarél szél. Ezzel kapcsolatban 6tféle

megoldast taldlhatunk Kosztolanyi — Makay —Pintér K. — Pitér L. : Matematikai

problémakalauz cimi kdnyvben.

a)




Forgassunk pl. A koril (—60°)-kal! Ekkor a BPP? oldalai éppen a cstcsoktol mért
tavolsagszakaszok. > A haromszdg csak akkor nem létezik, ha P

valamelyik csuccsal azonos. = A keresett valoszinliség 1.

b) Ismert, hogy szabalyos haromszdgben barmely belsé pont oldalaktél mért
tavolsagodsszege a haromszdg magassagaval egyenld. = Pontosan
akkor szerkeszthetd a szakaszokbdl haromszdg, ha a valasztott pont a kézépvonal

haromszog belsé pontja. = A keresett valosziniiség 0,25.

3 — 4. Ezeket a feladatokat 12. osztalyban dsszefoglalaskor célszeri kitlizni, gyakoroltatva

az integralast és a koordinata-geometriai ismeretek felelevenitését.

Vegyes feladatok

1. Mindkett6 helyes
Andras megoldasaban két nyaklanc azonos, ha forgatassal vaqy tlkrozéssel
egymasba vihetdk, mig Béla megoldasaban az azonossag csak a forgasszimmetriara
vonatkozik. (Természetesen a szerzének kell elddnteni, hogy melyiket tekinti az

azonossag kritériumanak.)

2. Legyen B, az az esemény, hogy n, kisérletre bekdvetkezett A.
Nyilvan P(B,) =p
U
Gn = (1 = qn-1)P(Bp) + Gn-1P(Bp) = (1 = qn-1)P + qn-1(1 =) =p — qn-1(1 = 2p) (%)
Ebbél kovetkezik az a) allitas.

( A teljes valdszin(iség tételét hasznaltuk fel. )

b) Nyilvan Q=D

Végigszamolva:

1
q10 = 5(1 - (1-2p)'%)



Megjegyzés: Qn=0aqn_1+Db (a#1)
Keresstink olyan x szamot, amelyre a rekurzio

qn — X = a(Qn—l - x)

Innen az eredetivel 6sszevetve:

alakra hozhato.

— b = — n-1 + b — ( b ) n—-1 b
*T1-a = H0a 1—a \B1774)° 1-a
Alkalmazzuk ezt az estlinkre:
a=1-q ; b=p = xzzﬁpzi
1 1 1
=lp—-5)A-2p"  +s=5[1-1-2p)"
an=(p—3)a -2t +5=201- - 2)"]
1 2 3 4 5 6
P1 P2 Ps P4 Ps Ps
1 o 2 3 4 5 6 7 °
Zpi =1
2 02 3 4 5 6 7 8 i=1
6
3 Os 4 5 6 7 8 9 Zqi —1
4 q 5 6 7 8 9 10 =1
5 s 6 7 8 9 10 11 P i
(i=12;..;6)
6 Je 7 8 9 10 11 12
TegyUk fel, hogy létezik ilyen cinkelés!
1
Ekkor minden 6sszeg 'l valdszinlségu.
(1) 2 dsszeghez: p1q,
(2) 7 0sszeghez: p1qe + P2qs + P3qa + =+ Psqz + Peda
(3)) 12 6sszeghez: pgqq
Az (1.) és (2-) Osszevetéseébdl: q1 > e
A (2.) és (3.) 6sszevetésébdl: e > 01

Ellentmondas!



4. Huazzuk ki az 5 db kétjegyl szamot egyesével, majd irjuk le ezeket a huzas
sorrendjében egymas mellé! igy egy 10-jegyii szamot kapunk.

Osszes eset: 90-89-88-87-86
kedvezd: minden olyan tizjegyli szam, amely mind a 10 db szamjegyet tartalmazza

A 0 csak paros sorszamu helyen lehet, a tébbi 9 db jegy sorrendje tetszéleges.

()
4 o 5-9! 3 44 10—4—
va OSZITlUSeg—90.89.88-87-86~ '
5. a)
P, = - Tnont1l
2:3-..on-(n+1) n(h+1) n n+l

Z P, =1 (teleszképikus 6sszeg)
n=1

b) atlagos huzasszam = varhato érték

Megjegyzés: A hivatali mikdédés modellje



