Invarians, monovaridns mdédszer
Nemecskéné Szabd Zsuzsanna
Arpad Gimnazium
Budapest, 2016. augusztus

Dolgozatom Fonyé Lajos: Algoritmusok a matematika feladatok megoldasaban

c. el6adasahoz kapcsolodik.

Idei matematika taborunk egyik téméja lesz az invaridns és a monovarians modszer bemutatésa.
Invaridns: Az éallapotfiiggvény értéke nem valtozik az algoritmus egyes lépéseinek végrehajtasa soran.
Monovarians: Az allapotfiiggvény értéke monoton csokkenést vagy monoton névekedést mutat

az algoritmus egyes lépéseinek végrehajtésa soran.

Ime néhany feladat ebben a témakorben:

Darabolé6s

1. Az asztalon fekszik egy papirlap. Ezt 10 részre téptiik, majd az egyik részt szintén 10 részre téptik. Igy
haladtunk tovabb, egy-egy 1épésben mindig kivalasztottunk egy darabot, és azt 10 részre téptiik.
Lehetséges-e, hogy bizonyos szdmu 1épés utan
a) 201 b) 200 c) 199 darab papir lesz az asztalon?
Megoldas:
Minden lépésben 9-cel né a papirdarabok szama: 1-10-19-28...
A lehetséges papirdarabok szama 9k-+1 alaku.
Csak a c) eset valosithato meg, mert 199 = 9-22 + 1

2. Az asztalon fekszik egy papirlap. Ezt 10 vagy 16 részre darabolhatjuk, majd a kapott részek barmelyikét
szintén 10 vagy 16 részre vaghatjuk. Ilyen 1épések egymés utani alkalmazasaval elérhetjiik-e, hogy az asztalon
a) 400 b) 399 c¢) 22 darab papir legyen?

Megoldas: 10 részre osztasnal 9-cel, 16 részre osztasnal 15-tel n§ a papirdarabok szama. A valtozas mindig
3-mal oszthatd szam.

A lehetséges papirdarabok szama: N=1+9k+15] alakba irhato, ahol k és 1 természetes szam.
k a 10 részre vagasok szama, | pedig a 16 részre vagasok szama.

Csak az a) eset érhetd el.

A 400=1+9k+15] megoldésai ( k,l € N):

k 1
1|26
6 | 23
11 | 20
16 | 17
21 | 14
26 | 11
31| 8
36 | 5
31| 2

c) A 22 ugyan 3k+1 alakd, de nem irhaté 149k+151 alakba, ezért nem fordulhat elg.

3. Egy sarkanynak 2017 feje van. A vitéz egy csapéassal 1, 17, 21 vagy 33 fejet vag le, mik6zben rendre 10, 14, 0,
48 fej né ki helyettiik. El tudja-e tavolitani a vitéz a sarkiny minden fejét véges szamu kardcsapassal?
Megoldéas: Sajnos nem, mert a fejek szidma csak 3-mal oszthato szammal valtoztathato.

-1-310=9; -17+14=-3; -21+0=-21; -33+48=15
A 2017 3-mal osztva 1 maradékot ad, a 0 pedig 0-t.



Rakosgatos

1.

Két kupacban gyufak vannak. Egy-egy alkalommal valamelyik kupacba betesziink néhany szélat, s ugyanekkor
a masik kupacba kétszer annyit helyeziink. ElérhetG-e, hogy mindkét kupachban 50 gyufaszal legyen, ha
kezdetben az egyes kupacokban

a) 7 és 34 b) 1 és 3 szal gyufa volt?

Megoldas: a) Nem érhets el, mert Gsszesen a gyufak szamat 3-mal oszthato értékkel noveljiik.
7+34=41, 3-mal osztva 2; 50+50=100, 3-mal osztva 1 maradékot ad.

b) Megvalosithato. Az els6 kupacot 49-cel, a masodikat 47-tel kell novelniink.

49=x-+2y és 47=2x+y egyenletrendszer megoldéisa: x=15 és y=17.

Ez jo, mert 1415434=50 és 3+30+4-17=50.

Megjegyzés: Fontos, hogy olyan feladatokat is targyaljunk, amelyek megvaldsithatok.

. Két kupacban gyufdk vannak. Egy-egy alkalommal valamelyik kupacbdl elvesziink néhany szalat, s a masik

kupacha kétszer annyit helyeziink. ElérhetG- e, hogy mindkét kupachban ugyanannyi gyufaszal legyen, ha
kezdetben az egyes kupacokban

a)7 és 34 b) 1 és 3 gyufa van?

Megoldas: Az a) eset megvalosithato ugy, hogy az els6 kupacba 18-at helyeziink, a mésodikboél pedig 9-et
elvesziink. Ekkor mindkettGben 25-25 gyufa lesz.

A b) eset nem valosithaté meg, mert a kupacokban levs gyufak szamanak kiilonbségét 3-mal oszthatd szammal
tudjuk valtoztatni. Kezdetben a kiilonbség 2, a végén pedig 0 kellene legyen.

. Az asztalon egy kupacban 1001 kavics van. Egy lépésben valamely, 1-nél t6bb kavicsot tartalmazé kupachoél

kidobunk egy kavicsot a maradékot két részre osztjuk. Elérhets-e ilyen 1épésekkel, hogy az asztalon 3-3
kavicsbol allo kupacok legyenek?

Megoldas: Nem valdsithaté meg. Az asztalon maradt kavicsok szaméanak és a kupacok szamanak Osszege
allando:

1001-1=1000; 2 rész

1001-1-1=999; 3 rész

1001-1-1-1=998; 4 rész; stb. Ez az 6sszeg mindig 1002.

Ha a végén csupa 3-3 kavicsot tartalmazo kupac lenne, akkor a kavicsok szama 3k, a kupacok szama k lenne.
3k+k=4k, de 1002 nem oszthat6 4-gyel.

. Egy vazaban 75 fehér és 150 fekete babszem van. A vaza mellett van egy halom fekete babszem. Taldlomra

kivesziink két babszemet a vazabol.

Ha legalabb az egyik fekete, akkor azt kitessziik a halomba, a mésikat pedig visszadobjuk a vazaba, akar fehér
volt, akar fekete.

Ha mindkét babszem fehér, eldobjuk ket és a halombél egy fekete babszemet dobunk a vazaba.
Mi a valdsziniisége annak, hogy az utolsé vazaban maradd babszem fehér?

Hényszor ismételhetjiikk meg az eljarast?

Megoldas:

A vazaban talalhat6 fehér babszemek szama vagy nem valtozik, vagy 2-vel csokken. Mivel az elején paratlan
szamu fehér volt a vazaban, az utolso biztosan fehér lesz, vagyis a keresett valoszintiség 1.

Minden lépésben 1-gyel csokkentjiik a vazdban taldlhato babszemek szamat, ezért az eljarast 224-szer végezhetjiik
el.

. Egy csodalatos fan 25 alma és 30 korte van. Egy-egy alkalommal két gyiimolcsot szedhetiink le:

ha egyformékat vettiink le, akkor egy korte,

ha kiilonbo6zsket vettiink le, akkor egy alma né helyettiik.
Osszesen hany gyiimélesot tudunk leszedni a farél?
Utols6nak milyen gyiimolcs marad?

Megoldas:

Minden Iépésben 1-gyel cs6kken a fan levs gylimolestk szama, ezért Osszesen 54-szer vehetiink le egyszerre
2-t, és a végén 1 marad. Vagyis Gsszesen 54 - 2 + 1 = 109 gylimolesot sziiretelhetiink le a csodafarol.

A lépések soran az alméak szama 2-vel csokken, vagy nem valtozik, tehat az almak szaménak paritdsa meg-
marad, vagyis az utolsé gyiimolcs alma lesz.



6. Egy asztalt hatan iilnek korbe, s egyikiik el6tt van mind a 6 tanyér. Egy -egy alkalommal barki elvehet az
el6tte levé tanyérok koziil kettst, és azokat valamelyik szomszédjanak vagy szomszédainak adhatja.
Elérhetik-e ily médon, hogy mindenki el6tt legyen 1 tanyér?

Megoldas:
Nem, mert ha megfigyeljiik hdrom nem egymaés mellett iil6 személy el6tt levs tanyérok szamanak Osszegét, az

mindig paros marad. Ugyanis egy lépésben koziiliik egy valakinek 2-vel nGhet vagy cs6kkenhet; illetve koziilitk
kettének 1-gyel,1-gyel, vagyis Gsszesen szintén 2-vel nShet a tanyérok szama.

7. Egy asztal koriil hatan iilnek, és koziiliik két személy el6tt van egy-egy tanyér, a tobbiek el6tt nincs tanyér. E
két személy kodzott egy ember iil. Egy lépésben két szomszédos személy elé egy-egy tGjabb tanyért helyeziink.
Elérhets-e néhany ilyen 1épéssel, hogy mindenki el6tt ugyanannyi tanyér legyen?

Megoldas:
Nem valosithato meg. Adjuk Gssze 3 nem szomszédos helyen #il§ személy el6tt levd tanyérok szamat, és ebbdl

vonjuk ki a méasik 3 személy el6tt talalhatéd tanyérok szaménak Osszegét. Ez az érték az eljarés sordn nem
valtozik. Kezdetben ennek abszolit értéke 2, a végén pedig 0-nak kellene lennie.

8. Egy rét koriil kérben 44 fa all, mindegyik fan egy-egy picinke cinke. Idénként két cinke egyszerre atrepiil a
szomszédos fara, de mindig ellenkez§ irdnyba: az egyik az éramutatd jardsaval megegyezGen, a masik azzal
ellentétesen.

Bizonyitsuk be. hogy a cinkék igy sosem fognak Gsszegyiilni ugyanazon a fan.
Megoldés:

A fakat valamilyen koriiljaras szerint megszamozzuk az 1,2,3,...44 szamokkal. Az i-edik fahoz hozzéarendeljiik
az S; =i - a; szamot. Ahol a; a fan il§ cinegék szama. Figyeljiik az S 0sszeg valtozasat, ahol S = S + So +
S3 + ... + Su4 Ennek az 6sszegnek a valtozasa 44 vagy 0 lehet. Kezdetben S =14+24+3+...+44=22-45,a
végén pedig 44 - k, ahol k jeloli annak a fanak sorszamét, ahol 6sszegyiilnének a cinkék. Ebbdl lathato, hogy
44-gyel nem oszthaté szadmbol nem juthatunk 44-gyel oszthatéhoz.

9. Néhany gyerek korben all. Mindenkinél vagy néhany szem cukorka. Egy jelre mindannyian atadjak cukorkaik
felét a jobboldali szomszédjuknak, ha a néluk levé cukorkik szama paratlan, a jatékvezets ad egy plusz
cukorkat.

Bizonyitsuk be, hogy bizonyos szami ilyen miivelet utdn mindenkinek ugyanannyi cukorkaja lesz.
Megoldés:

Figyeljiik a cukorkak szamat. A korben szerepls legnagyobb szam (M) nem ndéhet, tehat a végén legfeljebb
n - M cukorka lehet Gsszesen, ahol n a gyerekek szama.

A legkisebb szam pedig vagy né vagy ugyanannyi marad. Ugyanannyi csak akkor maradhat, ha tobb is van a
legkisebb szambol, és azok koziil kett§ egymas mellett szerepel, &m koziiliik az egyik igy is mindenképpen né.

Az eljaras tehat véges sok lépésben véget ér, és a szamok kozott nem lesz legkisebb, vagyis mindenkinél egyenls
szamu cukorka lesz.



Atvaltozos

1. Egy szigeten 13 sziirke, 15 barna, 17 z6ld kaméleon él. Ha két kiilonb6z6 szind kaméleon talalkozik, akkor
annyira megijednek egymastol, hogy mindketten a harmadik szinre valtoztatjak bériiket. Két azonos szind
kaméleon nem ijed meg egymastol, igy talalkozaskor nem valtoztatjak meg sziniiket.

Lehetséges-e, hogy egy id6 utdn minden kaméleon ugyanolyan szind legyen?

Ha kezdetben 13 sziirke, 25 barna és 17 z6ld kaméleon él a szigeten, akkor elérhet6-e, hogy mindegyik kaméleon
ugyanolyan szind legyen Milyen szin lehet ez?

Milyen kiindulas esetén lehet, hogy a végén mind zold lesz?
Megoldas:

Nem érhet6 el, mert az egyes szinek szama kiilonbségének a harommal val6 osztasi maradéka az eljaras soran
mindig ugyanannyi marad. Mivel a végén ennek a kiilonbségnek 0-nak kellene lennie, csak akkor valdsithato
meg a kivant &llapot, ha a kiindulé értékek 3-mal val6é osztasi maradéka megegyezik. Feltétel még, hogy az
Osszeg paros legyen, hiszen az utolsé el6tti lépésben x;x;0 alakanak kell lennie az egyes szinek szaménak.

Pl. megvalosithato a kivant végeredmény 1 sziirke, 4 barna és 7 z6ld kaméleon esetén:

Megjegyzés: A feltétel nem elégséges. Pl. 1 sziirke, 13 barna, 4 z6ld kaméleon esetén megvaldsithato;
de 1 sziirke, 7 barna 10 z6ld kaméleon esetén nem valésithaté meg, hogy mind z6ld legyen.

2. Egy tablara 6 db 0, 7 db 1-es és 8 db 2-es szamot irtunk fel. Egy -egy alkalommal két szamot letorlink, s
helyettiik a harmadikat irjuk fel. Néhény ilyen torlés utan csak egy szam marad a tablan. Mi lehet ez a szam?
Megoldas: Az eljaras soran a péaros szamok darabszdama vagy nem valtozik vagy 2-vel csokken, tehat a paritasa
nem valtozik. Ezért utolsénak csak az 1-es maradhat.

3. Egy tablara felirtuk az 1, 2, 3, ... 2016, 2017 szimokat. Egy -egy alkalommal két szadmot letorliink, s helyettiik
azok kiilonbségét irtuk.

Lehetséges-e, hogy a megmaradt szam a 07
Megoldas:

Nem lehetséges, mert a tablan maradt szdmok Gsszege minden alkalommal csak paros szdmmal csdkkenhet.
Ugyanis a+b helyett a-b szerepel, ami 2b-vel csokkenti az Osszeget.

Az eredeti 6sszeg: 1+ 2+ 3+ ... + 2017 = 2017 - 1009, vagyis paratlan.
4. Egy tablara felirtuk az 1, 2, 3, ... 2015, 2016 szimokat. Egy -egy alkalommal két szadmot letorliink, s helyettiik

azok Osszegének 17-es osztasi maradékat irtuk. Néhany ilyen torlés utéan csak egy szam marad a tablan. Mi
lehet ez a szam?

Megoldas: Az eljaras soran a 17-tel val6 osztasi maradék nem valtozik. Mivel

14+24+3+...42016 =2017-1008 = 119596 - 17 + 4, vagyis a 17-es maradéka 4, az utolsd szam is a 4 lesz.
5. 1-t61 10000000-ig minden szamot helyettesitiink a szimjegyinek Osszegével. Az eljarast addig folytatjuk, amig

minden szam egyjegyii lesz.

Az 1-esekbdl vagy a 2-esekbdl lesz tobb a végén?

Megoldas:

1-esekbdl lesz tobb a végén. A mivelet nem valtoztatja meg a szamok 9-cel val6 osztasi maradékat. A végén
tehat az eredeti szadmok 9-cel vald osztasi maradékat kapjuk.

1000000 =9 - 111111 4+ 1. Ebbdl kovetkezik, hogy 111112 db 1-es és 111111 db 2-es marad a végén.

6. Egy kor keriiletére irunk N db pozitiv egész szamot. Barmely két szomszédos szam kozé beirjuk a legnagyobb
kozos osztojukat, majd az eredeti szamokat toroljiikk. Ezt a miiveletet elvégezziik az 0j szdmokkal is.
Bizonyitsuk be, hogy a mitiveletet véges sokszor végrehajtva minden szam egyenl§ lesz.

Megoldas:

Két szam legnagyobb koz0s oszt6ja mindig kisebb vagy egyenls, mint az eredeti szdmok. Tehat a kor keriiletére
irt szdmok 6sszege monoton csokkenni fog. Mivel ez az 6sszeg csak véges sok értéket vehet fel, a végén minden
szdm egyenld lesz az Osszes eredetileg szerepls szam legnagyobb kozos osztdjaval.



7. Egy kocka csucsaiba szamokat irtunk. Egy-egy alkalommal valamelyik él két végén 4ll6 szamot 1-gyel nével-
hetjiik.
Ezt az eljarast néhanyszor megismételve elérhetG-e, hogy minden cstcsban ugyanaz a szdm &lljon, ha kezdé
allapotban a) az egyik csticsban 1-es, a tobbiben 0 van; b) az egyik él két csuicsdban 1-es, a tobbi cstcsban 0
van; ¢) az egyik lapatlo két csiicsdban 1-es,; a tobbi cstucsban 0 van; d) az egyik testatlo két cstcsaban 1-es, a
tobbi csticsban 0 van?
Megoldas:

a) Nem érhetd el, mert a csicsokra irt szamok Osszege az eljaras soran csak parossal nShet. Az eredeti Gsszeg
1, a végén pedig 8k alaktinak kellene lennie.

b) Elérhets, példaul a pirossal jelolt élek valasztasaval.

c) Nem érhetd el, mert a jelolt és a jeloletlen csticsokon levs szamok Osszege az eljaras soran 1-gyel, 1-gyel né.
Ugyanis minden él esetén az egyik cstcs jelolt, a masik pedig jeloletlen. A kiindulaskor az egyik mennyiség
0, a masik pedig ketts, és a végén ugyanannyinak kellene lennie.

0

: 0
0 ! 1

0

* """""""""" 0
1% 0
d) Elérhets, példaul a szinessel jelolt élek valasztasaval.
0 0




8. Egy tetraéder éleire felirtuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmokat. Ezutdn minden csicsra elvégeztiik a kovetkezs
miveletet: az ide futd éleken 1évs szamokat Osszeadtuk, és rairtuk a cstucsra. Kaphattunk-e a csiicsokon
egyforma szamokat?

Megoldas: Nem kaphattunk, mert minden élre irt szadm két cstcshoz tartozik, vagyis a csucsokra irt szamok
Osszege az élekre irt szamok Osszegének kétszerese. Ha a csicsokon egyforma szdmok lennének, akkor ez az
Osszeg oszthato lenne 4-gyel, ami jelen esetben nem teljesiil, ugyanis 2- (1 4+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6) = 42, ami nem
oszthaté 4-gyel.

9. Egy szabélyos 6tszogben berajzoltuk az 6sszes atlot. Minden cstcshoz és az atlok mindegyik metszéspontjaba
+1-et irunk. Egy lépésben megvaltoztatjuk az 6sszes szam elGjelét valamelyik oldalon vagy valamelyik &tlon.

Elérhet6-e, hogy mindenhol -1 legyen?

Megoldas: Nem érhetd el. Figyeljiik a bels6 6tszogben szerepld szamok valtozasat.

Egy atlo valasztésa esetén a kovetkezd lehetGségek fordulhatnak eld.

+ + helyett - -, a valtozas -4

- - helyett + +, a valtozas +4

- + helyett + -, a valtozéas 0.

Vagyis a valtozas mindig 4-gyel oszthato. +5-bdl pedig ily médon nem kaphatunk -5-6t.



10. Egy végtelen fehér négyzetracsos papiron véges sok négyzetet feketére festettiink. Ezt kovetGen percenként
minden négyzet olyan szintire valtja a szinét, amilyen 6nmaga, a fols6 és a jobb oldali szomszédja kozott a
tobbségben levs szin.

Bizonyitsuk be, hogy egy id§ utan nem lesz tobb fekete négyzet.

Megoldas:

Helyezziink el a papiron egy olyan koordinita rendszert, amelynek I. siknegyede az Gsszes fekete négyzetet
tartalmazza. (Ezt megtehetjiik, hiszen ezekbdl véges sok van.) Igy minden fekete négyzet csticsainak ko-
ordindtija nem negativ szam.

Tekintsiik a fekete négyzetek bal alsé csticsanak koordinatait. Ezek koziil a legnagyobb 6sszegii mindenképpen
fehérre fog valtozni a kovetkezs lépésben, mert a téle jobbra és felette levs négyzetek ezen koordinatajanak
Osszege nagyobb, tehat ezek nem lehetnek az adott idében feketék. (Ha tobb ilyen is van, akkor azok mind.)
Az id6 folyamén tehét a legnagyobb koordinéta 6sszeg csbkkenni fog. Mivel ez az 6sszeg csak véges sok értéket
vehet fel, és szigorian monoton csékken, ezért a végén az Gsszes négyzet fehér lesz.

Megjegyzés: A fekete négyzetek szama nem feltétleniil monoton csokkens. Példaul az abran a kovetkezd

percben az x-szel jelolt fekete mez6k fehérre, a +-szal jelolt fehérek pedig feketére valtoznak, vagyis a fekete
mezGk szama 3-mal né.
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