VALOGATAS TANITVANYAINK MEGOLDASAIBOL

1. (B.3663.) Az x, y, z pozitiv egészekrél tudjuk, hogy (x +y)? + (x +2)? = (y + 2)°.
Igazoljuk, hogy van kozoéttik paros szam!

Megoldasvazlat: (Magda Gabor)
Legyenek egy haromszog oldalai: x +y, x + z, y + z. A feltétel szerint a haromszog
derékszdgl és a beirt kor sugara ekkor éppen x.
irjuk fel a teriiletét kétféleképpen:
x + X+z

—( y)z( )=x(x+y+z)
Ha x, y, z, mind pératlan, akkor a bal oldal paros, mig a jobb oldal paratlan, ami
ellentmondas.

2. (B.4297.) Igazoljuk, hogy tetszéleges x, y valos szamokra:

1_Gtn-x 1
27 A +x)A+y?») "2

Megoldasvazlat: (Perjési Gabor)

Legyen x = tga, y =tgp, ahola, B € ]—%,%[

Ekkor
sina sinf  sin(a+pB) sin’a 1
x+y= + = ; 1+x2=1+ > = >
cosa cosfS cosa cospf cos“a cos‘a
' i cos(a+
1_xy=1_smasmﬁ_ (a+p) . 14y?=

cosacosf  cosacosf’
Ezeket felhasznalva:

(x +y)A —xy)
1+x2)(1+y?

Egyenléség pontosan akkor, ha |sin2(a+ )| =1 & a+f = % +k g (kez

cos?p

N| =

= [sin(a + f) cos(a + B)| = %Isin 2+ p)| <



3. (B.4666.) Legyen n pozitiv egész. Igazoljuk, hogy
- n STLEE
;(Zk 1)[k] _;[k]
ahol [x] az x valés szam egészrésze.

Megoldasvazlat: (Hansel Soma)
Rajzoljunk egy koordinatarendszer elsé siknegyedébe egy oszlopdiagramot ugy,

2
hogy az x tengely k-adik egységszakaszara [%] magas oszlop keriljon. Ekkor az

oszlopok terlletének 6sszege éppen a jobb oldali 6sszeg. Most tekintsik ezt, mint
sordiagramot és vizsgaljuk meg, hogy milyen hosszi a sor a (k —1)? - ediktdl a
k?-edik egységszakaszig terjed6 tartomanyban. Mivel minden eredeti oszlop
magassaga negyzetszam, ezért ezek a sorok egy téglalapot alkotnak, melynek egyik
oldala k% — (k — 1)? = 2k — 1. A masik oldal pedig az az x hossz, amelyre

nZ le le 2 n
—| =k - —) =2k - () =2x -2 - =2x
x x k

n
Mivel x egész, ezért [E] =X

igy ennek a téglalapnak a teriilete (2k — 1)x = (2k — 1)[%] , vagyis a bal oldali
Osszeq is a diagram tertletét adja.

4. Legyen ABC hegyesszdgl haromszdg. Az A-bdl, B-bél, C-bél indulé sulyvonalak
egyenesei a korulirt kort masodszor A, B1, C; pontokban metszik. lgazoljuk, hogy az
AB.CA:1BC; hatszog terulete legalabb kétszerese az ABC haromszdg teruletének!

Megoldasvazlat: (Marton Sandor)

Tudjuk, hogy a magassagpontnak az oldalakra illetve az oldalfelez6 pontokra
vonatkozé tukorképei a kortlirt kordn vannak. Legyen pl. az M magassagpontnak a
BC oldalra, illetve ennek felez6pontjara vald tikorképe M illetve M.. Ekkor az A: az
M:M: (révidebb) koériven van, igy legalabb olyan tavol van BC-t6l, mint M1 (vagy M. ).
Emiatt T(BCA1)>T(BCM,) = T(BCM)

Ugyanezt a tobbi oldalra alkalmazva és a kapott relaciokat 6sszeadva a kivant
allitashoz jutunk.

Megjegyzés: Az allitas barmely haromszogre igaz, egyenléség pontosan akkor, ha
ABC szabalyos.




5.

(A. 230.) Hatarozzuk meg azokat az n egész szamokat, amelyekre
n2000_1
] négyzetszam!

Megoldasvazlat: (Varju Péter)
Ha n < —1, akkor a kifejezés negativ; n = —1 és n = 0 megfeleld; n = 1 esetén a
nevezo 0.

Feltehet6, hogy n = 2.
n2000_4 n500_1

—_— n1000+ 1 n500 + 1 _—
( (™ +1) ——

n—1
Legyen a harom tényez6 rendre A, B, C.
Kdénnyen belathato, hogy B|[A—-2 , C|A—-2, C|B -2,
igy A, B, C kdzll barmely kett6 legnagyobb kbz6s osztdja legfeljebb 2.
Harom ilyen szam szorzata csak ugy lehet négyzetszam, ha mindegyik négyzetszam
vagy négyzetszam kétszerese. Mivel A és B 1-gyel nagyobbak egy pozitiv
négyzetszamnal, ezért nem négyzetszamok.
Legyen A = n'%%0 + 1 =2x2 | B =n%0+1 =2y?,

Ekkor
550 nlOOO + n500 nlOOO + 1
n>vy = > > > =x

Mivel ezek egész szamok. ezért

71000 44,500 n100041 n500
\/ = +1> +1

2 2 V2
Innen négyzetre emelve, rendezve:
n500 _ 2
22 -1

(B.3849.) Egy szabalyos pénzérmével addig dobunk, mig legalabb egyszer kapunk
fejet is és irast is. Mennyi a szikséges dobasok szamanak varhato értéke?

Megoldasvazlat: (Janké Zsuzsanna)
Az elsbé dobas utan — barmit is dobtunk — az ellenkezé kimenetelre varunk. Mivel

ennek valdszinlsége % , ezért varhatdoan 2 dobas utan kovetkezik be. Tehat a
szikséges dobasok varhato értéke 3.



7. (B.3229.) Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan x, y, z racionalis szamharmas van,
amelyekre
P+ {° = {z%

ahol {a} az ,a” valés szam tortrésze.

Megoldasvazlat: (Sarkany Lérinc)

3 3 3
3 4 6 3 4 6
sagzeos o (40 () nensaz =t 2
5 5 5 5 5 5
megoldasa az egyenletnek. Adjunk ezekhez egész szamokat ugy, hogy a kdbuik

egész szamokkal valtozzon! Ehhez elegendd, ha az egész szam oszthat6é a nevezé

3 4 6
négyzetével, igy x = P +25k, y = §+25k Z= +25k is megoldas, ahol k

tetsz6leges egész szam.

8. Legyenek a, b, ¢ paronként kulonb6zd pozitiv egész szamok. lgazoljuk, hogy

(a—%)(b—%)(c—%)Sabc—(a+b+c)

Megoldasvazlat: (Williams Kada)
Ellenérizhetd, hogy a = x — 1, b = x, ¢ = x + 1 esetén egyenlbség teljesul.
Prébaljuk kétvaltozéval megadni a rokon relaciot!
(a — 1) (b — 1) < ab — (valami)
a b
Ha a = x, b =x + 1 esetén akarunk egyenlséget, akkor a (valami)-nek 2-vel kell

egyenlének lennie.
1 1
(a-D)(b-1) <an—2
a b

lgaz-e igy?

Ekvivalens atalakitasok utan 1 < (a — b)? adodik, ami igaz, hiszen a, b kilénb6z6
pozitiv egészek

Igazoljuk a haromvaltozoés allitast a kétvaltozos felhasznalasaval! Legyen a < b < c.

=)= Dle-1)s@-n(c-)

Elegendé belatni, hogy

(ab—Z)(c—l)Sabc—(a+b+c)
c

Ekvivalens atalakitasokkal: 2 < (¢ — a)(c — b), ami nyilvanvalo.



