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Mirol lesz sz6?



Mirol lesz sz6?




Mirol lesz sz6?

a rossz,



Mirol lesz sz6?

A csif,

a rossz,

om és a jo. ..



Problémas kérdések



A feladatok megszovegezésérol

2015-2016/1. kat./1. ford./3. feladat
A 2025-re igaz, hogy 2025 = (20 + 25)2.

Van-e még ilyen négyjegyti szam?



A feladatok megszovegezésérol

2025 = (20 + 25)°



A feladatok megszovegezésérol

2025 = (20 + 25)°

Célok, megfontolasok

e egyszerl, rovid megfogalmazas

e minimalis ,modellalkotas”



A feladatok megszovegezésérol

2025 = (20 + 25)°



A feladatok megszovegezésérol

2025 = (20 + 25)°
Kritikak
e ecgy megoldas megtalalasa teljes értéki

e feladat nem definidlt: abcd = (ab + cd)?



A feladatok megszovegezésérol




A feladatok megszovegezésérol




A feladatok megszovegezésérol

x=ab,y = cd
100x+y = (x+y)? = 99x = (x+y)(x+y—1)

Vagyis 9- 11 | (x + y)(x +y — 1).
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A feladatok megszovegezésérol

x=ab,y = cd
100x+y = (x+y)? = 99x = (x+y)(x+y—1)
Vagyis 9- 11 | (x + y)(x +y — 1).

11 tobbszoroseit nézve ezek addédnak:
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55 - 54 (x =30,y = 25)



A feladatok megszovegezésérol

x=ab,y = cd
100x+y = (x+y)? = 99x = (x+y)(x+y—1)
Vagyis 9- 11 | (x + y)(x +y — 1).

11 tobbszoroseit nézve ezek adodnak:
45 - 44 (x = 20,y = 25)
55 - 54 (x =30,y = 25)
99-98 (x =98,y = 01)



A nehezen javithatd hibakrol

2015-2016/11. kat./dont6/1. feladat
Az ABC haromszogben BAC<t = 60°,
ACD< = 100° és AB = 4 cm. Tudjuk még,
hogy a BC oldal felezopontja F, tovabba D
az AB oldal olyan pontja, amelyre

BFD<t = 80°. Bizonyitsuk be, hogy

Tagc +2 - Teep = /24 cm?, ahol Txyy az
XYZ haromszog teriiletét jeloli.



A nehezen javithatd hibakrol

Célok, megfontolasok



A nehezen javithatd hibakrol

Célok, megfontolasok

e a szinuszos' formuldk elkeriilése
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e a szinuszos' formuldk elkeriilése

Oaﬁ

; »elrejtése



A nehezen javithatd hibakrol

Célok, megfontolasok

e a szinuszos' formuldk elkeriilése

Oaﬁ

; »elrejtése

e ,egyszerl” konstans



A nehezen javithatd hibakrol




A nehezen javithatd hibakrol




A nehezen javithatd hibakrol




A nehezen javithatd hibakrol

A/

C/

A D B

Tans =2Tagc + Teccr = 2Tagc + 4 Tarp
Tasc+2Tgrp = 5 - 3% = /12




A legnehezebb konnyii feladatok

RLV tanarverseny 2016/ 30. feladat
Egy ABC haromszogben CAB< = 20° és
AB = AC. Az AC oldal E és az AB oldal F
pontjara CBE< = 50° és BCF < = 60°,
Mekkora CFE<?



A legnehezebb konnyii feladatok




A legnehezebb konnyii feladatok




A geometria nehéz



Egy érintokor

2015-2016/111. kat./1. ford./1. feladat
Egy derékszogt haromszog befogdinak hossza
a és b. Egy k kor belilrol érinti a haromszog
koréirt korét, és érinti a befogokat is.

Fejezzik ki k sugarat a-val és b-vell



Egy érintokor

Az eredeti otlet:
a=3,b=4




Egy érintokor

Az eredeti otlet: ,Nem tul egyszerii
a=3,b=4 rajonni a (2;2)
kozéppontra?”




Egy érintokor

Az eredeti otlet:
a=3,b=4

,Nem tul egyszerii
rajonni a (2;2)

kozéppontra?”

»Akkor tiizziik ki

altalanosan!”



Egy érintokor




Egy érintokor

; —r=\J(b/2=r)2+(a/2—r)

(c/2—1r)" = (b/2 —r)?+ (a2 — r)?
2 b2 2
C;1—cr+r2:4—br+r2+2—ar+r2

—cr+r°=—br+r*—ar+r°

(a+b—c)r=r*=latb—c=r




Egy érintokor és egy meglepetés




Egy érintokor és egy meglepetés




Egy érintokor és egy meglepetés

Feuerbach-tétel
Egy haromszog Feuerbach-kore érinti a beirt

és a hozzairt koroket.



Egy érintokor és a Casey-tétel

Fridrik Richard észrevétele

A feladat megoldhaté a Casey-tétel

felhasznalasaval is.



Egy érintokor és a Casey-tétel

Casey-tétel

d(ka, kg) - d(kc, kp) + d(ks, kc) - d(ka, kp) = d(ka, kc) - d(ks, kp)



Egy érintokor és a Casey-tétel

a-(b—r)+b-(a—r)=c-r

2ab=(a+b+c)r=r= 22




Egy érintokor és a Casey-tétel

2ab<L (a+b—c)-(a+b+c)

2ab L (a+ b)? — 2



Két érintokor

2009-2010/111. kat./dont6/2. feladat

M Egy derékszogli haromszoget

négy részre bontottunk az abra szerint. A

négyszog alaki részbe kor irhato, aminek
sugara megegyezik a haromszog alakl részbe

irt kor sugaraval. Mekkora e korok sugara?



Két érintokor




Két érintokor

o

e Eros eszkozokkel nehezebb megoldasi
utak addédnak.



Két érintokor

o

e Eros eszkozokkel nehezebb megoldasi
utak addédnak.
e Egyértelmi( a megoldas, mindig létezik

egy és csak egy jo sugar.



Két érintokor

o

e Eros eszkozokkel nehezebb megoldasi
utak addédnak.

e Egyértelmi( a megoldas, mindig létezik
egy és csak egy jo sugar.

o Szerkesztés?



Két érintokor




Két érintokor




Két érintokor




Két érintokor




Két érintokor




Két érintokor




Két érintokor




Két érintokor

N

T=ab/2=r’+r(a—r)+r(b—r)+xr+(c—x)r =

(a+b+c)r—r?



Két érintokor

b —(a+b+c)r—r?



Két érintokor

b —(a+b+c)r—r?

rP—(a+b+c)r+2=0



Két érintokor

b —(a+b+c)r—r?

rP—(a+b+c)r+2=0

a+b+c— \/(a+b+c)2—2ab
N 2




Két érintokor a KoMalL forumon

Bohner Géza lemmaja:




Amikor a diakoktol
tanultunk



Egy nevezetes egyenlotlenség

2011-2012/111. kat./dont6/3. feladat
Egy ABCD trapéz CD alapjan adott egy P
belso pont. Hogyan valasszuk meg a masik
AB alap @ belso pontjat, ha azt szeretnénk,
hogy a PRQS négyszog teriilete a leheto
legnagyobb legyen? R az AP és a DQ
szakaszok metszéspontja, mig S a BP és a

CQ szakaszok metszéspontja.



Egy nevezetes egyenlotlenség

— Q — ‘B

e



Egy nevezetes egyenlotlenség

bm
b+d

am
a+tc




Egy nevezetes egyenlotlenség

& b

7

c d

am/(a+c)=bm/(b+d) < ad = bc < a/b=c/d



Egy nevezetes egyenlotlenség

D P C




Egy nevezetes egyenlotlenség

Homonnay Balint megoldasa

a b

a.m+g mb

2 atc " btd




Egy nevezetes egyenlotlenség

Hommonay Balint megoldasa




Egy nevezetes egyenlotlenség

Hommonay Balint megoldasa

a2 b2 (a+b)2
+ >
at+c b+d  a+c+b+d



Egy nevezetes egyenlotlenség

Hommonay Balint megoldasa

a2 b2 (a+b)2
+ >
at+c b+d  a+c+b+d

Egyenloség feltétele:



Egy nevezetes egyenlotlenség

Hommonay Balint megoldasa

o7 b? (a + b)?
+
at+c

b+d  at+c+b+d

Egyenloség feltétele:

(a+c)2 — (b+d)? &=



Egy nevezetes egyenlotlenség

Titu-lemma

Ha b, > 0, és aj, b; € R, akkor

2 2 2
a dn

— e 4>
by b b, —

(31+32+...+an)2
b+ b+ ...+ b,




Egy nevezetes egyenlotlenség

Titu-lemma

Valéjaban a Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz
egyenlotlenségrol van szo,

(X2 + .. .+ x4+ ...y >

(x1y1 + . .. + Xoyn)?

az \}% és \/b; szdmokkal. Egyenldség:
jiE Vb =c & a/b = c.




Becslések

2012-2013/111. kat./dont6/2. feladat

2013 valoés szamra fennall, hogy

ag > a > ...> ayiz > 0, valamint
2 2 2 61

ag+ag+ ...+ a3 = -

lgazold, hogy
ap+ay+az+ ...+ ayiz > v2013.



Becslések (1.) — Vegyiik észre

A=a +a+ ...+ a3 >33 a3



Becslések (1.) — Vegyiik észre

A=a +a+ ...+ a3 >33 a3

B = a3+ ass + ...+ axis



Becslések (1.) — Vegyiik észre

A=a +a+ ...+ a3 >33 a3
B = a3+ a5+ ...+ axis

61 2 2 2
2 S ay tagst .+ ays S
1
333-(834+a35+...—|—82013):>B> &
B




Becslések (1.) — Vegyiik észre

A=a +a+ ...+ a3 >33 a3
B = a3+ a5+ ...+ axis

61 2 2 2
2 S ay tagst .+ ays S
1
333-(834+a35+...—|—82013):>B> &
B

A+B >33 -ap+ 5> >2-/33  an- 4,

4-a33 -
= /2013




Becslések (1.) — Vegyiik észre

Egyenloség feltétele:



Becslések (1.) — Vegyiik észre

Egyenloség feltétele:

(1) dl —ady) — ... = dasz



Becslések (1.) — Vegyiik észre

Egyenloség feltétele:
(1) dl —ady) — ... = dasz

(2) (k > 33): a; = ax - as3
& ap = azz vagy ax =0



Becslések (1.) — Vegyiik észre

Egyenloség feltétele:
(1) dl —ady) — ... = dasz

(2) (k > 33): a; = ax - as3
& ap = azz vagy ax =0

(3) 33 - d33z —

61

4.33



Becslések (1.) — Vegyiik észre

Egyenloség feltétele:

(1) dl —ady) — ... = dasz

(2) (k > 33): a; = ax - as3
& ag = azz vagy ax =0

(3) 33 - a3 = ol

4.33

oL
2 =a=... =26 =13

367:---—32013—0



Becslések (2.) — A sakkjatszma

Janzer Barnabas megoldasa, Pataki
Janos altal letisztogatva

Eloszor is ,észrevessziik”, hogy ha

_ 6L 4
dl —ad) — ... = dep — m,es
ag7 = agg = ... = axo13 = 0, akkor egyenloség

teljesul, vagyis a; + ap + ... + axp13 = V2013.



Becslések (2.) — A sakkjatszma

Janzer Barnabas megoldasa, Pataki
Janos altal letisztogatva

Ezutan megmutatjuk, hogy minden mas
esetben tudjuk dgy modositani az a;
szamokat, hogy a feltételek érvényben

maradjanak, a szamok 0sszege ne nojon, és

végil legalabb /2013 legyen.



Becslések (2.) — A sakkjatszma

o Az ay, ..., a33 értékeket azy-re
csokkentjiik,
® az ay, ass, ... szamokat lépésenként

parosaval modositjuk Ggy, hogy a
négyzetosszegik egyaltalan ne valtozzon,
a kis indextiek — a nagyok — azs-hez, a
nagy indextek — a kicsik — pedig a 0-hoz

kozeledjenek.



Becslések (2.) — A sakkjatszma

F-lemma:

Ha x > y > 0, és x-et megnoveljik, y-t pedig
csokkentjik (de legfeljebb nullaig) Ggy, hogy
az Uj szamok négyzetosszege megegyezzen az
x? + y? dsszeggel, akkor a kapott szamok

0sszege nem nagyobb, mint x + y.



Becslések (2.) — A sakkjatszma

P(x;y) x>y

P'(x";y")

X' +y <x+y




Becslések (2.) — A sakkjatszma

A 34-nél nagyobb indext elemeket parosaval

forgatjuk el”.

El6szor az (ass, ax13) part forgatjuk: ha ass
értéke eléri azy-et, vagy apois eléri nullat,
megallunk. A kovetkezo parhoz mindig
vesszik a legkisebb indexi olyan elemet,
amely kisebb as4-nél, és a legnagyobb indexl

olyat, amely még pozitiv.



Becslések (2.) — A sakkjatszma

’1. eset: az < r‘

P-t elforgatjuk Aszs-be
P(ai; aj) ai > aj

Asa(aza,y’)




Becslések (2.) — A sakkjatszma

2. eset: azq > r‘

P-t elforgatjuk A(r;0)-ba

P(a,-; aj) aj > aj




Becslések (2.) — A sakkjatszma

Kétféleképpen maradhatunk elforgathaté par
nélkil:
/) a sorozat minden pozitiv eleme as;-gyel

egyenlo, a sorozat x, x,...,x,0,...,0 alakq;

ii) a sorozatnak egyetlen olyan pozitiv eleme
van, amely kisebb ass-nél, a sorozat

X, X,...,x,y,0,...,0 alakd.



Becslések (2.) — A sakkjatszma

N x,x,...,x,0,...,0(33+ m db x)
2 < 61 61
mx* > 7= = X 2 \/z-
A forgatasok soran az Osszege nem nott, ezért

al+a2—|—...—|—32013>(33—|—m)x>

>(33+m) /2 =1(33-L+m [2)>
/2013



Becslések (2.) — A sakkjatszma

i) x,x,....,x,y,0,...,0 (33+ m db x)
a) m> 33
b) m < 33

Mindkét esetben modositjuk gy a szamokat,
hogy az 0sszeg nem valtozik, a négyzetosszeg

pedig no.



Becslések (2.) — A sakkjatszma




Becslések (2.) — A sakkjatszma

33+ m)x+y
34+ m

X =



Becslések (2.) — A sakkjatszma

Mindkét eset egyszeriien
végigszamolhato:

2
a) mx2+y2§m-<x+33{rm)

m)x 2
b) mx2—|—y2§(m—|—1)-(W)



Becslések (3.) — Latvanymatek

Sztranyak Attila megoldasa, Cserhati
Zoltan otlete alapjan

A négyzetek teriletre utalhatnak. Készitsiink

abrat!



Becslések (3.) — Latvanymatek

ay az agz 34 ags

N\
a
as
> A
as3
7z
aszq N
ass =z
> B
z J
\o J/ J/
Y Y




Becslések (3.) — Latvanymatek

A=a +a+...+ a3

B = a3+ ass + ...+ axis



Becslések (3.) — Latvanymatek

A=a+a+...+ a3
B = a3+ ass + ...+ axis

A-B>33.%



Becslések (3.) — Latvanymatek

A=a+a+...+ a3
B = a3+ ass + ...+ axis

A-B>33.%

(a1—|—a2—|—...—|—a2013)2:(A+B)22



Becslések (3.) — Latvanymatek

A=a+a+...+ a3
B = a3+ ass + ...+ axis

A-B>33.%

(a1 + a4+ ...+ axpi3)’ = (A+ B)? >
> 4AB > 433 5 = 2013



Becslések (3.) — Latvanymatek

Fazakas Tiinde megjegyzése:

,A 3. megoldasa az 1. megoldas geometriai

atirata.”



Az atlag altalanositasa

2014-2015/111. kat./dont6/3. feladat
Adott a sikban n darab vektor dgy, hogy a
hosszuk 0sszege 1. Bizonyitsuk be hogy
kivalaszthaté kozilik néhany oly médon,

hogy a kivalasztott vektorok osszegének
hossza legalabb 1/6.



Az atlag altalanositasa (1.)




Az atlag altalanositasa (1.)




Az atlag altalanositasa (1.)
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Az atlag altalanositasa (1.)
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Az atlag altalanositasa (1.)




Az atlag altalanositasa (1.)




Az atlag altalanositasa (1.)




Az atlag altalanositasa (1.)




Az atlag altalanositasa (1.)




Az atlag altalanositasa (2.)

koordinata-rendszer: v;(x;; y;)

75 (Il + yil) < lwil < Ixil + |yl

o 73 (bl + i) < lwif & Pl <

P2 +]y;2
2

e vi(x;yi) = (x;0) + (0; ;)



Az atlag altalanositasa (2.)

il = yi W,

|xi| = x;



Az atlag altalanositasa (2.)

1
Sxi+y)=Xx+Xy > 2

> wil = (XX y)| >

> ‘(Z""Z .)>1>1
= VTSN =BT 6

2

5



Az atlag altalanositasa (3.)

Baran Zsuzsa dolgozata alapjan

A vektorok hosszanak osszegére vonatkozo

feltételbol és a haromszog-egyenlotlenségbal
n n n n
1= 3 |vi| < X (x| + yil) = X [xi|+ X |yl
i=1 i=1 i=1 i=1

Az utolsé két 6sszeg valamelyike nagyobb,

mint 3. Feltehetd, hogy ¥, [x;| > 1.



Az atlag altalanositasa (3.)

Az x; koordinatak elojele szerint osszuk két
csoportra a vektorokat. (A 0 mehet a
pozitivak kozé.) Az egyik csoportban

S |x;| > 1, hiszen dsszesen legalébb  az
abszolutértékek osszege. A folytatasban ezen
csoport vektorait jelolje wy, wo, ..., w.
Tudjuk, hogy k > 0, mert nem nulla az

osszeg.



Az atlag altalanositasa (3.)

A csoportban minden x koordinata azonos

elgjelli, ezért > |x;| = |~ xj].

1
Zw| =Ex Xyl =[x =Xl = 5



Az atlag altalanositasa (4.)

Mi tortént eddig?



Az atlag altalanositasa (4.)

Mi tortént eddig?

e 3 skatulya, |w| > |w/|,



Az atlag altalanositasa (4.)

Mi tortént eddig?

e 3 skatulya, |w| > |w/|,

e 4 skatulya, |w(x; y)| > \}§(|X‘ + |yl),

1
4\/5




Az atlag altalanositasa (4.)

Mi tortént eddig?

e 3 skatulya, |w| > |w/|,

e 4 skatulya, |w(x;y)| > \}§(|X‘ + |yl),
1
42

e 2.2 skatulya, |w(x;y)| > |x],




Az atlag altalanositasa (4.)

Mi tortént eddig?



Az atlag altalanositasa (4.)

Baran Zsuzsa heurisztikaja: ,,Meddig
mehetiink el?”



Az atlag altalanositasa (4.)

Williams Kada technikaja, Baran
Zsuzsa megoldasaval kombinalva:
~Atlagoljunk az osszes lehetséges
tengelyre!”



Az atlag altalanositasa (4.)

y’ A Y

V(p,v;) = (|sin(a — )| + | cos(a — ©)]) |v;

vi(xii yi)

X/




Az atlag altalanositasa (4.)

/OZW V(g,v,) dp =

= [l Gsinte = )1 + feos(a ) dp =
—lyl- (/ sin(y \dsﬁ+/ cos()] di ) =
v -4- / sinp dg =

=4|v;| - (—cosm — (—cos0)) = 8|v,]



Az atlag altalanositasa (4.)

Az Osszes vektorra Osszegezve:
I =I§7 Sy V(p,v) dp =

Sy g™ Ve, vi) do = 8(Sy |v|) = 8
3

Jp € [0;27] : =Ly V(e vi) = o
2T

Ezt a -t valasztjuk.



Az atlag altalanositasa (4.)

Az el6zo megoldasban latott médon

% <SPy |xi|+ 20 |yi|, ezért végll a

=

kivalasztott w; vektorokra

1

1 8
4 21 T

> w;| >



Az atlag altalanositasa (4.)

Tovabbi érdekességek az atlagértékrol:
http://matektabor.berzsenyi.hu/2013

12. évfolyam: Az 4tlagérték (Y. lonin, A.
Plotkin: The Mean Value of a Function)


http://matektabor.berzsenyi.hu/2013

Koszonom a figyelmet!
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