Valosziniiségszamitasi ,,gyongyszemek” a vilag minden részérol

55. Ratz Laszléo Vandorgyiilés

A dolgozatot készitette: Fony6 Lajos Keszthelyi Vajda Janos Gimnéazium

A Vacon megrendezett vandorgytilésen tobbek kozott
., Mivel tehetjiik valtozatosabba a matematika ordkat”.
,, Probability and Statistics from a Modelling Perspective” és
,, Geogebra a matematika oktatasban”

cimmel hallgattam eléadasokat és szemindriumot.

Ez adta az otletet, hogy dolgozatomban egy olyan szakkdri foglalkozas anyagat dolgozzam
fel, ami a PowerPoint segitségével mutatja be a matematika egyik legérdekesebb témakorét a
valoszinliségszamitast és alkalmas arra, hogy szines problémdival megszerettesse a

kozépiskolas tanulokkal a matematikét.
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1. Egy tréfas kedvii rablovezér egy jol sikeriilt akcié utan
elhelyez 4, 8, 16, 32 aranyat egy-egy bekotott zsakocskaba, és
arra késziil, hogy masnap majd véletlenszertien kiosztja
jutalomként négy tarsanak. Amikor ezt a tébbiek megtudjak,
nagyon megijednek, mert mindegyikiik fél attol, hogy masnap
balszerencsés lesz, és csak kevés arany fog jutni neki a
zsakmanybol. Ezért éjszaka egymas utan, egyesével
belopoznak a pénzes kamraba, és ott mindnyajan kibontanak
két zsakocskat, tartalmukat egyesitik, a pénzt két egyenld
részre osztjak, visszahelyezik a zsakocskakba, majd tavoznak.
Mi a valoszintlisége annak, hogy a 4 rablo éjszakai latogatasa
utan masnap mindegyikiik azonos szamu aranyat fog kapni a
jutalmazasnal?
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Megoldas:
Kedvezé esetben minden rablonak (4 + 8 + 16 + 32):4 = 15 arany jut
* Barmely két tasak aranykészletének osszege kiilonb6zo
(32+4%16+8)
* Barmely két tasak aranykészletének atlaga 15-t6l kiilonbozo
(két néggyel oszthat6 szam atlaga paros szam)
=» Az elso lépés utan egyik zsakban sem lehet 15 arany)
A lehetséges eloszlasok az elsé atrendezés utan:
6, 6, 16, 32
: 10, 10, 32
g 16, 18, 18
! 12, 12, . 5
; 16, 20, 20
4, 8, 24, 24
= Ismét barmely két tasak aranykészletének atlaga 15-t61 kiilonb6z6
— A masodik lépés utan egyik zsakban sem lehet 15 arany)

= & 0 ®

=> minden atrendezésben két kiilonbozo értéket képviselo zsak vett részt
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—> minden atrendezésben két kiilonbo6zo ertéket képviselo zsak vett részt
Az aranyak megoszlasa az egyes atrendezések soran visszafelé haladva:

15, £ 15, 15
15—=x, 154 x, 15, 15 (x eNt; x<9)
15—x, 154+x, 15=y, 154y (I5—x=15-y vagy 154+x=154+y =y=:
a, a, b, ¢ (a=15-x vagy 15+x b,c €{4,816,32})
4, 8, 16, 32
1. lépés: tetszoleges parositas Py = 1
2. lépés: b, ¢ parositas P, = i
() s
.. ’ Py 22 2
3.1épés: 15 — x, 15+ x parositas P; = =3
2
4.1épés: 15— x, 15 + x parositas Py = (—:—) =;1)
2
I S
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2. Egy részecskét a sikbeli derékszogli koordinata-rendszerben
a K(0;0) ponttél a V(n; n) (n € NT) pontig mozgatjuk.
Haladasat egy szabalyos pénzérme segitségével iranyitjuk, az
alabbiak szerint:

*A P(x;y), x,y€N, x,y <n pontbdl irds dobasa esetén a
Q(x + 1;y), fej dobasa esetén pedig az R(x; y + 1) pontba lép.

*A P(n;y) pontbdl iras dobasa esetén nem mozdul el, fej
dobasa esetén pedig az R(n;y + 1) pontba lép.

* A P(x;n) pontbdl iras dobasa esetén a Q(x + 1;n) pontba lép,
fej dobasa esetén pedig nem mozdul el.

Mi a valoszinlisége annak, hogy a részecske pontosan
2n + k (k € N) dobés utan érkezik meg a V (n; n) pontba?
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Megoldas:
A részecske mozgasa a koordinatarendszerben
n= 3, k= 4, )
IFFFIFFFFI dobassorozatesetén: 51

3<
” 2.
Probléma:
az IFFFFIFFFI 1
IFFFFFIFFI 0 .
IFFFFFFIFI P 1 2 3 4 & 6
IFFFFFFFII

dobassorozatok ugyanazt az utvonalat jel6lik ki.

A probléma feloldasa:
Engedjiik meg, hogy a részecske folytassa utjat keleti illetve északi iranyba,
ha els6 vagy masodik koordinataja eléri vagy meghaladjan értékét.
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Tetszoleges dobassorozat 5
2-3+4=10 dobasesetén: i
IIFIIIFFIF
Az ehhez tartozo kibovitett” mozgas: 3 8. Iépés —a
’ ’, 2
A részecske valodi mozgasa:
-~ 11
5 0 .
o 1 2 3 4 5 6 71
‘4
: Probléma:
8. lépés A részecske a vart 1épésszamnal hamarabb ér célba.
2-
il Kovetkeztetés:
" L A kibovitett” mozgas soran a részecskének az
0 - L2 —— egyik iranyba pontosan n + k, a masik iranyba n

lépést kell megtennie.

Célpontok: E;(n+k;n), E;(m;n + k)
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n =3, k = 4 esetén

a  kibovitett” mozgas célpontjai:

E1(7;3), Ex(3;7)
IFIFIIIFII

dobassorozat esetén

a részecske  kibovitett” mozgasa:

A részecske valodi mozgasa:

N
5.
4.
34

§Ies.la;-pes
2. r

4.
14
ol 1 :
0 2 3 4

5
4- Tiltott pont
\ E(7:3)
31 p———
8. lépés
1.
o - }
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Probléma:
A részecske a vart lépésszamnal hamarabb ér célba.
Kovetkeztetés:

A  kibévitett” mozgas soran a részecske egyik
koordinataja az utolsoé lépésben né n-re.
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A mozgas soran tiltott pontok:

Ti(n+k—1n), Hh(mn+k—1) "

(korabbi célba érkezés) 6

n = 3, k = 4 esetén egy megfelel6 dobassorozat: :
FFIFFIFFFI

A részecske  kibovitett” mozgasa: 4

A részecske valodi mozgasa:

D,(2;7) cél elétti pont
p—
E2(3: 7)

5 1
" . ¢ 0 .
Kovetkeztetés: o 1 2 3 4 & 6

v el A részecskének az utolso 1épése csak

2 » Di(in+k;n—1) —» E;(n+k;n) vagy
2. D,(n=1;n+k) - E,(m;n+k) lehet.

1

o' g — g2 R =T (VT (2ntk—1) (1)
o 1 2 3 4 & 'k -1 2 “\ n-—1 2
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3. Egy szabalyos oktaéder lapjaira felirjuk az 1,2,3,4,5,6,7,8
szamokat ugy, hogy mindegyikre kiilonboz6 szam keriiljon. Mi
a valosziniisége annak, hogy a szomszédos szamok és az 1,8
szampar sem Keriilnek egymas melletti lapokra?

Megoldas:
Az oktaéder lapjaihoz rendeljiik hozza a
dualis kocka csticsait:

Az oktaéder lapjaihoz tartozoé szamokat a
dualis kocka csticsaihozrendeljiik .

Az 1, 2, 3, 4,5 6, 7, 8, 1 szamokat
tartalmazé olyan koroket keressiik,
amelyek csak lapatlokbol és testatlokbol
allnak.
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G

Kocka: 12 lapatld, 4 testatlo
A lapatlok két paronként idegen ACFH és BCEG tetraédert hataroznak meg.

A koroknek paros szamn testatlot kell tartalmaznia.
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Esetek:

A

a) a kor az ACFH és BDGE tetraéderek 3-3 élét és az azokat osszekacsolo két
testatlot tartalmazza

4!
—2-'2 = 24 kor
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b) a kor valtakozva az ACFH és BDGE tetraéderek egy-egy kitéro él parjanak
egy-egy tagjat, és az azokat 6sszekapesolo négy testatlot tartalmazza

H G
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Tiltott parositasok:

AC-FH GE-BD

AH-CF GB-ED

AF-CH GD-EB

Két 4-4 pontbél all6 kor keletkezik

A

3-2=6 kor
A korokon a szamok elhelyezési lehetéségeinek szama: 8- 2
Kedvezo esetek szama: 8- 2 - 30 = 480.

Osszes esetek szama: 8! = 40320
480 1

P=10320 82
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4. Egy részeg ember all egy szakadék szélétol egy lépésre, azaz
ha egy lépést tesz el6re, akkor lezuhan és meghal.
Véletlenszertien lépked, p (0<p<1) valosziniiséggel
tavolodik a szakadéktol, 1 — p valoszintiséggel pedig kozeledik
felé. Adjuk meg menekiilésének esélyét p fliggvényében!
Megoldas:
P, annak a valoszinlisége, hogy a vizsgalt személy n lépés tavolsagrol
beleesik a szakadékba (n € N*)
h=Q-p)+p-P;

pPE—P+1—-p=0

) 1
P, =1 illetve P, =
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pPE—P,+1-p=0

1-—-
Pl = 1 illetve Pl =—p_e

p=0 esetén: P, =1

p=1 esetén: P, =0,

p= % esetén: P, =1 (akét gyok egyenld)

0<p <% esetén: a 2. gyok 1-nél nagyobb,igy P, = 1,

% < p <1 esetén: aP1 afolytonossag miatt nem veheti fel a teljes

intervallumon az egyes értékeket, igy P, = ?
1-p .1
0<—<=-=-1<1
p p
1
0, hatsp<:
- 2
e Lo P O
<

2—;,}135(}) 1
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5. Egy kor Kkeriiletén véletlenszertien kijeloliink n kiilonboz6
pontot. (n € N*, n > 3) Jelolje P, annak a valosziniiségét,
hogy a kor kozpontja az n pont konvex burkanak belsé pontja.
Adjuk meg n fliggvényében P,-t és szamoljuk ki a P; és P,
valoszintiségeket!

Megoldas:

Egység keriiletii kor, K rogzitett pont

Q1, Qz, ..., Q@ véletlenszertien kijel 61t pontok

Ivhossz szerinti paraméterezés
KQi=Ti (0ST,<1)
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B; az az esemény, amelyre

1 . 1
0=<7; <jeseténa (r,-; k= )-ben

% <1;<1leseténa(r;1)U IO; T; — %)-ben nem talalhato véletlenszertiien
kijelolt pont.
nincs kijelolt pont
.

s

nincs kijelait pont
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A, az az esemény, amikor a kor kézéppontja nines a Q,, Q,, ..., @, pontok
konvex burkanak belsejében
An =Bl +Bz+"‘+Bn

P(B;B;))=0 (1<i<j<n)

P(B)) =53
n
P, = 5y
n
P =1-P(A) =1->
1 1
P3 = Z, P4 = E

Valoszinliségszamitasi ,gyongyszemek”

6. Timi és Pali egy jatékot jatszik az S négyzetben. El6szor Timi
valaszt egy T pontot S-en, majd Pali jelol ki egy T-t6l
kiilonboz6 P pontot. Timi nyitott, Pali pedig becsukott
szemmel valasztja ki a pontjat. Ezutan kiszinezik S azon
részeit, amely Q pontjaira PQ < TQ. Timi akkor nyer, ha a kék
tartomany egy haromszog Hol vilassza meg Timi a T pont
helyét, hogy legnagyobb valoszin{iséggel nyerjen? Hatarozzuk
meg ekkor nyerésének eséelyét!
Megoldas:

Legyen AB = 1, PT felezomerdlegese l.

ol

A keék rész pontosan akkor egy haromszog,
haaz A, B, C, D pontok koziil esak egy van
[-nek P-vel azonos partjan.

ol
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A, C kozépponta AT, CT sugara korok: ky(T) , ke(T)
Nyerdé régiok: Wg(T), Wp(T)

T' = AC N ky(T)
T'# T esetén
Wp(T") © W(T")
Wp(T) € Wp(T")

=» T'legyen az AC atlon

2. abra
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AT=r (0<r<v2) CT=vV2-r
Cél: a fehér rész teriilete minimalis legyen
V2 —1 < r <1 esetén a fehér rész teriilete:

2

-}(rz-i-(\/i—r)z)=g(r2-—\/'2-r+l)=;(r—l/—§) -

T
4

2

- V2 .
Minimum: r = -y esetén -

4
AT > 1vagy CT > 1 esetén mar az egyik rész teriilete is tobb ;-nél
W, (T) + Wq(T)-re hasonlé megallapités tehetd. e Yo ’
o <
o t(Wa(T)] + ¢[W(T)] + e[Wc(T)] + ¢[Wp(T)] . "
tascp
s
_2(1-3) _,

1 2

N Ltaa




s
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7. Robi, hat baratja és Gortha a szorny egy kocka alaka bolygo
csticsaiban 4allnak. Robi és Gortha a kocka szomszédos
csticsaiban vannak, és Robi kezében van egy krumpli. A
krumpli ezutan vandoratra indul,és minden lépésben
tulajdonosa tovabbdobja azt wvalamelyik szomszédjanak
mindaddig, amig az Gorthihoz el nem jut. O megeszi a
krumplit. Mi a valbszinlisége annak, hogy Robi az, aki
megeteti a szornyet?
Megoldas:
p: annak a valoszintsége,

hogy Robi eteti meg a szornyet,
q: annak a valdszintisége,

hogy Robi eteti meg a szornyet,

ha a krumplit valamelyik
Gorthaval nem szomszédos

baratjatol kapta,

r
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p: annak a valoszintisége, hogy Robi eteti meg a szornyet,

q: annak a val6szintisége, hogy Robi eteti meg a szornyet, ha a krumplit
valamelyik Gorthaval nem szomszédos baratjatol kapta,

r: annak a valoszintisége, hogy Robi eteti meg a szérnyet, ha a krumpli
Gortha egyik Robitdl kiilonb6z6 szomszédjatol indul,

s: annak a valoszin(isége, hogy Robi eteti meg a szérnyet, ha a krumpli
Robival atellenes helyzetii baratjatol indul.

1. &
p=3+34

1 1 1
q=§p+§r+§

1 1
r=§q+§s

2 1
s=§r+§

o W

S T




Koszonom a figyelmet!



