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Megoldasvazlatok, megjegyzések

1. A szeszélyes tekndsbéka. Fgy teknGsbéka egy egyenes vonal mentén mozog egy iranyban pon-
tosan hat percig. Az ut mentén megfigyeldk allnak a kivetkezs két szabaly szerint: (i) Minden
megfigyeld pontosan egy percig folyamatosan nézi a tekndst; (ii) Minden pillanatban legalabb
egy ember figyeli a teknGst. Mindegyik megfigyels azt allapitja meg, hogy az § egy perce alatt
a teknds pontosan egy métert tett meg. Mekkora az a minimalis, illetve maximalis t4volsag,
amit a teknds a hat perc alatt megtehet? (Egyik valasz sem hat méter.)

Vilasz: A maximum 10, a minimum 4 méter. Megoldds: ElGszor belatjuk, hogy ezek megvalosit-
hatok. Tegyiik fel, hogy a tekn&ciink félénk, és nem szereti, ha t6bben nézik egyszerre, ezért csak
akkor hajlandé el6rehaladni, ha minddssze egyetlen ember bamulja. Vegyiink két megfigyel&t, ahol
a masodik 0 < m < 60 méasodperccel késébb kapcsoldédik be a figyelésbe, és az igy ad6do Gsszesen
60 + m masodperc alatt a szégyenlds teknds csak az els§ és az utols6 m mésodperc alatt tesz meg
1-1 métert, és nem mozdul, amikor ketten nézik. Igy a 60 4+ m masodperc alatt Gsszesen 2 métert
tett meg. Ha m = 12 és a hat perc alatt 6t diszjunkt ilyen megfigyel6par teljesit szolgilatot, akkor
a teknds 10 métert robogott végig. Ha viszont egy magamutogatd tekndGsiink van, amelyik csak
akkor produkalja magat, ha legalabb ketten nézik, akkor a fenti megfigyelGpar esetén csak a kdzépss
60 — m masodpercben tesz meg 1 métert, tehat ha m = 30, akkor a hat perc alatt négy diszjunkt
megfigyel6parral csak 4 méter lesz a megtett tav. Meg kell még mutatni, hogy ennél nagyobb, illetve
kisebb teljesitmény mér nem lehet. Az els§ és utolsoé percben biztosan ott all egy megfigyeld, tehét
ekkor a tekn@s pontosan 1-1 métert tesz meg. A kozbensd id6ben legfeljebb 2 métert tehet meg
percenként, hiszen azt az idGintervallumot biztosan lefedi két megfigyels, valamint kétpercenként
meg kell tennie legalabb 1 métert, mert ebbe az id§intervallumba biztosan beleesik egy megfigyels
teljes ideje.

2. A térhetetlen strucctojds. Van két strucctojasunk, és meg akarjuk tudni, hogy egy 36 emeletes
héznak melyik az a legalacsonyabb emelete, ahonnan leejtve egy strucctojas eltorik (lehet, hogy
mér az els6 emeletrdl ledobva is eltorik, de lehet, hogy a 36. emeletrsl valo esést is atvészeli;
feltessziik, hogy a két tojas egyforman viselkedik, és ha egy emeletrél leejtve nem torik el,
akkor alacsonyabb emeletrdl leejtve sem torik el). Barmelyik emeletrdl ledobhatjuk az egyik
tojast. Ha eltorik, akkor persze nem hasznédlhatjuk fel djra, de ha épségben landol, akkor
ujra leejthetjiik egy masik emeletrél. Mennyi az a legkisebb dobasszam, hogy legfeljebb annyi
dobéssal minden esetben meg tudjuk kapni a helyes vilaszt?

Vilasz: 8. Megoldds: Kicsit forditsuk meg a kérdést: (legfeljebb) m dobassal milyen magas emeletig
tudunk eljutni. Ha csak egy tojasunk van, akkor nyilvin az 1. emelettel kell kezdeni, és egyesével
felfelé haladni, amig el nem torik a tojas. Tehat igy az m-edik emeletig tudunk biztosan dénteni. Ha
most két tojasunk van, akkor nem kezdhetiink az m-edik emeletnél magasabban, mert torés esetén
a masik tojassal és m — 1 dobassal nem tudnank a hidnyzo legalabb m emeletet Attekinteni. Igy az
m-edik emelettel kezdiink (alacsonyabban nem érdemes, ez kideriil a tovabbi gondolatmenetbdl),
és ha a tojas nem tort el, akkor van még m — 1 dobéasunk, tehat ugyanezzel az érveléssel a(z els6)
tojast az m + (m — 1)-edik emeletrsl érdemes masodszorra leejteni. Ezt folytatva azt kapjuk, hogy
két tojassal és m dobéssal az m + (m — 1) + ...+ 1 = m(m + 1)/2-edik emeletig tudunk eljutni,
azaz 36 emelet esetén 8 dobéssal oldhatd meg a torésteszt.

Altaldnositds: Ha k tojasunk és (legfeljebb) m dobaslehetGségiink van, akkor (T) + (”21) + ...+ (7]?)

emelet a valasz, ezt a legegyszeriibben k és m szerinti kombinalt teljes indukcidval igazolhatjuk.

3. Az ugrindozé mdkusok. Egy kor alaki tisztads mentén m fa 4ll, mindegyiken egy-egy mokus.
A mokusok Gssze szeretnének gyilni egy fan, de csak ugy valtoztathatjak a helyiiket, hogy két
tetsz6leges mokus egyidejtileg dtugorhat egy-egy szomszédos fara. Ezt a lépést akdrhanyszor
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ismételhetik. Milyen m esetén tudnak Osszegyiilni a moékusok? Mi a helyzet akkor, ha a
szabalyt tgy szigoritjuk, hogy a két mokusnak ellentétes koriiljarasi irdnyban kell ugornia?

Vilasz: Péaratlan m-re a szigorubb feltétel mellett is Gssze tudnak gytilni, az enyhébb szabily ese-
tén pedig ezenkiviil még a 4-gyel oszthatdé m-ek jok. Megoldds: Ha m pératlan, és kiszemeliink
egy fat, akkor a szimmetrikusan elhelyezkedd fik mokusparjai a két szomszédos fardl egy ugras-
sal, a kovetkezs egy-egy farol két ugrassal stb. rendre odajutnak a kivalasztott fara, tehat ekkor a
szigortibb kovetelmény szerint is megvalosul a mokusgytilés. Ha 4 | m, akkor az enyhébb feltétel
mellett megoldhaté a talalkoz6, mert egyetlen mokus kivételével a tébbiek az el6zd eljardssal Gssze-
gytilnek, majd az egyetlen mokus m/2 ugrast végez, mikozben valamelyik masik mokus ide-oda
ugral a gyiilekezShely és valamelyik szomszédos fa kozott. Belatjuk, hogy mas esetben a mokusok
hoppon maradnak. Ha m egy 4-gyel nem oszthatd paros szdm, akkor a fakat nevezziik aszerint
paros, illetve péaratlan fiknak, hogy a gyililekez6helyhez képest paros, illetve paratlan ugrasnyira
vannak; az m parossiga miatt ez nem fiigg attol, hogy melyik iranyban mérjiik az ugrasszamot,
illetve attol sem, ha kdzben oda-vissza ugradlunk vagy akir néhanyszor korbeugriljuk a teljes kort.
Ekkor a pératlan fakrél a mokusok paratlan sok, a paros fakrol pedig paros sok ugrassal juthat-
nak el a gyiilekezShelyre. Mivel m/2 mokus van paratlan fan, és m/2 paratlan, ezért az Osszes
sziikséges ugris szama is paratlan, és igy nem valésithaté meg mokusparokban vald ugrasokkal.
Végiil, ha 4 | m, és az ugrasoknal kikotjiik az ellentétes koriiljarasi iranyt, akkor a fakat sorban
megszamozzuk 0,1,2,...,m — 1-gyel, és minden pillanatban 6sszeadjuk azoknak a fiknak a sorszé-
méat, amelyeken a mokusok éppen tartozkodnak (ha tobb mokus van azon a fan, akkor annyiszor
vessziik Osszeadandonak, ahany mokus van a fan). Ennek az Osszegnek az m szerinti maradéka
nem valtozik egy mokuspar ugrasival, tehdt az eljards sordn mindig ugyanaz marad. A kezdeti
allapotban 0 +1+ ...+ (m — 1) = m(m — 1)/2 nem oszthaté m-mel (mert m paros), ha viszont
Osszegytlnének a k szamu fan, akkor az Osszeg mk, ami oszthaté m-mel, tehat ez nem valésulhat
meg.

4. A rozmdrok pénze. Egy kerek asztal koriil véges sok rozmar iil, és a kovetkezs jatékot jatsszak.
Mindegyikiik el6tt egy tizforintos fekszik az asztalon. Vezényszora mindegyik rozmar megnézi
a jobb oldali szomszédja el6tti tizforintost, és ha fejet 1at, akkor megforditja a sajat tizforin-
tosat, ha viszont frast 1at, akkor nem csinal semmit. Ezt addig ismételgetik, amig mindegyik
tizforintos irdst nem mutat. Mekkora lehet a rozmarok szama, ha a tizforintosok tetszéleges
kiindulé helyzete esetén a jaték el6bb-utébb véget ér?

Vilasz: A megfelel6 rozméarlétszamok éppen a kettGhatvanyok. Megoldds: Ha a fejet
—1-nek, az irdst +1-nek vessziik, akkor az x1,xs,...,x, szdmsorozatbdl a kévetkezS 1épésben az
T1X9,ToX3,...,T,x1 Szamsorozat keletkezik. Ezeknek a szamoknak a szorzata a masodik l1épéstsl
kezdve biztosan +1, tehat koztiik paros sok —1-nek kell lennie. A csupa +1 helyzet elGtt sziik-
ségképpen a csupa —1 allapotnak kell lennie, ez tehat paratlan n-re nem valosulhat meg (kivéve a
csupa +1 vagy csupa —1 kiindulast). Ha n-nek van egy ¢ > 1 paratlan osztoja, akkor egy t szerint
periodikus (és nem a tiszta +1 vagy —1) helyzetbdl kiindulva ugyanigy nem juthatunk el a csupa
+1-be. Veégiil, ha n = 2, akkor teljes indukcioval vagy a Pascal-haromszog alapjan kapjuk, hogy
az r-edik lépésben a sorozatunk elsé tagja a:go)xgl) ) "371(~T+)1= ahol x, 11 = =1, Tpio = o stb. Ha
r = n = 2%, akkor minden kitevs paros, hiszen x; = x,,1 egyiittes kitevGje 2, és a nem trivii-
lis (2;) értékek parosak. Ugyanez 4ll a sorozat tobbi tagjira is. Tehat az n-edik 1épésben csupa
négyzetszamot, azaz csupa 1l-et kapunk.

5. Micimacksé és Malacka. Micimack6é gondolt 100 pozitiv egész szamot, ezek a1, as,...,a100-
Malacka megkérdezheti t6le barmely olyan kifejezés értékét, amelyet ezekbdl az Gsszeadas és
kivonas segitségével képezhetiink, pl. mennyi a; + 7as — 13a3. A kovetkezs kérdés mindig
fligghet az el6z6re kapott valasztol. Legkevesebb hany kérdéssel tudja Malacka kitaldlni a szaz
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szamot? Es ha szorozni is lehet, azaz pl. 3a$a? + 8asas is megkérdezhets?

Vilasz: Az els6 esetben 2, a masodikban 1 kérdés elég. Megoldds: Ha tudnénk, hogy minden
gondolt szdm csak az 1,2,...,9 koziil keriilhet ki, akkor elég lenne megkérdezniink azt a szdmot,
amelynek szamjegyei rendre az a; értékek: a; + 10as 4+ 10%a3 + ... + 10%%a,90. Ha tudnank, hogy
minden gondolt szam kisebb ¢-nél, akkor ugyanigy okoskodhatunk ¢ alapt szimrendszerben. Igy az
els§ kérdéssel keresiink egy ilyen korlatot, ehhez megkérdezziik ¢ = a1+. . .+ajg0-at, majd a masodik
kérdéssel megkapjuk az a;-ket. Konnyii (ellen)példat adni arra, hogy egyetlen kérdés nem elég (hf).
A szorzast is megengedve egy jo kérdés pl. A = (a1 +as+. . .+a100)' 0+ (a1 +as+. . . +age)?’+. . .+a;.
Ugyanis ekkor (CLl +azx + ...+ algg)wo < A< (a1 +as + ...+ apo + 1)100, tehat I_IOQ/ZJ =
a1+ ...+ ago. Ennek ismeretében A-bdl levonva az els§ tagjat, és az eljarast ismételve megkapjuk
rendre az a; + ... + a; értékeket, ahonnan az a;-k is azonnal adédnak.

Megjegyzések: (i) A szorzasos esetben tkp. az a;-knek egy egész egyiitthatos polinomjat lehet
megkérdezni, és az imént egy 100-adfokt polinommal értiink célt. Belatjuk, hogy alacsonyabb
fokta polinom nem lehet megfelels. Az 1 < a; < N helyeken a kitalalhatosaghoz a polinomnak
csupa kiilonboz6 egész értéket kell felvennie, ez tehat N0 kiilonboz6 egész szam kell, hogy legyen.
Masrészt, ha f foka legfeljebb 99, akkor a fenti helyettesitési értékek abszolut értékét a polinom
tagjai abszolut értékének osszegével becsiilve legfeljebb cN9? adodik, tehat elég nagy N-re az ilyen
2c¢N% +1 < N190 egész szam kozott nem lehet N0 kiilonboz6.

(ii) Ha pozitiv egészek helyett tetszGleges egészekre gondolhat Micimacko, akkor az elss esetben
100-n4l kevesebb kérdés nem elég, ugyanis lényegében egy linedris egyenletrendszer egyértelmii
megoldhatosagat kell biztositani. A méasodik esetben azonban tovibbra is elég egyetlen kérdés; A-t
csak annyiben kell médositani, hogy a; helyére mindeniitt pl. (3a; +2)2-t frunk (igy egy 200-adfokt
polinomot kapunk).

6. A sapkds majmok. Az allatkert igazgatdja kozli a 100 majommal, hogy mésnap valahogyan
libasorba allitja Gket, és mindegyikiik fejére egy piros, kék, sdrga vagy z6ld sapkét tesz. Minden
majom latja majd az elStte allok sapkdjanak a szinét, de a sajatjat és a mogotte allokét nem.
Ezutan hatulrél elére haladva minden majom egymadas utan hangosan kimondja a négy szin
valamelyikét, amit minden majom hall. Amelyik majom igy eltalilja a sajat sapkaja szinét,
dupla adag banant kap. Ha a majmok el6re 0sszebeszélhetnek a stratégiarél, hanyan kapnak
dupla adag banant?

Vilasz: Legalabb 99-en. Megoldds: Tegyiik fel elGszor, hogy csak két szin van, piros és kék. Ekkor
az utols6 majom aszerint mond pirosat, illetve kéket, hogy el6tte paratlan, illetve paros sok piros
sapkat lat a tobbi majmon. Az utolsoé elGtti majom ezt Gsszehasonlitja az altala latott képpel, és
ha a pirosak paritiasa megegyezik az utolsé majom &ltal mondottal, akkor tudja, hogy a fején kék
sapka van, egyébként pedig piros. Igy 6 eltalalja a sapkija szinét, és ezutian a kovetkezd majom
a kapott két informacio birtokdban ugyanigy okoskodhat stb. Tehat az utolsé majom kivételével
minden majom dupla adag banant kap, az utolsonal ez 50 szézalékos valoszintiségii (és ha pechje
van, akkor az onfeldldozasaért bizonyara a tobbi majom ad neki valamennyit karpotlasul). A tobb
szinre torténd altalanositashoz az el6z6 gondolatmenetet a kovetkezGképpen érdemes atfogalmazni.
Ha a szinek helyett szdmokat képzeliink, a piros az 1, a kék a 0, akkor az utols6 majom az &ltala
latott szdmok modulo 2 6sszegét mondja. Tovabbi két szin esetén a sarga legyen 2, a zdld 3, és az
utols6é majom az altala latott szdmok modulo 4 6sszegét mondja. Ebb6l a t6bbi majom ugyantugy
kikovetkeztetheti a sajat szdmét, azaz szinét, mint a két szinnél lattuk.

7. A fehér hollok. A szimegyenes minden pozitiv egész pontjaban iil egy fekete vagy fehér szinii
holl6. Lehetséges-e, hogy nem keletkezik végtelen szamtani sorozat csupa fekete hollobol, a
fehér hollokbol pedig még haromtagt szamtani sorozat sem vélaszthato ki?

Vilasz: Lehetséges. Megoldds: Ha a fehér hollok a mondasnak megfelelGen elég ritkan iilnek, pl. a
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kovetkez6 mindig legalabb kétszer akkora egész szamra telepszik, mint az el6z6, akkor biztosan nem
lesz kozottiik hdromtagi szdmtani sorozat. A végtelen fekete szamtani sorozat megakadalyozisahoz
pedig soroljuk fel az Gsszes végtelen szamtani sorozatot, és mindegyikbe rendre iiltessiink be egy-
egy fehér hollot (az el6z8 szabalyt betartva), a végén kimarado6 helyeket pedig t6ltsiik meg fekete
hollokkal. Az a + kd, k = 0,1,2,... szamtani sorozatokat pl. névekvs a + d szerint sorolhatjuk

fel: ha a + d = 2, akkor a = d = 1, azaz az els§ szdmtani sorozatunk az 1,2,3,.... Ha a +d = 3,
akkor a = 1,d = 2 vagy a = 2,d = 1, azaz a kovetkez§ két szamtani sorozatunk az 1,3,5,... és a

2,3,4, ... stb. Igy az els6 fehér hollot iiltethetjiik pl. az 1-re, a masodikat az 5-re, a harmadikat a
12-re stb. Ily m6don minden végtelen szdmtani sorozatot ,elrontunk”, azaz egyik sem &llhat csupa
fekete hollobol.

8. A ldthatatlan bolha. A szamegyenes egy egész pontjiban iil egy lathatatlan bolha, és minden
percben atugrik egy masik egész szdmra, az aldbb megadand6 valamelyik szabaly szerint. Mi
minden percben odaiithetiink egy egész szdmra, és ha a bolha éppen ott van, akkor megfogjuk.
Az a kérdés, hogy mi (vagy a dédunokiink) el tudjuk-e valamikor csipni a bolhéat, ha az
(a) (elébb-utébb) periodikusan mozog; (b) mindig ugyanakkorat ugrik (azomnos iranyban); (c)
mindig valamelyik szomszédos szamra ugrik, és a palyaja korlatos.

Vilasz: Mindharom esetben el tudjuk kapni a bolhat (csak id6 kérdése). Megoldds: (a) A haditer-

viink olyan (végtelen) iitéssorozat, amely minden egész szdmbol akarmilyen (véges) hosszii konstans
sorozatot tartalmaz. Igy ha a bolha periédusa p és a periodus egyik eleme m, akkor a p hosszusagi

m,m,m,...,m sorozat is végtelen sokszor fellép, tehat valamikor biztosan eltalaljuk a bolhét. Ilyen
iitéssorozat pl. 0,1,0,0,—-1-1,-2,-2,-1,-1,0,0,0,1,1,1,2,2,2,3,3,3,2,2,2,1,1,1,0,0,0,0, —1,
-1,-1,-1,-2,-2,-2,-2,-3,-3,-3,-3,—4,—4,—4,—4,-3,-3,-3,—-3,—2,.... — (b) A bolha

most egy szamtani sorozat mentén mozog. A 7. feladatban latottakhoz hasonl6an most is felsoroljuk
az Osszes lehetséges szamtani sorozatot (mivel az a kezdGtag és a d differencia most 0 vagy negativ
is lehet, ezért pl. novekvs |a| + |d| szerint végezhetjiik a felsorolast), és utdna sorra megnézziik,
hogy ha a bolha az i-edik szimtani sorozat szerint ugral, akkor az i-edik percben éppen hol kell
lennie, és odaiitiink. (c) Ttt a bolha lehetséges mozgéasai nem sorolhatok fel (azaz a halmazuk
nem megszamlalhato, pl. ha a 0-r6l mindig véletlenszertien 1ép az 1-re vagy a —1-re és vissza, akkor
ez egy végtelen 0 1 sorozattal reprezentilhato, és ezeket [0, 1)-beli valos szamok binaris alakjanak
képzelve adodik, hogy ezek szamossaga kontinuum). Azonban a palyat korlatozo [a,b] intervallu-
mok (azaz az a < b egész szamparok) méar sorozatba rendezhetsk, és megmutatjuk, hogy adott [a, b]
intervallumba esd palya esetén csak a b—a-t6l fiiggd id6 alatt elcsiphetjitk a bolhat. Ezért, ha rendre
megcsinaljuk az egyes intervallumokon a stratégiat, akkor elgbb-utébb sor keriil a bolha tényleges
palydjat tartalmaz6 intervallumra is, és akkor nincs menekvés. A stratégiat az egyszertibb leiras
kedvéert az [1,m] intervallumra mondjuk el. Elészor feltessziik, hogy a bolha most paros szamon
il. Ekkor a kovetkez& percben az 1-re iitiink. Ha nem talaltuk el, akkor biztos, hogy legalabb a
3-on van, és igy a kovetkezd percben legaldbb a 2-n lesz, ezért akkor oda iitiink. Ha nem talaltuk
el, akkor legalabb a 4-en van, tehat a kovetkez$ percben legaldbb a 3-on lesz, és oda fogunk iitni
stb. Igy ha indulaskor paroson iilt, akkor ezzel a beszoritassal végiil elkapjuk. Ha nem sikeriilt,
akkor feltessziik, hogy az eljardsunk kezdetén paratlanon iilt, és kiszamitjuk, mikor lesz legkdzelebb
péaroson, és ujra elvégezziik az eléz6 algoritmust. Ha nincs meg a bolha, akkor nem volt benne a
pélyaja ebben az intervallumban, és akkor attériink a kévetkezd intervallumra.

9. A folytonos bolha. A most is lathatatlan bolha az origébdl indul, és minden percben ugyan-
akkora valos szamot ugrik (azonos irdnyban). Minden percben egységnyi hosszi intervallumra
tenyerelhetiink ré, és ha a bolha abban van, akkor megfogtuk. El tudjuk-e csipni a bolhat?
Es ha a bolha a szdmegyenes helyett a sikon mozog ugyanigy (valamely félegyenes mentén), és
minden percben egy egységnégyzetet ellenérizhetiink?

Vilasz: Az egyenesen meg tudjuk fogni a bolhat, a sikon nem. Megoldds: Az egyenesen legyen
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a bolha (elGjeles) ugrasa d. Az els§ percben a [0, 1] intervallumot fogjuk le, ezzel akkor csipjiik
el a bolhat, ha 0 < d < 1. A maésodik percben a [—1,0] intervallumot valasztjuk, ezzel akkor
nyeriink, ha —1 < 2d < 0, azaz —1/2 < d < 0. A harmadik percben az 1 < d < s értékekre
probaljuk megfogni a bolhat, ez akkor miikodik, ha 3 < 3d < 3s, tehét a [3,4] intervallumot kell
lefognunk, s = 4/3, azaz az 1 < d < 1+ 1/3 értékeket is elintéztiik. Hasonloan, a negyedik percben
a—(1/2+1/4) < d < —1/2 ugrasok kontrollalhatok stb. Mivel az 1+1/3+1/5+...+1/(2s—1) >
1/241/441/6+...+1/(2s) = (1/2)(1+1/2+1/3+...+1/s) Gsszegek minden hataron til nének,
ezért el6bb-utobb minden d-t elériink. — (b) A sikon a k-adik percben lefogott egységnégyzet
pontosan akkor tartalmazza a bolhat, ha a bolha ugrisvektora ennek a négyzetnek az origobol
tortént k-szoros kicsinyitésében van. Ez utobbi egy 1/k? teriilett négyzet. Mivel a négyzetszdmok
reciprokosszege korlatos, ezért ezeknek a kicsinyitett négyzeteknek az Osszteriilete is véges, tehat
(messze) nem fedik le az egész sikot, vagyis a bolha ugrasvektora bGven felderitetlen maradhat (s6t
még akkor is, ha pl. kikotjiik, hogy a bolha csak egy nagyon sziik szogtartomanyban mozoghat).

Megjegyzés: A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy a pozitiv egészek, illetve a négyzetszamok
reciprokosszegérdl felhasznalt allitasok pl. a kovetkezSképpen bizonyithatok: (i) 1/3+1/4 > 1/4+
1/4=1/2,1/5+1/6+1/T+1/8 > 4-(1/8) = 1/2, és ugyanigy a 2*~! + 1-t6] 2*-ig terjeds egészek
reciprokosszege nagyobb, mint 1/2, vagyis a pozitiv egészek reciprokosszege akarhanyszor 1/2-nél
nagyobb lehet, ha elég messzire megyiink. — (ii) Ha k > 1, akkor 1/k? < 1/k(k—1)=1/(k—1) —
k. Igy 14+1/224+1/32+...+1/n? <14+ (1-1/2)+(1/2-1/3)+(1/(n—1)—1/n) =2—1/n < 2.

10. Egy kiilonés dlom. Almomban végtelen sok majmot lattam, éspedig minden egyes valos szamon
ilt egy-egy majom, és mindegyik fején volt egy sapka, amelyre egy valos szamot irtak. Minden
majom mindegyik mésik majom sapkijin levs szamot latta, csak a sajatjat nem. Sipszéra
mindegyik majom egyszerre mondott egy valds szamot, most is elére 6sszebeszélhettek, milyen
stratégiat alkalmazzanak. Azt Almodtam, hogy véges sok majom kivételével minden majom
el tudja taldlni a sapkijan levs valos szdmot. Ez csak dlom volt, vagy a ,valésdgban” is igy
van-e?

Vilasz: Valéban csak véges sok majom tévedhet. Megoldds: Béarmely két majom el6tt majdnem
ugyanaz a kép tarul fel, hiszen mindegyikiik 1atja az Gsszes t6bbi majom szaméat. Ennek alapjan
gy érdemes csoportositani az Osszes lehetséges valds szam kiosztést, hogy egy osztalyba tesziink
két kiosztast, ha csak véges sok majomnéal térnek el a szamok. Konnyen adodik, hogy ezzel (az
ekvivalenciarelacioval) valoban diszjunkt osztdlyokra bontjuk az Osszes kiosztast. A majmok az
el6zetes megbeszélésiikon minden ilyen osztalybol kivilasztanak egyetlen kiosztast. Az éles hely-
zetben minden majom latja, hogy melyik osztalybol tortént a tényleges kiosztas (hiszen csak a
sajat szamat nem tudja, és egyetlen elem nem befolyasolja az osztéalyt), és mindegyik majom azt
a szdmot mondja be, amit az osztalybol elGzetesen kivalasztott kiosztas szerint viselne. Mivel a
tényleges kiosztas ettsl csak véges sok majomnéal térhet el, ezért csak véges sok majom lehet, aki
nem talalta el a sajat szamat.

11. A zebracsikok legeldje. A zebramaménak egy kiilonleges (kissé sovany, de nem iires) legelGje
van a sik(sdg)on. Amikor megsziiletik a két kis csikoja, felosztja ezt a legel6t harom egyforma,
rdadasul az egész legelGvel is egybevago(!) részre, hogy neki és a csikoknak ugyanolyan, s6t a
régivel is minden szempontbdl megegyezs legelGje legyen. Hogyan lehetséges ez?

Megoldds: Bemelegitésiil gyartsunk olyan sikbeli korlatos halmazt, amely egybevagd egy valodi
részhalmazéval (nem korlatos ilyen halmaz pl. egy félegyenes vagy félsik). Vegyiink egy ¢ pontot,
erre sorozatosan alkalmazzunk egy A egybevigosigot, ekkor a H = {c, Ac, A%c, ...} halmazt kapjuk.
Ha ez csupa kiilonbozs pont, akkor A(H) = {Ac, A%c, A3c,...} = H \ {c} valédi része H-nak
és egybevagod vele (éppen az A egybevagosag viszi at H-t A(H)-ba). A korlatossag és a csupa
kiilénb6z6 pont miatt A csak forgatés lehet, megfelel példaul egy c-t6l kiilénboz8 pont koriili o
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sz0gi forgatas, ahol o/ irracionalis szam.

Térjiink most ra az eredeti feladatra: olyan H nem iires, sikbeli halmazt kell megadni, amely
harom, az eredetivel egybevigd részhalmazanak diszjunkt egyesitése. Ehhez elég H-t két ilyen
részhalmazéra bontani, mert utana az egyik (az eredetivel egybevago) részhalmazt ugyanigy tovabb
bonthatjuk két részre. Az el6z6ekben latottakhoz hasonloan most is egyetlen ¢ pontbél indulunk ki,
csak erre most két egybevagosagot, F-et és T-t alkalmazunk sorozatosan minden lehetséges mddon,
azaz H = {c,Fc,Tc,F?c,T?c,FTc,TFc,...,F°T'F?Tc,...}. Azt szeretnénk, hogy H az F(H)
és T(H) (a H-val egybevago) részhalmazok diszjunkt egyesitése legyen. Nyilvan F(H)UT(H) 2
H \ {c}, tehat el kell érniink, hogy ¢ benne legyen pl. F(H)-ban. Erre megfelel, ha F' a ¢ koriili
a sz0gl elforgatas (ahol a-t késébb alkalmasan megvalasztjuk). A T egybevagosagot alkalmas
eltolasnak fogjuk valasztani. A diszjunktsig biztositasihoz attériink a komplex szamokra, legyen
c = 0 az origo, T az x-tengely pozitiv irAnyiba torténd egységnyi hosszisagu eltolas. Ekkor barmely
u pontra (azaz komplex szamra) T'(u) = u + 1 és F(u) = wu, ahol w = cosa + isina. A c=0
ponttal igy addig nem torténik semmi, amig csak F-et alkalmazzuk, utana pedig minden lehetséges
kombin4ciéban 1-eket adunk hozza, illetve w-vel szorozzuk. Pl. F2T*F3Tc = ((0 + 1)w? + 4)w? =
w® + 4w?. Ez azt jelenti, hogy H minden pontja g(w) alaki, ahol g(z) egy egész egyiitthatos
polinom. Az F(H) elemeit az jellemzi, hogy utoljara forgattunk, vagyis w-vel szoroztunk, és igy a
megfelel6 g(x) polinom konstans tagja 0, mig T'(H) pontjainil utoljara eltolas, azaz 1 hozzaadasa
tortént, tehat ekkor g(x) konstans tagja nem nulla. A diszjunktsdghoz azt kell elérniink, hogy
g1(w) # g2(w), ahol g; konstans tagja 0, go-é viszont nem. Ez azt jelenti, hogy a h = g1 — ¢
polinom konstans tagja nem 0 és h(w) # 0. Ha tehat a w komplex szam nem gyoke egyetlen nem
azonosan nulla egész egyiitthatos polinomnak sem, akkor készen vagyunk. Mivel az Osszes (nem
nulla) egész egyiitthatos polinomot (pl. a fokszam és az egyiitthatok abszolat értékei Gsszegének
mentén) sorozatba tudjuk rendezni, ezért ezek osszes komplex gyokét is fel tudjuk sorolni. Azonban
a 0 < a < 27 valés szamok ,tobben” vannak, ezért lesz olyan «, hogy a neki megfelel§ w komplex
szadm nem gyoke egyetlen nem nulla egész egyiitthatds polinomnak sem, és a konstrukciét ezen a-val
elkészitve F'(H) és T(H) valoban diszjunktak lesznek.

Megjegyzések: (i) A befejezs gondolatmenet egyetemi szinten tigy fogalmazhato, hogy transzcendens
w-t kell venni, és mivel az algebrai szdmok halmaza megszamlilhato, ezért az egységkoron van
transzcendens szam.

(ii) A feladatban felléps meglepd paradoxonnal talan még furcsabb jelenségek is el¢fordulnak. A
Hausdorff-paradoxon (egyik véiltozata) szerint a G gombfeliilethez készithets olyan S sablon”, hogy
ennek egyrészt négy példanya egyiittesen lefedi G-t, mésrészt S-nek végtelen sok diszjunkt példanya
is elfér G-n. (Azaz G = Uj_ | K; és G D U2, L;, ahol az L;-k diszjunktak és K; = L; = S.) A
Banach—-Tarski-paradoxon pedig azt allitja, hogy egy (t6mor) M gémbot 10 (nem feltétleniil szép)
diszjunkt részre vagva ezekbdl Osszerakhato két(!), az eredetivel egybevagd gémb. (Azaz M az
Uj,t =1,...,10, a két darab M pedig a V;,i = 1,...,10 halmazok diszjunkt egyesitése, ahol U; =
V;.) Sot, ugyanez igaz (10 helyett véges sok résszel) barmely két olyan korlatos térbeli halmazra
is, amelyek a belsejiikben tartalmaznak egy akdrmilyen picike gémbét. Itt érdemes megemliteniink
Laczkovich Miklos 1988-as ,kornégyszogesitési” eredményét is, amellyel egy 60 évig megoldatlan
sejtést igazolt: Egy K kor dtdarabolhatd egy vele azonos teriileti N négyzetbe, azaz alkalmas m-re
K az U;,i = 1,...,m, N pedig a V;,i = 1,...,m halmazok diszjunkt egyesitése, ahol U; = V;
(rdadasul csak eltoldsokra van sziikség).



