Vegyes feladatok szamelméletbdl

Készitette: Baloghné Cseh Judit, Szolnok, Varga Katalin Gimnazium

Az idei vandorgyUlésen elhangzott eléadasok koziuil egyértelmtien Freud
Robert eléadasa hatott ram legerésebben. Az egyetemi évek emlékére ezért
leforditottam néhany szamelmélet feladatot angolrél magyarra. Ezek
némelyikét Schultz Janos mar publikalta, illetve tovabbképzési anyagként
terjesztette, az angol nyelvll forrast is téle kaptam. A feladatok a
kozépiskolas korosztaly -szamara alkalmasak gyakorlasra,
versenyfelkészulésre.

1., Adott két szamtani sorozat: 1,4, ... €s 9,16, ... Legyen S az a halmaz,
melynek elemei a fenti két sorozat els6 2004-2004 tagja. Hany ktilénb6z6
eleme van S-nek?

A legkisebb k6z6s tag a 16. Mivel a differenciak (3 és 7) legkisebb k6z6s
tobbszordse 21, pontosan azok a szamok lesznek tagjai mindkét sorozatnak,
amelyek 21k+16 alakuak (ahol k természetes szam). Az elsd sorozatnak 6.
tagja a 16 és ezutan minden 7. tagja lesz k6z6s a masodik sorozattal. A
legnagyobb k, melyre 7k+6<2004, k=285. Igy 286 olyan szam van, amelyik
koz6s tagja mindkét sorozatnak. A valasz tehat 4008-286=3722.

2., Adott egy pozitiv egészekbol allo, szigoruan monoton ndévekedé sorozat,
amelyben minden tag (az elsé tag kivételével) tobbszordse az 6t megelézonek.
Mi a sorozat 6. tagja, ha tudjuk, hogy az els6 hat tag 6sszege 79?

Legyenek a tagok aj<az<asz<as<as<ae. Ha as212 lenne, akkor as=2a4224 €s
as>2as5248 lenne, vagyis as+as+as284, ami ellentmond a feladat feltételeinek.
Tehat as<12. Csak egyféleképpen tudjuk megadni az elsé négy szamot: ai=1,
ax=2, az=4 és a4=8. Ha as=ma4=8m és ag=nas=8mn (m,n=2 egészek), akkor
azt kapjuk, hogy 8m+8mn=79-(1+2+4+8)=64, azaz m(1+n)=8. Ebbdl m=2 €s
n=3 adodik egyediili megoldasként. Tehat ag=48.

3., Melyik az a legna’gyobb pozitiv egész n, amelyre n3+100 oszthatoé n+10-
zel?

Polinomosztassal kapjuk, hogy n3+100=(n+10)(n2-10n+100)-900. Ezért ha
n+10|n3+100, akkor n+10|900. Mivel n maximalis értékére vagyunk
kivancsiak és a 900 legnagyobb osztéja éSnmaga, n+10=900. Igy nmax=890.

4. a, Bizonyitsuk be, hogy az %,%, nT_l tortek kozul paros darab nem

egyszerusithetdé (n>2 egész szam).



b, Bizonyitsuk be, hogy a: klfejezes semmilyen pozitiv egész n esetén

30n+2
sem egyszerusithetd.

K . 5 2 —k .
a, A — tort pontosan akkor nem egyszerusithetd, ha az nTk tort sem
egyszerUsitheté, mert (k,n)=(n-k,n). Ha a 5 és n—_k tortek minden k esetén
kulénboézéek, akkor ezek parba alhtasaval adodlk a bizonyitandoé allitas. Ha —

= n— valamely k-ra, akkor n=2k, azaz Eok o E egyszerusithetd volt, innen a

feladat visszavezethetd az elézé esetre.

b, Vegylik €szre, hogy (30n+2, 12n+1)=(6n,12n+1)=(6n,1)=1; tehat a fenti tort
szamlal6ja és nevezdje barmely p021t1v egész n esetén relativ prim
egymashoz.

S., Egy kocka lapjaira pozitiv egész szamokat irtunk. Minden csticshoz
hozzarendeljik az 6t hatarolo lapokra irt szamok szorzatat. Ha a cstucsokhoz
hozzarendelt szamokat 6sszeadjuk, 1001-et kapunk. Mennyi a kocka
lapjaira irt szamok Gsszege?

Jeldljuk a kocka lapjaira irt szamokat a,b,c,d,e,f bettikkel ugy, hogy a-f, b-d,
illetve c-e legyenek szemkozt egymassal. Tudjuk, hogy
1001=abct+abe+acd+ade+bcf+bef+cdf+def=(a+f)(b+d)(c+e). (A szorzatta
alakitasban segithet, hogy az xyz szorzat akkor fordul elé, ha x-y, y-z és x-z
paronként nem szemkozti lapokon vannak.) Mivel 1001=7"11'13 és a+f, b+d
¢és cte mindegyike 1-nél nagyobb, a harom szemkézti lapparra az 6sszegek
épp 7, 11 és 13. Tehat at+b+c+d+e+f=7+11+13=31.

6., Nevezzlink egy szamot primszertuinek, ha dsszetett ugyan, de nem
oszthat6 sem 2-vel, sem 3-mal, sem pedig 5-tel. A harom legkisebb
primszer(i szam a 49, 77 és 91. Osszesen 168 darab 1000-nél kisebb
primszam van. Hany darab 1000-nél kisebb primszer1 szam van?

Az 1000-nél kisebb szamok koztil [999J = 499 darab oszthato 2-vel, lﬂ = 333

darab oszthat6 3-mal és l . J = 199 darab oszthato 5-tel. Osszesen [—J =166
olyan van, ami 6 tébbszordse, [—J =99, ami 10 tobbszorose és l—J = 66, ami

15 tobbszorose. Végtil [— = 33 olyan, ami 30 tobbszoérdse. Szita formula
alkalmazasaval kapjuk, hogy 999-(499+333+199-166-99-66+33)=266 szam
lehet primszer(1, mert a 2,3,5 szamok egyikével sem oszthaté. De ezek kozott
165 prim van €s az 1 is szerepel kéztlik (ami se nem prim, se nem &sszetett).
Vagyis éppen 100 darab 1000-nél kisebb primszer(i szam van.



7., Adott egy k>1 egész szam. Bizonyitsuk be, hogy létezik egy p prim és
letezik pozitiv egészek szigorian névekvo sorozata (ai,az,...,an,...) Ugy, hogy
ptkai, ptkas,...,p+kan,... mind primek.

Skatulyaelvet hasznalunk véges-végtelen vonatkozasban. Jeldlje P; azon
primek halmazat, melyek kongruensek i-vel modulo k (i=1,2,...,k-1). Az
Osszes prim (esetleg ha k prim, akkor a k kivételével) pontosan egy
halmazban szerepel Pi, Pay,..., Px.1 koziil. Mivel végtelen sok prim van,
legalabb egy halmaznak végtelen sok eleme van, legyen ez példaul Pi. Ennek

. . P X = .
elemei p=x1<x2<...<xn<... névekvé sorrendben. Legyen a,, = "—*kl—p minden

pozitiv egész n-re. Ekkor p+ka, végigfut P; elemein x2-t6] kezdve. Az an
szamok pozitiv egészek és igy megkaptuk a keresett p primet és az
ai,ap,...,an,... sorozatot.

8., Minden n pozitiv egész szamra jel('jlj.e p(n) az n szam 0-t6l kuilénb6zd
szamjegyeinek szorzatat. (Ha n egyjegyi, akkor p(n)=n). Legyen
S=p(1)+p(2)+...+p(999). Mi az S szam legnagyobb primosztéja?

Tekintstik ugy, mintha minden 1000-nél kisebb szam haromjegy lenne, az
egy- €s kétjegytieket egészitsiik ki a megfelelé darabszamu 0-val. Ezen
szamokra a szamjegyek szorzatainak §sszege (0'0-0+0°0'1+...49:9:9)-
0°0'0=(0+1+...49)3-0. Azonban p(n) a 0-tdl kiilénbdz6 szamjegyek szorzatat
jelenti. Ezért a fenti kifejezésben szereplé 0-kat cseréljiik ki 1-ekre, hiszen a
0-k figyelmen kivil hagyasa a szorzatban 1-gyel valo szorzasnak felelhet
meg. Tehat a fenti kifejezésben kivonando¢ O is 1 lesz, ami kompenzalja a
0'0'0-bol keletkezé 1°1'1-et. Igy S=463-1=(46-1)(462+46+1)=3357-103,
aminek legnagyobb primosztéja 103.

9., Legyenek m és n pozitiv egészek ugy, hogy [m,n]+(m,n)=m+n. Bizonyitsuk
be, hogy a fenti két szam kozul az egyik osztoja a masiknak.

1. megoldas: Legyen d=(m,n). Igy m=ad és n=bd. Ekkor (a,b)=1 és
[m,n]=%=abd. A megadott egyenlet atirhaté az abd+d=ad+bd alakba, vagy
d-vel leosztva és atrendezve: ab-a-b+1=0. Ebbdl (a-1)(b-1)=0, vagyis a=1 vagy
- b=1. Ez azt jelenti, hogy vagy m=d és n=bd=bm, vagy n=d és m=an.

2. megoldas: (Viete-formulak) Mivel [m,n| (m,n)=mn és [m,n]+(m,n)=m+n,
[m,n] és (m,n) gyokei az x2-(m+n)x+mn=0 masodfoku egyenletnek, akarcsak
m és n. Ezért [m,n] és (m,n) éppen m-mel és n-nel egyeznek meg valamilyen
sorrendben, amibd6l adodik a bizonyitando allitas.

10., Legyen n=231-319, Hany olyan n-nél kisebb pozitiv egész osztdja van n2-
nek, ami nem osztéja n-nek?




1. megoldas: Legyen n=prgs, ahol p és q ktilénb6zé primek. Ekkor n2=p2rqg2s,
vagyis n?-nek (2r+1)(2s+1) darab osztéja van. Minden n-nél kisebb osztéonak

(2r+1)(2s+1)-1
nek >

van egy n-nél nagyobb osztoparja. Tehat n2- =2rs+r+s darab

n-nél kisebb osztdja van (itt azért vontunk ki 1-et, mert az n is oszto, de
ennek osztéparja 6nmaga). Mivel n-nek (r+1)(s+1) darab osztéja van
(beleértve magat az n-t is) és mivel n minden osztdja egyattal osztéja n2-nek
is, Osszesen 2rs+r+s-[(r+1)(s+1)-1]=rs olyan osztéja van n2-nek, ami n-nél
kisebb, de nem osztéja n-nek. Ha r=31 és s=19, akkor rs=589 ilyen osztd
létezik.

2. megoldas: Az n? valamely d osztéja kisebb n-nél, de nem osztdja n-nek

) 231+a . 319—b' ha 2% < 3b
akkor és csak akkor, ha d = {231_a . 3194b g 20 > 3b”
egészek. Mivel 2¢ # 3 minden pozitiv egész a-ra és b-re, dsszesen 19:31=589

ilyen oszt6 van.

ahol 1<a<31 és 1<b<19

11., Mutassuk meg, hogy (36a+b)(a+36b) semmilyen pozitiv egész a és b
szamok esetén sem kettéhatvany.

Irjuk fel a-t és b-t a kdévetkezé alakban: a = 2¢-p, b = 2% - g, ahol pésq
paratlan szamok. Az altalanossag megszoritasa nélkul feltehetd, hogy cd.
Igy 36a+b=36-2-p+2%-q =2%(36-2°4 p + q). Kévetkezésképpen (36a + b) -
(36b + a) = 2%(36-2°7% - p + q)(36b + a), amelynek 1-t6l kiilénbéz6 paratlan
osztéja 36:2°7%-p + q, igy ez a szam nem lehet kettéhatvany.

12., Hatarozzuk meg a 2007, 2008, ...,4012 pozitiv egész szamok legnagyobb
paratlan osztoinak 6sszegét!

Jeldlje p(n) az n pozitiv egész szam legnagyobb paratlan osztojat. Ekkor

n = 2%-p(n), ahol a k természetes szamot jelél. Ha ni és n» olyanok, hogy
p(ni)=p(n2), akkor kéztlik az egyik legalabb kétszer akkora, mint a masik.
Ez viszont azt jelenti, hogy p(2007), p(2008),..., p(4012) paronként kiilénb6zé
paratlan szamok. Mivel 6sszesen 2006 darab szamrél van szo6, igy ezek
pontosan a { 1,3,...,4011} halmaz elemei. Igy a keresett &sszeg
1+43+...+4011=20062.

13., Hatarozzuk meg azon % alaku tortek 6sszegét, ahol a és b a 27000

egymashoz relativ prim osztoi.

Mivel 27000=23'33-53, minden % alaku tort felirhato 2% - 32 - 5¢ alakban, ahol

a, b, ca [-3,3] intervallumbeli egészek. Minden egyes megfelel6 tért pontosan
egyszer szerepel a (273 + 2724 +23)(3 3 +372 4+ +3%) (573 + 52+ -+ 53)




27-1
2-1

kifejezésben, ha felbontjuk a zaréjeleket. Tehat a keresett Osszeg ﬁ

37-1 57-1 _ (27-1)(37-1)(57-1)
3-1 5-1 26.33.53

14. a, Hany olyan pozitiv egészekbdl allé rendezett (a,b,c) szamharmas
létezik, hogy [a,b]=1000, [b,c]=2000 és [c,a]=20007?

2
b, Legyenek a,b és ¢ egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy [:% _

(a,b,c)?
(a,b)(b,0)-(c,a)

a, Mivel az 1000 és a 2000 is felirhaté 2™ - 57 alakban, az a, b és c szamokat
is ilyen alakban keresstiik. Legyen a=2"1 - 5™ b=2M2 . 5M2 &g c=2mMs . 5™, ahol
m; €s nj természetes szamok. Ekkor a kdvetkezd egyenléségeknek kell
teljestlnie:

(*) max{mi,m2}=3, max{mz,ms}=4 és max{ms,mi}=4 , illetve
(**)max{ni,n2}=3, max{nz,ns}=3 és max{ns,ni}=3

(*)-bdl kapjuk, hogy ms=4 és vagy mi, vagy m» 3 kell legyen, mig a masik a
0,1,2,3 ért€ékek valamelyikét veheti fel. Igy hét rendezett szamharmast
kapunk: (0,3,4);(1,3,4);(2,3,4);(3,0,4),(3,1,4);(3,2,4) és (3,3,4). (**) miatt az
ni,n2, n3 kézul kettének 3 értéket kell felvennie, mig a harmadik a 0,1,2,3
értékek kozil kertilhet ki. Igy tiz rendezett szamharmas adoédik:
(3,3,0);(3,3,1);(3,3,2);(3,0,3);(3,1,3);(3,2,3);(0,3,3);(1,3,3);(2,3,3) es (3,3,3).
Mivel az (m1,m2,m3) és az (n1,n2,n3) szamharmasok megvalasztasa fuggetlen
egymastol, ésszesen 7°10=70 kilonbdz6 megoldas van.

b, Leg};ena=pfl .pgz -....p::n, b:pll.pzﬁz-...-pgn éSCzpzl -p%’z -...-pr}:n’ ahol

P1, P2,...,pn KUl6Nb6z6 primek és a kitevok természetes szamok. Ekkor

[a,b,c]? Mk, p2max{aiBivi) _
. z - max{a;.B3;} max{B;y; max{ype;})
[a,b]:[b,c])[c,a] % P P, o] i L}.ml=1pi s
n . 2max{a,fyy}-max{a;fi}-max{B;y}-max{y;a;} &s
i=1¥Vj
2minia;, By
(ab,c)? _ F=1pim nfa; By} B
3 g - in{a;.B; min{B;y; min{y;a;}
(a,b):(b,c)(c,a) I‘[;lzlp:n { lﬁl}_nlﬂ:lpi {Bl l].n;l=1pi { i l}
n 2min{a;, By} -min{a;,Bi}-min{Byy}-min{y;a;}

i=1Vj
Elegend6 tehat megmutatni, hogy barmely természetes a, p és y esetén
2maxia,p,y}-max{a,p}-max{B,y}-maxiy,a}=2min{a,B,y}-min{a,p}-min{B,y}-miny,a}.
Az altalanossag megszoritasa nélkul feltehetd, hogy a<B<y. Lathaté, hogy

[a,b]-[b,cl[c,a]l . (a,b)(b,c)(c,a)
[a,b,c]? (a,b,c)?

mindkét oldal értéke —B. S6t az is kidertilt, hogy

egész szamok.




15., Legyenek x, y, z pozitiv egészek, melyekre ;1-— % = i Jeldljik h-val az

X,y,z szamok legnagyobb kézés osztéjat. Bizonyitsuk be, hogy hxyz és h(y-x)
teljes négyzet.

Legyen x=ha, y=hb, z=hc. Ekkor a,b,c egymashoz relativ prim pozitiv
egészek, azaz (a,b,c)=1. Jeldlje a és b legnagyobb kézds osztojat g. Igy a=g'a’,
b=g'b’, valamint a’ és b’ olyan pozitiv egeszek, melyekre (a’,b)=(a’-b’,b)=

(@’,a’b’)=1. Mivel %— % = %@ cb—a)=abec(b'—a)=ab'yg. Ezért g|cés

(a,b,c)=g=1. Igy (a,b)=1, valamint (b-a,ab)=1. Tehat b-a=1 és c=ab. Most mar
latjuk, hogy hxyz=h*abc=(h2ab)2 és h(y-x)=h? valéban teljes négyzetek.

16., Legyen p egy 3k+2 alaku prim, amely osztdja az a?+ab+b? kifejezésnek
valamely a és b esetén. Bizonyitsuk be, hogy ekkor mind a, mind pedig b
oszthato p-vel.

Indirekt médon bizonyitunk. Feltesszuk, hogy p nem osztéja a-nak. Mivel
p|a2+ab+b?, p| a3-b3=(a-b)(a2+ab+b?), igy ad=b3 (mod p). Ebbé] kévetkezik,
hogy a3k=b3k (mod p). Ezért (és indirekt feltevéstink miatt) p a b-nek sem
osztdja. A kis Fermat-tétel értelmében ap-l=bp-1=1 (mod p), és mivel p=3k+2
alaku, aSk*1=b3k*1 (mod p). Mivel (a,p)=1, a=b (mod p). Ezt felhasznalva
a?+ab+b?=0 (mod p)-bél kapjuk, hogy 3a2=0 (mod p). Mivel p#3, p|a, ami
ellentmond indirekt feltevéstinknek.

17., A 27000001-nek pontosan négy primosztdja van. Hatarozzuk meg ezek
Osszegeét!

Mivel x* + 1= (x + D)(x® —x + 1) és x> —y% = (x + y)(x = y), kapjuk, hogy
27000001 = 3003 + 1 = (300 + 1)(300% - 300+ 1) = 301(300%2+2-300+1— 900)
=301-[(300 + 1)% — 900] = 301- (3012 —30%) =301-331:271=7-43-271- 331
Tehat 7+43+271+331=652 a primosztok Osszege.

18., Keresslik meg az 6sszes olyan pozitiv egész n szamot, melyre n!+35 teljes
kob.

1.megoldas: Az egyetlen megoldas az n=5. Kénnyen ellenérizhetd
behelyettesitéssel, hogy n=1,2,3,4,6,7,8,9 esetén n!+5 nem teljes kob, mig
n=5 esetében az. Ha n>9 esetén nl+5 teljes kéb lenne, akkor (mivel 5-tel
oszthat6 szamrol van szd), 125 tébbszorése lenne. Ez azonban nem
lehetséges, hiszen n>9 esetén n! valoban 125 tobbszoérose, de az 5 nem az.
Igy n>9 értékekre nem kapunk megoldast.

2.megoldas: Ismét helyettesitstik be az n=1,2,...,6 értékeket! Ha n>7 , akkor
n!+3=5 (mod 7). Egy kébszam 7-es osztasi maradéka azonban csak 0 vagy £1
lehet.




19., Hatarozzuk meg az ésszes olyan p primszamot, melyre a p?+11 szamnak
pontosan hat pozitiv osztéja van.

Mivel p2+1 1=p2-1+12=(p+1)(p-1)+12, igy ha p=5 prim, akkor p2+11>12 és
oszthat6 12-vel, mert p+1 és p-1is paros, és valamelyikiik oszthaté 3-mal.
Ezért ebben az esetben p2+11-nek hatnal t&bb pozitiv osztdja van, hiszen a
12-nek van pontosan hat darab. Ha p=2, akkor p2+11=15, aminek csak negy
pozitiv osztdja van. Tehat egyetlen megoldas lehetséges: p=3, ekkor
p?+11=20, aminek pontosan hat pozitiv osztéja van.

20., Nevezzunk egy szamot hetesben duplanak, ha a hetes szamrendszerben
felirt alakja épp a duplaja(tizes szamrendszerben értelmezve) a tizes
szamrendszerben felirtnak. Példaul ilyen szam az 51, mert hetes
szamrenszerbeli alakja 102. Melyik a legnagyobb ilyen tulajdonsaggal
rendelkezé szam?

Tegytk fel, hogy a; - 7% + aj_, - 751 4 ... + az 7%+ a, -7 + ay egy hetesben
dupla szam, ahol ax#0. Masszoval ag 108 +ap_y - 101 4.4 q, - 102 + a,

10 + ay kétszer akkora, azaz a;, - (10% — 2 - 7) + Qp_p - (1051 — 2. 7k-1) 4 4

a1 (10 =2-7) + ag(1 — 2) = 0. Mivel ebben az egyenletben az a; szamok
egyutthatéi csak i=0 és i=1 esetén negativak €s egyik aj sem negativ, k értéke
legalabb 2. Mivel ha i>2, akkor minden ai egyutthatoja legalabb 314, és mivel
egyik ai sem lehet 6-nal nagyobb (hiszen a hetes szamrendszer szamjegye),
kapjuk, hogy k=2 és 2az=4a;+a. Ahhoz, hogy a lehet6 legnagyobb ilyen
szamot kapjuk, elészdr probalkozzunk an=6-tall Ekkor 12=4a;+ap, amibél
a1=3 és ao=0 adja az a; legnagyobb értékét. Tehat 6:49+3'7=315 a keresett
szam.

21., Bizonyitsuk be, hogy ha a=b (mod n), akkor ar=bn (mod n?). Igaz-e az
allitas megforditasa?

a=b (mod n)-bél a=b+qn, ahol q egeész szam. Hasznaljuk fel a binomialis
tetelt!

a® =b" = (b+qn)" - b" = (1)b" qn + ()b 2g%n2 + ... + (Mgrn™ = n?(b"1q +
Cb™2q% + - + (71)g™n"~2), ami azt jelenti, hogy an=bn (mod n2).

A megforditas nem igaz, példaul 34=14 (mod 42), de 3 és 1 ktilénbézé
maradékot adnak 4-gyel osztva.



