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A verseny
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Célok

A versennyel kapcsolatos célok:

Népszer¶sítés

Több diák elérése � 3 forduló

A felkészülés segítése a diákok és tanárok számára az online
feladatgy¶jtemény által

Szakmai szempontból: a feladatok ne kés®bbi tananyag ismeretét
feltételezzék
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Kalmár László Matematika Verseny

Feladatgy¶jtemény

Önkéntes munkában készül egy feladatgy¶jtemény.
Lehet csatlakozni. (LATEX, GeoGebra, TikZ)

Jelenleg: 2007�12., 5�8. osztály.

www.cs.elte.hu/∼jpet/kalmar/

�Szerz®k�: Ágoston Tamás, Bóra Eszter, Csorba Péter, Czeller Ildikó,
Damásdi Gábor, Erben Péter, Farkas Ádám László, Frankl Nóra,
Juhász Péter, Simon Péter.
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Feladatgy¶jtemény
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Gondolkodás

Feladatok
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Kalmár László Matematika Verseny

Feladatok gondolkodásra 1.

1 (2007-m6-2) Egy kocka csúcsaihoz írjuk oda az
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 számokat úgy, hogy a kocka bármelyik lapjának
négy csúcsához írt számok összege ugyanannyi legyen, mint a
szemközti lap négy csúcsához írt számok összege.

2 Egy zár kódja egy egyjegy¶ szám (0, 1, . . . , 9). Egy erre alkalmas
billenty¶zeten lehet megadni a kódot. Ha rossz kódot adunk
meg, akkor növekszik a kód 1-gyel modulo 10. Ha másodszor
megnyomjuk ugyanazt a számot és nem nyílik ki a zár, akkor
sajnos felrobban. Ki lehet-e nyitni a zárat?

3 Azt mondjuk, hogy a 8, 9 szomszédos számokból álló számpár
érdekes, mert 8 = 23, 9 = 32, azaz mindkét szám prímtényez®i
legalább második hatványon szerepelnek. Keress még legalább
egy ilyen érdekes számpárt!
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Kalmár László Matematika Verseny

Feladatok gondolkodásra 1.

4 Kétszemélyes játék. Egy 17-szög átlóit húzzuk be felváltva. Nem
lehet olyan átlót behúzni, ami belül metszene egy már behúzott
átlót. Az veszt, aki nem tud lépni. Mi a nyer® stratégia?

5 (2012-d71-5) Egy tetsz®leges háromszöget daraboljunk fel négy
egyenl®szárú háromszögre.
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Feladatok röviden

1 Kocka csúcsaiban az 1, 2, . . . , 8 számok. Két szemköztes lap
csúcsaiban a számok összege legyen egyenl®.

2 Robbanó zár.
3 Van-e a 8, 9-en kívül még érdekes számpár?
4 Átlóbehúzó játék.
5 Háromszög feldarabolása 4 egyenl®szárú háromszögre.
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Kalmár László Matematika Verseny

Megoldások 1.

1 Vegyük el®ször észre, hogy

1+ 2+ 3+ . . .+ 8 = 36.

Mivel két szemköztes oldal esetén mind a 8 csúcs egyszer fog
szerepelni az összegben, így minden oldalon a 4 csúcsba írt
számok összege 18.
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Kalmár László Matematika Verseny

Megoldások 1.

2 Egy jó sorozat: 0, 2, 4, 6, 8, 1, 3, 5, 7, 4

0 2 4 6 8 1 3 5 7 4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 3 4 6 7 8 9 5
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Kalmár László Matematika Verseny

Megoldások 1.

3 Keressünk egy ilyen számpárt (x2 − 1, x2) alakban!

Elég azzal foglalkoznunk, hogy x
2 − 1 eleget tegyen a feltételnek.

Alakítsunk szorzattá: x2 − 1 = (x − 1)(x + 1). Foglalkozzunk csak
páratlan x-ekkel: ekkor x − 1 és x + 1 is páros, tehát a 2 kitev®jével
már nem kell tör®dnünk, mert az már legalább 2 lesz.
Keressünk páratlan x-et úgy, hogy ( x−1

2
, x+1

2
) is olyanok legyenek, hogy

minden prím kitev®je legalább második hatványon szerepel. Ez pont
azt jelenti, hogy ( x−1

2
, x+1

2
) számpár érdekes, mert a különbségük 1.

De egy ilyet már ismerünk: (8, 9), ezt használva tehát megválaszthatjuk
jól x-et (x = 17), és így kapjuk a (288, 289) érdekes számpárt.
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Kalmár László Matematika Verseny

Megoldások 1.

4 Átlóbehúzó játék.

Csak a kezd® eldöntése lényeges, onnantól nem kell gondolkozni.
Triangulálás, �x a háromszögek, így az átlók száma is.
Megfontolandó, hogy el®ször páros sokszögre adja fel az ember.
Mert akkor egy �f®átlót� behúzva m¶ködik a tükrözéses stratégia.
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Mert akkor egy �f®átlót� behúzva m¶ködik a tükrözéses stratégia.
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Kalmár László Matematika Verseny

Megoldások 1.

5 Háromszög felbontása 4 egyenl®szárúra.
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Kalmár László Matematika Verseny

Feladatok gondolkodásra 2.

1 A kocka éleire írjuk az 1, 2, . . . , 12 számokat. Tekintsük minden
csúcsban az oda befutó éleken lév® számok összegét. Számozzuk
meg az éleket így, hogy minden csúcsban ez az összeg azonos
legyen.

2 Robbanó zár. Mi a helyzet akkor, ha kétszer egyik számmal sem
lehet próbálkozni?

3 Legfeljebb hány szomszédos ilyen tulajdonságú szám lehet?
4 Egy 6× 6-os táblázat mez®it fokozatosan egyenként zöldre

festjük. Ha egy mez®t befestettünk, akkor beleírjuk azt a számot,
ami megmutatja, hány vele oldalban szomszédos mez® van már
befestve. Hogyan kell befesteni a mez®ket, hogy az összes mez®
befestése után a 36 szám összege a lehet®
a) legnagyobb b) legkisebb legyen?

5 (2012-d82-2) Szabályos háromszöget daraboljunk fel 5
egyenl®szárú háromszögre.
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Kalmár László Matematika Verseny

Megoldások 2.

1 Lehetetlen, hiszen a számok összege 78, ami nem osztható 8-cal.
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Kalmár László Matematika Verseny

Megoldások 2.

2 A zárat nem lehet minden esetben kinyitni.

Nézzük az el®bbi

táblázatot:

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8 b9 b10∑
ai ≡ 5 (10),

∑
bi ≡ 5 (10).
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Kalmár László Matematika Verseny

Megoldások 2.

3 4 szomszédos nem lehet.

Lenne köztük egy 4k + 2 alakú.
Lehet-e 3?
Megoldatlan, Erd®s sejtése 1975-b®l, hogy nem lehet 3
szomszédos sem.
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Kalmár László Matematika Verseny

Megoldások 2.

4 Mindegy, hogy hogyan színezünk, az összeg mindig 60.

Tekintsünk két szomszédos mez®t. Ezek közül annál, amelyiket kés®bb
festjük be eggyel fogja növelni a ráírt számot az a tény, hogy a másik
már be van festve.
Vagyis minden kis határoló szakasz 1-et ad a teljes összegbe.
Így ezek darabszáma adja meg a mez®kre írt számok összegét.
Pontosan 60 ilyen határoló szakasz van 6× 6-os táblázatban
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Megoldások 2.

5 A-ból és B-b®l rajzoljunk r sugarú kört, ahol

a

2
< r < a.
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Megoldások 2.

5 Második megoldás.
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Kalmár László Matematika Verseny

Feladatok gondolkodásra 3.

1 Kocka élein az 1, 2, . . . , 12 számok. Minden laphoz rendeljük
hozzá a 4 határoló élen lév® 4 szám összegét. Legyen ez az
összeg minden lapon egyenl®.

2 (2007-d81-3) Az 1, 2, 3, . . . , 9, 10 számokat leírjuk valamilyen
sorrendben. Ezután minden számhoz hozzáadjuk azt a
sorszámot, ahányadik a leírt sorban. Igazoljuk, hogy a kapott
összegek között biztosan lesz kett®, amelyik ugyanarra a
számjegyre végz®dik!

3 Legfeljebb hány szomszédos hatványszám lehet?
4 Az {1, 2, . . . , 100} halmazt szeretnénk felbontani egyelem¶

halmazokra. Ha egy a + b-elem¶ halmazt felbontunk egy a és
egy b elem¶re, akkor azért ab krajcárt kell �zetnünk. Hogy
tudjuk a legolcsóbban elérni a célunkat?

5 Háromszögek felbontása egyenl®szárúakra. Tudunk-e
általánosítani?
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összegek között biztosan lesz kett®, amelyik ugyanarra a
számjegyre végz®dik!

3 Legfeljebb hány szomszédos hatványszám lehet?
4 Az {1, 2, . . . , 100} halmazt szeretnénk felbontani egyelem¶

halmazokra. Ha egy a + b-elem¶ halmazt felbontunk egy a és
egy b elem¶re, akkor azért ab krajcárt kell �zetnünk. Hogy
tudjuk a legolcsóbban elérni a célunkat?

5 Háromszögek felbontása egyenl®szárúakra. Tudunk-e
általánosítani?
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Kalmár László Matematika Verseny

Megoldások 3.

1 Lehetséges.

(Lányoknak lényegesen jobban szokott menni.)

Ez a felrajzolás sokat segít.
Érdekes informatika feladat: hány lényegében különböz®
megoldás van? (Matematika: ha megvan az összes megoldás,
akkor mennyivel kell osztani, hogy a lényegesen különböz®ket
megkapjuk?)
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Megoldások 3.

2 Pont ugyanaz a táblázat és gondolat, ami a nehezített robbanó
zárnál szerepelt, megoldja a feladatot.
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Megoldások 3.

3 4 itt sem lehet, pont ugyanazért, amiért az el®bb.

3 lehet: -1, 0, 1.
Van-e pozitív 3-as? Nincs.
S®t, 2-b®l is csak a 8, 9.
Preda Mih ilescu, 2002. (Catalan-sejtés, 1844.)
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Megoldások 3.

4 Mindegy, hogy hogyan csináljuk, mindenképpen 4950 egységbe
kerül az akció.

Általánosan pedig n-elem¶ halmaznál

(
n

2

)
egység lesz a költség.

Két bizonyítás:
�Még teljesebb� indukció.
Teljes gráf.
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Megoldások 3.

5 Ha minden háromszög felbontható 4-re, akkor nyilván minden 3k + 1-re
is.

Ha minden szabályos felbontható 5-re, és a felbontásban van szabályos,
akkor nyilván minden 4k + 1-re is.
Együtt a kett® mit mond szabályosra?
Ha egész máshogy csináljuk az indukciót, akkor kijön, hogy minden
háromszög felbontható n háromszögre, ha n ≥ 4.
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Feladatok gondolkodásra 4.

3 Milyen hosszú (pozitív di�erenciájú) számtani sorozat van, ami
csupa hatványszámból áll?

5 Mikor és hogyan lehet felbontani egy háromszöget 1, 2, illetve 3
egyenl®szárú háromszögre?

6 Legkevesebb hány hegyesszög¶, egyenl®szárú háromszögre lehet
felbontani egy négyzetet?
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Köszönöm a �gyelmet.
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