53. Ratz Laszlé Vandorgyiilés
Békéscsaba, 2013. jalius 2-5.

Néhany ,,j6l ismert” Osszefiiggésrdl

Gy6ry Akos
Foldes Ferenc Gimnazium, Miskolc

Amikor elvégeztem az egyetemet, naiv médon azt gondoltam, hogy sokmin-
dent tudok a kozépiskolai matematikabol, am eddigi tanéri palyafutasom
alatt gyakran talaltam szembe magam olyan versenyfeladatokkal, amelyek
megoldasa egy-egy olyan Osszefiiggésre hivatkozott, amir6l addig nem hallot-
tam. Ilyen volt példaul a kovetkezs KéMal-feladat (A. 405).

Az a,b,c, x,y, z valos szamokra teljestil, hogya > b>c>0ésx >y > z > 0.
Bizonyitsuk be, hogy

Q22 b2y? 252
+ +
(by + cz)(bz 4+ cy)  (cz+azx)(cx +az) (ax + by)(ay + bx)

3
> —.
4

Ennek a megoldasa mindjart egy altalam nem ismert, egyébként - masok &l-
tal - jol ismert Osszefiiggésre hivatkozott, a Nesbitt-egyenlStlenségre. Aztan
a megoldas a rendezési tétellel folytatodott, amit szintén nem ismertem ko-
rabbrol. Foglalkozzunk el6szor ezzel a két Osszefiiggéssel.

A Nesbitt-eqyenldtlenség a kovetkezot takarja: tetszéleges a, b, ¢ pozitiv valos
szamokra érvényes az alabbi Osszefiiggés:

a n b N c S 3
b+c c+a a+b 2’
s egyenlGség pontosan az a = b = ¢ esetben all fenn.
Ennek az egyik bizonyitdisa a szamtani és harmonikus kozepek kozti relacion

alapul (ezenttl a harmonikus, mértani és szamtani kozepek kozotti Ossze-
fiiggésre roviden H < G < A-val fogunk hivatkozni). Induljunk ki a felirt



formulabol, s ekvivalens lépésekkel alakitsuk at a kovetkezdk szerint:

a n b n c >3 N
b+c¢c c+a a+b " 2
a+b+c b+c+a c+a+b 3
+ + -3=25 &
b+c c+a a+b 2
<:>(+b+)1+1+1>9<:>
“ ¢ b+c¢c c+a a+b) ™ 2
1 1
= b b >9 &
((a+0)+ (b+c)+ (c+a)) (b+c+c+a+a+b) >
(a+b)+ (b+c)+ (c+a) 1
>
3 =1 1 T
+ +
a+b b+c cHa
3
ami A > H miatt igaz. ,=" < a+b=b+c=c+a<sa=b=c. |

Jelen dolgozatban mind a bizonyitasok, mind pedig a feladatok megoldasai-
nak a végét a ,, l” szimbolummal fogjuk jel6lni.

A rendezési tételt legegyszeriibben a kovetkezGképpen tudjuk megfogalmazni:

tekintsiik az a1 < ay < ... <a, ésab <by <...<b, valos szamokat, és
legyen o az {1,2,...,n} halmaz egy permutéacioja. Ekkor érvényes az alabbi
Osszefliggés:

Z a;b; > Z a;iby(iy > Z aibn—iy1,

i=1 i=1 i=1
s egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha teljesiil, hogy a; = as = ... = a,
vagy by = by = ... =b,.

Bizonyitds. Az els6 egyenlGtlenséget latjuk be elGszor. n szerinti teljes induk-
cioval okoskodunk. Ha n = 1, akkor az allitas automatikusan teljesiil, nincs
mit bizonyitani. Tegyiik fel ezek utan, hogy teljesiil tetszéleges k pozitiv
egész szamra, azaz

a1by + azby + ...+ arby > albg(l) + agbg(g) + ...+ akbg(k).
Azt fogjuk megmutatni, hogy

arbi+asbo+. . . +apbp+ar1bpy1 > arboy+azbs2)+. . +arbo (k) +ar 4106041



Legyen m az a pozitiv egész szam, melyre o(m) = k-+1. Ekkor mivel egyrészt
Aky1 = Ay, MASTESZE bp i1 > Do (g1, 18Y

0 < (arr1 — am) (brg1 — bogrsn)) <
& ambri1 + arp1bo(ig1) < Ambo (1) + Arg1brgr -

Ezaltal:

albg(l) + ...+ ambg(m) +...+ ak+1bg(k+1) =
= aibo) + ..o+ Ambrgr + oo+ App1boryr) <
< arboy + -+ by + -+ Apprbry

ahonnan az indukcios feltétel miatt adodik az allitas.

A masik egyenlGtlenséget az elsé segitségével bizonyitjuk. Ehhez vegyiik
alapul az a1 < a, < ... <a, ésa —b, < —b,_1 < ... < —by valos szamokat,
és alkalmazzuk rdjuk az imént belatott egyenlStlenséget:

a1 (=by)+as(=bp_1)+. . .+a,(—b1) > a1(=bo(1))+a2(=by))+. . .4 an(—bo(m)),

amit atrendezve a kivant Osszefiiggéshez jutunk.
Az egyenl@ség feltétele kiolvashato a bizonyitas menetébdl. |

Van olyan forras, amely a tételt Gyires Béldnak és Sztics Adolfnak tulajdo-
nitja, de van olyan is, mely pusztan Sziics Adolf tételeként emliti. Abraham
Géabor Nevezetes egyenlStlenségek cimt konyvében sok szép egyenlétlenség
kozott a rendezési tétel is megtalalhato, s kapunk ra tobb alkalmazast is.

Nézziink ra mi is két feladatot, melyek koziil az els6t 2011-ben a Nemzetkozi
Magyar Matematikaversenyen ttizték ki (10. osztaly, 1. feladat, Kantor San-
dorné feladata).

1. feladat. Mutassuk meg, hogy ha a,b,c egy haromszog harom oldala,

akkor
(a+b+c)?

~ ab+bc+ ca
Megoldas. Nézziik elGszor az els6 egyenlGtlenséget:

< (a+b+c)?
~ ab+bc+ca’

Ezt ekvivalens atalakitasokkal a kovetkezd alakra hozhatjuk:

a? + %+ 2 > ab+ be + ca,
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ami rogton adodik, ha a rendezési tételt alkalmazzuk az (a, b, ) és az (a, b, ¢)
szamhéarmasokra (mésképp okoskodva: 2-vel szorozva az egyenlGtlenséget,
majd teljes négyzeteket kialakitva a kovetkezs alakot kapjuk:

(a—b)2+(b—-c)+(c—a)*>0,

amivel szintén bebizonyitottuk az &llitast). ,=" < a=b=c.
A masodik egyenlGtlenség ekvivalens lépéseket végezve az alabbi formaba
ontheté:

a>+ b+ <alb+c)+blc+a)+cla+b),

ami a haromszog-egyenlGtlenség miatt teljesiil. ]

Lathatjuk, hogy az els6 egyenltlenség altaldnos érvényt, nem hasznaltuk fel
ugyanis a bizonyitasaban, hogy haromszog oldalairél van szd. A késGbbiek-
ben t6bbszor is alkalmazni fogjuk ezt az Osszefliggést, (x)-gal hivatkozunk
majd ra:
< (a+b+c)?
~ ab+bc+ca’

(*)

2. feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valos szamok, akkor teljesiil az
alabbi Osszefiiggés:

a’+bc bV +ca c+ab
+ +
b+c c+a a+b

(Cristinel Mortici, Gazeta Matematica)

1 1 1
Megoldds. Vila h 212, c?) ¢ ATn-
egoldds ilagos, hogy az (a®, b* ¢*) és az <b+c’c+a7a+b) Szam

hérmasok azonosan rendezettek, ami alatt értjiik azt, hogy mindkett&ben
pontosan ugyanaz a nagysagrendi viszony a megfelels tagok kozott. Igy a
rendezési tétel értelmében:

a? b2 c? a? b2 c?

b+c+c+a+a—|—b - c+a+a—|—b+b+c'

b b
Adjunk mindkét oldalhoz ¢ + @ + a4 -t:
b+c c+a a+bd

a?+bc  b*+ca c2+ab>a2—|—ca b>2+ab &+ be
b+c c+a a+b — cHa a+b b+c



Mivel a jobb oldalon egyszertisités utdn a+ b+ c jelenik meg, igy allitadsunkat
be is lattuk. Az is vildgos, hogy ,,=" < a =b = c. ]

A Nesbitt-egyenlGtlenség a rendezési tétel segitségével is konnyen igazolhato,
ugyanis az kozos nevezére hozés és par ekvivalens lépés utan a kovetkezd
alakot Olti:

2 (a®+ b+ %) > a’b+ab® + a’c+ ac® + b*c + bc®.
Ez pedig igaz, hiszen ha a rendezési tételt alkalmazzuk az (a2, b?, c?), illetve
az (a, b, ¢) harmasokra, kapjuk, hogy
a’b+ b*c+ Pa,
a’c+ b*a + b,

ad+ b2+ 3

>
S+ +S >

amiket mar csak ssze kell adnunk, és készen is vagyunk. Innen az is adodik
persze, hogy ,=" < a =0 =c. |

Megjegyezziik, hogy a Nesbitt-egyenl6tlenséget més tton is bizonyithatjuk
a rendezési tétel segitségével. Akit érdekel ez a bizonyitas és a Nesbitt-
egyenlGtlenség tobb mas szép bizonyitasa, akkor az utdnanézhet ezeknek Ro-
ka Sandor 2006-ban a nagykanizsai tovabbképzésen elhangzott el6adasanak
kivonataban, amely a Zalai Matematikai Tehetségekért Alapitvany gondo-
zésaban jelent meg (a kiadvany cime: Altalanos és kozépiskolai matemati-
kai tehetséggondozas (2006. oktober 4-7.), az el6adas cime: Bizonyitasok a
Nesbitt-egyenlétlenségre).

Ezen elGkésziiletek utan a szeminariumot motivalé feladat megoldasa mar
nem is olyan bonyolult.

3. feladat. Az a,b,c,x,y, z valos szamokra teljesiil, hogy a > b > ¢ > 0 és

x >y > z > 0. Bizonyitsuk be, hogy
a2 b2y 252

(by + cz)(bz + cy) + (cz + ax)(cx + az) + (az + by)(ay + bx) =

>

Megoldds. A rendezési tétel segitségével elGszor is végezziink becslést a neve-
z6kre vonatkozoan (a valtozok kozott fennallé nagységrendi viszony egyéb-
ként sugallja a rendezési tétel hasznalatat):

bz +cy <by+cz = (by+cz)(bz+cy) < (by + c2)?,
(cx +az) < (cz + ax)?,

cx+az<cz+ar = (cz+ax)
ay +br <ar+by = (azx+by)(ay +bzr) < (ax + by)>.
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(, =" a=>b=cvagy x =y = z). Igy az egyenl6tlenség bal oldala (innentl
kezdve minden feladatban réviden: BO) alulrél becsiilhetd:

2,2 2,2 2,2
BO > a“x n by n cz .
(by +c2)?  (cz+ax)?  (ax +by)?
Mivel
0 < (by—cz)? & (by+cz)® <20y + 3227,
0 < (cz—az)® & (cz4az)® < 2(72° +a’?),
0 < (az—by)® & (ax+by)* < 2 (a2 + 0%y,

igy a becslés tovabb folytathato:

a2 b2y 252
BO > + + .
2(b2y? + c222)  2(222 4 a?x?) 2 (a’x? + b%y?)
Elegendd tehat azt belatnunk, hogy
a’x? b*y? 222 3
5 5 55 + + > —.
2(0%y% + c?22)  2(c222 4 a%x?) 2 (a’x? 4 b%y?) 4

Ez pedig a Nesbitt-egyenltlenségbdl kozvetleniil adodik, s igy készen is va-
gyunk. [ |

Aztan ahogy egyre tobb feladatot lattam, gytiltek a (méasok altal méar) ,,jol is-
mert” Osszefliggések. Ilyen volt az ugynevezett Titu-lemma, amirsl Kiss Géza
tartott el6adést 2010-ben Komaromban a Nagy Kéroly Matematikai Diak-
talalkozon. A lemma Titu Andreescu nevéhez kotédik (az amerikai olimpi-
ai csapat felkészitGje), de tobb szakirodalom Bergstrom-egyenlGtlenségként
emliti, hiszen Bergstrom 1949-ben az Osszefiiggést méar publikalta (Harald
Bergstrom, svéd matematikus). Mivel hazankban a Titu-lemma elnevezés
honosodott meg, igy én is igy fogom emliteni, és a levezetésekben hasznalni
fogom a kiilf6ldi szakirodalom ra hasznalatos roviditését: Ty (ejtsd: titu).

A Titu-lemma legegyszertibb alakja a kdvetkezd:

222 (v ty)

Sy > T
a b — a+b
2 9 x y A 2
ahol a,b > 0; z,y € R, és ,=" & — = b Altalanosan:
a
2 2 2 2
x z T, T+ x2+...+ 2,
I S ", (T»)
a1 a2 Qp, a+as+ ...+ ay,



ahol ay,as,...a, >0; 1,2, ..

T )
2 _» _
LT, €ER és =& — = —

In

a1 a2 ap,

Ugyan az allitas kozvetleniil adodik a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl&t-
lenségbdl, mégis kiemelt fontossaginak gondolom, hiszen sok feladatban an-
nél sokkal konnyebb a hasznalata. Nézziik meg a bizonyitdst most masképp,

teljes indukcidval:

2y (r+y)
— - > — & b— 2 > 0
a + b — a+b (zb—ya)” = 0,
A 2 x y . 3 .. 2 2’4 2
és ,,=" s rxb=yas — = 7 vagyis teljesiil az allitas.
a

Tegyiik fel ezek utan, hogy érvényes az egyenlGtlenség, ha annak bal oldalan

k darab tort szerepel, azaz:

2 2 2 2
x T T T1+2To+ ...+ Tk
i L S )
ay a2 ag a1+ as+ ...+ ag
x x x
és, =" o L =22=_ =2 Mutassuk meg ezek utan (k + 1)-re:
aq Q9 Qe
2 2 2 2 2 2
x x x x 1+ 2o+ ...+ T x
Ly 22 2k ThAl ( )+ [ESN
a; Gz ar Q41 ay +ag+ ...+ ag A+1
S ($1+l’2+...+3}'k+1)2
o ar+ag+ ...+ Qry

az elsd egyenlGtlenségnél az indukcios 1épést, a masodikban pedig az n = 2

esetet hasznaltuk fel.

777<:>-T1_.CE2_ T és r1+2o+ ...+ Tht1
» T T T e T - )
aq a9 ag a1+ as + ...+ ag Q1
s igy
T
T Ty — e Ty —
xk+1_a:1+x2+...—|—xk_ a1 a _.1'1
- - - T
Q1 a1+ as+ ...+ ag a1+ ag+ ...+ ag aq

amivel az allitast belattuk.

A Titu-lemma segitségével a Nesbitt-egyenlStlenség pillanatok alatt belatha-

10:

a b c a? b? c?

,= S a=b=c.

N N B N N g (a+b+c)? 3
b+c c+a a+b alb+c) blc+a) cla+b) ~ 2(ab+bc+ca) ~ 2

>

)



Ezek utan a Titu-lemma alkalmazasai kévetkeznek. ElGszor is nézziik meg a
Nesbitt-egyenlStlenség par lehetséges altalanositasat a lemmaval bizonyitva
azokat.

4. feladat. Mutassuk meg, hogy tetszdleges a, b, c,d, e pozitiv valds szé-
mokra teljesiil, hogy
a n b n c n d N e o 5)
b+c c+d d+e e+a a+b 2
Megoldas. Mivel
a? b? c? d? e2 D
BO = >
a(b+c) i b(c+d) - c(d+e) - d(e+a) * e(a+b) ~
(a+b+c+d+e)
ab+ ac+bec+bd + cd+ ce +de +da+ea+eb’
igy elegendd megmutatnunk, hogy

(a+b+c+d+e)? S5

ab+ ac + bc+ bd + cd + ce + de + da +ea +¢eb — 2
Ez pedig igaz, hiszen ekvivalens atalakitasokkal a kovetkez6 alakra hozhato:
(a=bP+(a—c)P+(a—d)?’+(a—e)+(b—c)+
+(b—d)?+(b—e)’+(c—d)?+(c—e)*+(d—e)*>0.
= ea=b=c=d=c. |

Harold S. Shapiro 1954-ben vetette fel, hogy igaz-e teljes altaldnossdgban

az el6z6 allitas, azaz hogy vajon érvényes-e tetszéleges ay, as, ..., a, pozitiv
valos szamokra az alabbi Gsszefiiggés:
= S
ag +ag  ag—+ay ay +az — 2

A kérdés nagyon nehéz problémanak mindsiilt, és a vélasz elég meglepd volt.
Az egyenlGtlenség paros n-re csak 12-ig, paratlanra 23-ig igaz. Ha ellenben

gyengitiink rajta, és a jobb oldalra g—at frunk, akkor mar teljesiil minden

pozitiv egész n-re.
Az alabbi modon is altalanosithatjuk a Nesbitt-egyenlGtlenséget:

5. feladat. Igazoljuk, hogy tetszGleges a,b,c, x,y pozitiv valos szamokra
érvényes az alabbi Osszefiiggés:

a b c 3
+ + > .
xb+yc xc+ya xa+yb T+y




Megoldas.

a’ b? c? P
BO = + + >
a(zb+yc)  blrc+ya)  c(xa+ yb)
S (a+b+c)? __ laxbye  ©
= abx + acy + bex + bay + cax +cby (v +y)(ab+ be + ca)
3
> )
rT+y
és ahogy azt mar lattuk, ,.=" < a=0=c. [ |
Kézenfekvs a kovetkezd altalanositas is:
6. feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges aq,as, ..., a, pozitiv valos

szamokra teljestil, hogy

aq 4 a9 1 1 Qp, > n
S—a, S—ay, =~ S—a, n-1’

ahol S =a; +as+...+a, (n>2).
Megoldds. Mivel

a? a3 a? T
BO = L+ >
a1(S —ay)  ax(S — as) an(S — ap)

(a1 +as+ ...+ ay)? _
arS —a?+axS—a3+...+a,S—a2

82

Slar+as+...+a,) — (a2 +add+...+a2)

52
S?—(af+a3+...+a2)’

igy elegendd megmutatnunk, hogy

S? S "
S?2—(a2+a3+...+a2) ~ n—1"

Ez pedig atalakitasok utéan ekvivalens azzal, hogy

52
a%—l—a%—{—...—i—ai > P



Ennek igazolasa a Titu-lemmaval konnyen megy:

S? (gt ay+...+a,)? za?  al az o, 5

— = < —4+=+...+ 2= e .

n +1+..41 1 1 fp-atet.Ta
Az is azonnal adodik, hogy ,.=" < a1 =ay = ... = a,. |

A kovetkezs feladatok zomét idegen nyelven leltem fel az interneten. Hogy
ezek a példak eredetileg kit6l, honnan szarmaznak, az internetes forrasok
alapjan adtam meg, amiket a dolgozat végén fel is sorolok.

7. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha az a,b,c,d pozitiv valos szémokra
fennall, hogy a + b + ¢ + d = 1, akkor teljesiil az alabbi Osszefiiggés:
a2+b2+02+d2 21
a+b b+c c+d d+a 2
(ir versenyfeladat, 1999)

Megoldas.
5O g (a+b+c+d)? feltétel 1
20@+b+c+d) 2
a b c d . ) ) ) .
=" = = = , ahonnan révid szdmolas utdn ado-
a+b b+c c+c{1 d+a
dik, hogy a = b = c = d & - | u

4

8. feladat. Mutassuk meg, hogy tetszGleges a, b, ¢ pozitiv valés szamokra
igaz az alabbi egyenlGtlenség:

2 2 2 9
+ + > -
a+b b+c cHa a+b+c

Megoldas.
2 2 2 T 2
BO - 2 N 2 N 2 §(2+2+m _ 9 '
2(a+0b)  2(b+¢) 2c+a) " 4la+b+c) a+b+c
2 2 2

m 2(a+b) 2(b+c) 2(c+a)
9. feladat. Igazoljuk, hogy tetszGleges a, b, c pozitiv valos szamokra érvényes
a kovetkezd Osszefiiggés:
a?+b P+ A+al
+ +
a-+b b+c c+a

>a+b+c.

10



Megoldas.

a? b? b? c? c? a’? T
BO = + + + + + >
a+b a+b b+c b+c cH+a cHa
(2(a+b+c)’
= b+ c.
4(a+b+c) GroTe
Gyorsan adodik az is, hogy ,,.=" < a = b = c. [ |

10. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha az ai,as,...,a, és a by,bs, ..., b,
pozitiv valés szamok teljesitik az

a+as+ ...+ ay, 2 a1b1+a2b2+...+(lnbn

feltételt, akkor az is igaz rajuk, hogy

Fas 4. ta, < 42 g
ap+ay+...+a, < —+—+...+—.
P by by bn
(Romeo Ilie)
Megoldds.

2 2 2
ay | Gz Qn aj as a; T
-t + ...+ = — 4+ —+ ... >
by " ba et bn, aiby " azbo et anbn —

(a1 +ag+ ...+ a,)? felgtel

Z a1b1+a2b2+...+anbn

- (a1+a2+...+an)2:

- a+as+...+ay

= ayt+a+...+a,. [ |

11. feladat. Mutassuk meg, hogy ha az a, b, c pozitiv valos szamokra telje-
siil, hogy a + b + ¢ = 1, akkor:

a b c 9

> .
1—|—bc+1—|—ca+1+ab — 10

(indiai versenyfeladat)

Megoldads.
BO - a? N b? N c? g (a+b+c)? felgetel
a(l4+bc)  b(l+4+ca) c(1+ab) ~ a+b+c+ 3abc
1 A>G 1 feltétel 1 9
~ 1+ 3abe = a+b+c\’ - I~ 10°
1+3. —
143 (—3 ) + 27

11



eltéte 1
Koézvetleniil adodik, hogy ,.=" < a=b=—c feltétel 3 u
12. feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges a, b, ¢ pozitiv valés szamokra igaz

a kovetkezs Osszefiiggés:

a N b i c S 1
b+2c c+2a a+2b

(cseh-szlovak versenyfeladat, 1999)

1. megoldds.

2 2 2 e 2 (%)
BO— % N b L ¢ S (a+b+c) 24
a(b+2c¢)  blc+2a)  c(a+2b) — 3(ab+ bc+ ca)
Az is vildgos, hogy ,,=" < a=b=c. |
2. megoldds. Kozvetleniil adodik az 5. feladat eredményébdl. |

13. feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden a,b, ¢ pozitiv valos szam esetén

érvényes az alabbi egyenlGtlenség:
a? b? c?
- - > .
(a+b)a+c) (b+c)(b+a) (c+a)(c+b) ~ 4

w

Megoldds. Mivel

T 2
BO 2 (a+b+c) |
a? + b% + ¢ + 3(ab + bc + ca)

igy elegendd belatnunk, hogy

w

(a+b+c)? S
a?+ b+ 2+ 3(ab+bc+ca) — 4

Ez pedig teljesiil, mivel néhany ekvivalens 1épésben a mar bebizonyitott
a? + b* + 2 > ab + bc + ca Osszefiiggésre hozhato. Ebbél az is adodik,
hogy =" < a=0=c. |

A kovetkezd feladatot Mészaros Jozseftsl hallottam a kordbban emlitett 2010-
es Nagy Karoly Matematikai Didktalalkozon, s nagyon jo ravezet példa az
1995-6s Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia (IMO) 2-es feladatéara, amit
utana meg is néziink.
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14. feladat. Tegyiik fel, hogy az a, b, c pozitiv valos szamokra teljesiil, hogy
abc = 1. Mutassuk meg, hogy ekkor érvényes a

AN S SR Y
a ¢+ ca
ad(b+c) bc+a) Ala+b) —
egyenlGtlenség.
Megoldds.

1 1 1
BO = 2 a? b? c?
© a(b+c)+b(c+a)+c(a+b) -

1 1 1\? ab+be + ca\’
5. \O b c¢) abe feltétel

2(ab+bc+ca)  ab+bc+ ca

ab + bc + ca.

1 1 1

RN 2050 = Rt a) = 2ath) Itt példaul az els6 egyenlGségbdl

az adodik, hogy a?b + a’c = b?c + b%a, amit dtrendezve és szorzatta alakitva
a kovetkezd formaba onthetiink:

(a—0)(ab+c(a+b)) =0.

Figyelembe véve, hogy minden valtozo pozitiv a feltétel szerint, igy ez ponto-
san akkor teljesiil, ha a = b. Hasonléan kapjuk, hogy b = ¢, azaz egyenlGség

akkor és csakis akkor all fenn a feladatban, haa = b = ¢ feltetel ¢ |

15. feladat. Mutassuk meg, hogy ha a pozitiv valos a, b, ¢ szamokra teljestil
az abc = 1 feltétel, akkor az is igaz rajuk, hogy:
1 N 1 n 1
ad(b+c) b(c+a) Ala+bd)
(IMO, 1995, 2. feladat)
Megoldds. Az el6z6 feladatban lattuk, hogy

3
> —.
-2

1 N 1 n 1 >ab—|—bc—|—ca
a*b+c) bc+a) cAla+b) — 2 ’

igy elegendd belatnunk, hogy

ab+ bc+ ca > 3,
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ami ekvivalens azzal, hogy
ab + bc + ca S
3 =
Ez viszont igaz, hiszen

ab + be + ca AiG 5
5 =

Az is kozvetleniil adodik az el6z6 feladatbol, hogy , =" < a=b=c=1. |

(abc)2 felﬁtel 1.

A kovetkezd példa az egyenldségvizsgalat fontossdgéara hivija fel a figyelmet.

16. feladat. Igazoljuk, hogy minden a,b pozitiv valos szamra teljesiil az
alabbi egyenlGtlenség:

18 < 2 n 1
(a+b)* ~ (a—0b)* ab+ba

Megoldas. Konnyen ellenérizheté modon:
(a+b)*=(a—0b)"+8(a’b+ba).

Ezt felhasznalva:

2 2 8
(@—0)' @b+ Pa  (a—b)  8(@btPa)
:2< oo )gQ_(HQ)?:
(a—b)*  8(a®b+ b3a) (a+ b)*
18
BRCEDE

Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha

2
(a—b)t  8(a3b+ b3a)

& 8(a*b +b*a) =2(a —b)* &

s (a+b)*—(a—b*'=2a—-1)"<
& (a+b)*=3>a—-b)"s
& la+0b=V3la—b|.

Ha ezt az egyenletet megoldjuk, akkor a > b esetén azt kapjuk, hogy

_1+VB,

V3—-1"
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ha pedig a < b, akkor azt, hogy

4
-1
V3 b

a=——0>0.
V3+1
Az a = b eset eleve kizart, igy a feladat megoldésanak végére értiink. ]

17. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az abc = 1 feltételt teljesits a, b, ¢ pozitiv
valos szamokra teljesiil az alabbi Osszefliggés:

a b c
> 1.
b+c+1 +c—l—a+1 +a+b+1 -
(Vasile Cartoaje, Gazeta Matematica)

Megoldds. Bevezetve a d := a 4+ b+ c + 1 jelolést allitasunk 14j alakja a
kovetkezs lesz:

d—(b+c+1) d—(c+a+1) d—(a+b+1) -

b+c+1 c+a+1 a+b+1 —

?

ami ekvivalens az alabbival:

d i d+ d >4
d—a d—b d—c =

Ennek belatésa pedig a Titu-lemmaval nem bonyolult feladat:

BO - d? N d? n d? % (3d)? _
dld—a) dd-=0b) dd—c) = 3d>—d(a+b+c)
(3d)? _ 9d? _ 9d DN
32 —d(d—1) 22+d 2d+1°
a+b+c

& d24®a+b+c23@T21,

ami igaz, hiszen
. A>G b
feltétel 3 26 a+b+c
1 =" vVabe < ——.

3
1. |

. 1. feltétel
Az is vilagos, hogy ,,=" < a=b=c =

18. feladat. Vegyiik alapul a, b, ¢ pozitiv valos szamokat, melyek kielégitik
az a® + b 4 ¢ = 3abe feltételt. Mutassuk meg, hogy ekkor teljesiil rajuk a
kovetkezs Osszefiiggés is:

a N b n c 9
b2z c2a?  a?b? T a+b+c’
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Megoldas. Hozzunk kozos nevezdre a bal oldalon, majd alkalmazzuk a Titu-
lemmat:

BO @’ b c a* b 4 n
T e e e - a (a*b?c?) " b (a2b2c?) " c(a2b2c?) =
(a® + b + ) feltétel (3abc)? _ 9
(abc)*(@+b+c)  (abe)(a+b+c) a+b+c’
2 2 2 )
Tovabba ,,=" < a — b _ c P R R

a(a?b?c?)  b(a?b?c?)  c(a?b?c?)

Az alabbi példa feladatjavaslat volt az 1993-as Nemzetkozi Matematikai Di-
akolimpiara, végiil nem tiizték ki.

19. feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges a,b,c,d pozitiv valos szédmokra
fennall az alabbi egyenlGtlenség:

a b c d
bt2ct3d cr2d+3a di2at3b  at2btie

(Titu Andreescu, IMO, 1993, Shortlist)

Megoldds. Mivel
BO =
a® b? c? d? Ty
= ab+2013d) betr2dt3a) c(d+2a+3h) dlat2b+30)
(a+b+c+d)?
4(ab+ ac + ad + bc + bd + ed)

2
> —.
— 3

igy elegendd megmutatnunk, hogy

(a+b+c+d)? 52
4(ab+ ac+ ad+bc+bd+ed) — 3°

Mivel ez par 1épéses rendezés utan ekvivalens azzal, hogy
(a=b’+(@—c)P+(a—d)?+b—0c)+(b—d)*+ (c—d)?>0,
igy az allitast belattuk. Az islathato, hogy ,,=" < a=5b=c=d. |

A kovetkezd két feladatban egy ,,jol ismert” polinom tiinik fel, nevezetesen
az 23 + % + 2% — 3zyz polinom. Ennek egy igen lényeges tulajdonsaga, hogy
faktorizalhato az alabbi médon, amit a megoldasokban erésen felhasznalunk:

2yt + 2 = Bryz = (wty+2) (B + P+ 22 —ay —yz - 2x).
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Erdekességképpen megjegyezziik, hogy Pelikin Jozsef mult tanévi (2012-
2013) olimpiai szakkorén (ami fellelhetd az egyik legnépszertibb videémegosz-
ton az interneten) kiemelten foglalkozott ezzel a polinommal, s megmutatta,
hogy minden 3-nél nagyobb primszam lényegében egyértelmien elGallithato
ilyen alakban.

20. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, c pozitiv valos szamok teljesitik
1
az ab+ bc + ca = 3 feltételt, akkor érvényes rajuk az alabbi egyenl&tlenség:

a b c 1
+ + > .
a?—bc+1 bV2—ca+1l c2—ab+1  a+b+c

Megoldds.
a? b? c? T
a(a?—bc+1) * b(b? —ca+1) * c(c®—ab+1) =
(a+b+c)?

> =
a4+ b+ —3abc+ (a+b+c)

B (a+ b+ c)? B

(a+b+c)(a®>+b>+c2—ab—bc—ca)+ (a+b+c)
a+b+c feltétel

a2+ +c2—ab—bc—ca+1

B a+b+c B

a?+b?+ 2 —ab — be — ca + 3(ab + be + ca)
a+b+c a+b+c

- a? + b + 2 + 2(ab + bc + ca) - (a+b+c)? -
1
at+b+c

; a b c Ha tekintiik vél
= a(a® —bc+1)  bb2—ca+1) c(c2—ab+1) a tekintjuk pel-
daul az els6 egyenléséget, akkor abbol az adodik, hogy a?—be+1 = b?> —ca+1,
amit atrendezve és szorzatta alakitva az (a — b)(a + b+ ¢) = 0 alakra hozha-
tunk. Tekintettel arra, hogy a feltétel értelmében minden valtozo pozitiv, ez
pontosan akkor teljesiil, ha a = b. Teljesen hasonldéan kapjuk, hogy b = ¢, az-
feltetel 1

= -.
3

BO =

az egyenlGség pontosan akkor all fenn a feladatban, haa =b = ¢

21. feladat. Mutassuk meg, hogy tetszéleges a, b, ¢ pozitiv valos szamra
fennéll az alabbi egyenlGtlenség:

a’ b3 3 a+b+c
+ + > .
a?+ab+b2 bB24+bc+c?2 2+ ca+ a? 3
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(Tournament of the Towns, 1998)
Megoldds. Mivel

at b4 ct 5

BO =
a(a®+ ab+b?) +b(b2+bc—|—02) +c(02+ca+a2) -
(a2 + 0%+ 2)°

>
— ad+ P+ +abla+b) +be(b+c) + calc+ a)
(a® + 0% + &)’

ad + b3+ ¢ — 3abc + (a+ b+ ¢)(ab+ be + ca)
(a® + 0% + 2)° a? + b2 + 2

(a+b+c)(a2+b2+c2) a+b+c

?

igy elegendd azt belatnunk, hogy

a’? + b + 2 S at+b+c
a+b+c — 3 ’

Ez viszont igaz, hiszen par ekvivalens 1épés utan az a® +b>+c? > ab+bc+ca
alakot kapjuk bel6le, amit mar belattunk, s azt is, hogy ,=" < a=0=c. R

A kovetkezs két feladat szintén Mészaros Joszef elGadasén hangzott el.

22. feladat. Igazoljuk, hogy ha az a,b, c pozitiv valos szamokra teljesiil,
hogy ab + bc + ca = 3, akkor érvényes rajuk az alabbi Gsszefliggés is:

L b L C 5 3
b(r+c) clr+a) a(lr+b) ~r+1’

ahol r tetsz6leges pozitiv valos szam.

Megoldas. ElGszor is

a’ N v? N Cal (a+b+c)? feltétel
ab(r+c¢)  be(r+a)  ca(r+b) ~ r(ab+bc+ ca) + 3abc
a?+ b +c2+6 rendezgs tétel ab +bc + ca+ 6 feltetel 9

3r + 3abc - 3r + 3abc ~ 3r+ 3abe -
3

r+ abc

BO =

Masrészt a feltétel értelmében

A>G |
1= W S 3/ (abo),
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igy
3

BO >
r+1

Y

amit éppen allitottunk.
Kézvetleniil adédik a korabbiakbol, hogy ,=" <> a = b = ¢ "= 1. m

Az alabbi feladat soran hasznalni fogjuk a Nesbitt-egyenlStlenség egyik alta-
lanositasat (1. 5. feladat).

23. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, c > —1 tetszbleges valos szamok,
akkor érvényes rajuk a kovetkezs Gsszefiiggés:

1+ a? 1+ b2 14 ¢
+ - > 2.
1+b+c2 14+c+a® 1+a+b?

Megoldds. A feltétel garantélja, hogy mindharom nevezé pozitiv legyen.
Végezziink el6szor is becslést a nevezékre vonatkozoan:

1 2
(1—-a)P>0&1-2a+a>>0 & a< J;a :

s egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha a = 1. Hasonléan adoédik, hogy

1+ b2 1 2
b < + , illetve ¢ < T

kapjuk, hogy

(és ,=" < b = c = 1). Ezt felhasznélva

1+ a2 1+ b2 14+ c2

BO> — o T
C a

1+ +2 1+ +a®> 1+ 5 + b2

ahol kis atalakitas utdn a harom tort a kovetkezs alakban irhato fel:

1+ a? N 1+ b2 N 14 ¢
(1+0)+2(14+) A+ +2(1+a?) (1+a®)+2(1+0))°

3
Az 5. feladat értelmében a zardjeles kifejezés alulrol becsiilhetd 53~ 1-

gyel, s ezzel készen is vagyunk. ,=" < a=b=c=1.

A Titu-lemma alkalmazasara nézziik meg végezetiil a 2005-6s Nemzetkozi
Matematikai Didkolimpia 3-as feladatat. A méar emlitett interneten fellelhe-
t6 olimpiai szakkoron erre a feladatra két megoldast is kapunk. Az egyik
megoldas a ,hivatalos” megoldés, a masik pedig a moldav Iurie Boreico meg-
oldasa, ami mind a hivatalosnal, mind az alabbi megoldasnal szellemesebb
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(kiilondijat kapott érte, ez mindmaéig az utolsé kiilondij, amit kiosztottak).

24. feladat. Mutassuk meg, hogy minden x,y, 2z pozitiv valés szamra,
melyekre teljesiil, hogy xyz > 1, fennall az alabbi Osszefiiggeés:

.73'5—332 N y5_y2 N 25—2’2
$5+y2+22 x2+y5+22 $2+y2_{_25—
(IMO, 2005, 3. feladat)

Megoldds. Mivel

$5+y2+22 $5+y2+22 $5+y2+22

(s hasonloan a tobbi tortre is), kapjuk, hogy

BO:3_<I2+y2+22 $2+y2+22 I2+y2+22).

+ +
P H+yr+2? Pty 22?4 y? 420

Igy a bizonyitandé egyenl6tlenség ekvivalens atfogalmazasa a kovetkezd:

T e T N e T
< 3.
Pyt Pty 22 P+t T
Szorozzuk be mindkeét oldalt (z2 + y* + 2%)-tel:

(22412 +22)° (@242 +22)° (22492 + 22)

<3 (® 497+ 27).
b+ y? + 22 r? +y° + 22 r? +y?+2° (#" v )

Ennek bizonyitdsahoz hasznaljuk a Titu-lemmat:

2 2 2 2
Oy i o U A S S
25+ y2+22 T b Y2 22 T '

Anal6g modon kapjuk a masik két tort felsd becslését:

2 2 2\2
(z° +y* + 27%) < x2+l—|—z2,
T2 +y5 +22 Yy
2
(z* +y* + 2°) 5, .2 1
< —.
2t s S "ty +Z
Adjuk Gssze a harom egyenlétlenség megfelels oldalait:
(a® + 9% + 2%’ @+’ +22)° | @y’ )
x5 4 y? + 22 2 4y + 22 2 4y + 20

11 1
< S+ -+ -+2(P+y7+ 2.
r Yy z
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Elegendd tehat belatnunk, hogy

§+§+§+2(932+y2+22) <3 (P 497+ 2%).

Ez méar gyorsan kijon:

1 1 1
;+§+;+2(x2+y2—|—z2) < 3(x2+y2+z2) &
1 1 1
G -t <alpPate WIVERE ey g
r Yy z TYz

& xytyztzr < a:yz(m2+y2—|—z2),

ami igaz, hiszen a feltétel értelmében xyz > 1, a rendezési tétel miatt pedig
- mint ahogy azt lattuk korabban - 2% + y? + 22 > 2y + yz + 2x.

Az is azonnal adodik, hogy ,,=" < xyz = 1, ami a feltétel tekintetbe vételével
azt jelenti, hogy r =y = 2z = 1. |

Természetesen a Titu-lemmaénak létezik altalanosabb formaja is. Az viszont
eléggé meglepd, hogy J. Radon (Johann Karl August Radon, osztrak mate-
matikus) ezt egy 1913-as cikkében (Uber die absolut additiven Mengenfunk-
tionen, Wiener Sitzungsber 122 (1913), 1295 - 1438.) publikalta. Foglalkoz-
zunk most ezzel az eredménnyel.

Tetsz6leges p > 0; x1,x9,...,2, > 08 ay,as,...,a, > 0 valos szamok esetén
teljesiil az alabbi Osszefiiggeés:

Pt 2Pt (A )P
ot T 2 P
al an (a1 + ...+ ayp)

Vilagos, hogy innen p = 1 valasztassal visszakapjuk a Titu-lemmat. Azota
természetesen ezt a tételt is finomitottak, altalanositottak, még az utébbi
években is publikaltak e témakorben.

Tekintsiink egy alkalmazéast a Radon-tételre. A kévetkezs feladatot a 2001-es
Nemzetkozi Matematikai Didkolimpian ttizték ki 2-es feladatként.

25. feladat. Igazoljuk, hogy
a n b n c -1
Va2 +8bc Vb2 +8ca Ve +8ab

minden a, b, ¢ pozitiv valos szamra.

(IMO, 2001, 2. feladat)
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Megoldds. Irjuk at a bal oldalt, majd alkalmazzuk ra a Radon-tételt:

N

3 3
2 2

a N b N (a—l—b—i—c)%
Va3 + 8abe VB3 + 8abe /3 + 8abe — Vad + b® + 3 + 24abe

Elegendd tehat annyit megmutatnunk, hogy

c

3
2

(a+b+c)
Va3 + b3 + 3+ 24abe

ami ekvivalens azzal, hogy

(a+b+c)*>a®+ b+ + 24abe.
Innen pér 1épésben a kovetkezs alakot kapjuk:
a (b2 + 02) +b (02 + a2) +c (a2 + b2) > 6abc,

amit ha (abc)-vel osztunk, akkor az alabbit kapjuk:

b ¢ c a a b
-+ - —i—(——i——)—i— -+ -] >6.
c b a c b a
Igy viszont készen is vagyunk, hiszen egy pozitiv szamnak és reciprokanak

az Osszege minimum 2. Ebbdl az alakbol kézvetleniil kiolvashato az is, hogy
egyenlGség pontosan az a = b = ¢ esetben all fenn. |

Ennek a feladatnak a magyarul fellelheté megoldasa (Reiman Istvan - Do-
bos Sandor: Nemzetkézi Matematikai Didkolimpidk 1959-2003) ennél sokkal
tobb furfangot igényel, hiszen nem hasznalja a Radon-tételt.

Akkor vegyiik 4t még egyszer. Titu-lemmanak hivjuk azt az Gsszefliggést,
amit joval korabban Bergstrom maér leirt, s amit még korabban Radon alta-
lanosabb forméban publikalt...

Remélem, sikeriilt par ,,jol ismert” Osszefiiggést attekinteniink, s volt koz-
tiik olyan is, amely azért az tjdonsag erejével hatott mésnak is, nem csak
szamomra. Az érdekl6dsk szamara ajanlom az alabbi internetes forrasokat,
amiket nagyban felhasznaltam a szeminariumra vald késziilés kozben:

https://ineqkhoinguyen.files.wordpress.com /2008 /02 /titu-and-harazi-bo-ich.pdf
http://www.icstm.ro/DOCS /josa/josa 2008 1/a.10 GENERALIZATIONS
_AND REFINEMENTS FOR BERGSTROM AND RADONS

" INEQUALITIES.pdf
http://www.komal.hu/forum/forum.cgi?a=to&tid=32&st=25&sp=303
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