Gedeon Veronika — Szamado Laszlo

AKi jatszik, az egyben gondolkodik is!

A békéscsabai Ratz Laszlo Vandorgytiilésen elhangzott szeminarium roviditett valtozata

A budapesti Arpad Gimnazium bejaratanal szamtalan emléktébla lathato, amelyek a mult
legendas tanaraira emlékeztetnek minket. Szentkuthy tanar Gr tablajan ez olvashatd: Aki
gondolkodik, az egyben jatszik is. Mi két sz6t felcseréltiink, és az igy kapott gondolatot tiiztiik
ki cimként. Szeretnénk megmutatni, hogy a matematikadéradkon milyen szérakoztatd ¢és
hasznos a jaték. A tovabbiakban az altalunk kiprobaltak koziil mutatunk néhanyat. Ezeket
féleg a kozosen tanitott hetedikeseinkkel, és az 6todikes szakkorosokkel jatszottuk.

Az 1) NAT kiemelten kezeli a gondolkodtato jatékokat. Mi biztosak vagyunk abban, hogy az
erre forditott id6 megtériil. Ezt a fels6 tagozatos orainkon, szakkorokon mar megtapasztaltuk,
¢s mivel iskolank hatosztalyos, igy mindketten bevihettiik a gimnazium felsdbb évfolyamaira
is ezeket a jatékokat. Lathattuk, hogy az iddsebb Korosztaly is nagyon jol bevonhatd ezekbe a
tevékenységekbe.

Szamtalan kérdés megfogalmazhatd ezekkel a jatékokkal kapcsolatban, amelyek kozott
komoly matematikai problémak is vannak. Voltak olyan helyzetek, amikor a jatékkal
kapcsolatos matematikai kérdéseken gondolkodtunk az orakon, de voltak olyan pillanatok is,
amikor a matematika adta a jaték lehetoségét.
Es mindezt nem csak szazadik orara ajanljuk!

1. Beszoritos

A képen lathato tablat kell egy papirra megrajzolnunk ehhez a kétszemélyes jatékhoz, és
kezdéskor két-két korongot kell elhelyezni rajta. Mi kupakokkal szoktuk jatszani. Az egyik
jatékos a két zold kupakjat a négyzet also sarkaiba, a masik jatékos a két piros kupakjat a két
felsd, vonallal nem 6sszek6tott sarkaiba helyezi.

Végiggondolhatd, hogy a nem szimmetrikus kiindulds nem kedvez egyik jatékosnak sem. A
babuk a vonalak mentén tolhatok a szomszédos mezdre. Barmelyik babuval lehet kezdeni, €s
felvaltva 1épnek a jatékosok. Az a jatékos gydz, aki az ellenfelét beszoritja.

A figyelem élénkitésére kivaloan alkalmas ez a jaték. Erdemes gyorsan jatszatni a
gyerekekkel, egyébként unalmassa valhat. Rovid elemzés utan lathatd, hogy nincs nyerd
stratégia, a gyézelem azon alapszik, hogy melyik félnek lankad a figyelme. Aki ront, vesztett!
Hasonl6 mintaval tovabb bdvithetd a jaték, természetesen a tablanak megfeleléen noveljiik a
kupakok szamat is. Nagyobb tablan mar konnyebb rontani!



A jaték elemzése adta a kovetkezo egyszerii kérdést (Abacus feladat, 2012. november):
Hanyféleképpen helyezkedhet el a tdbla 6t mezdjén két piros €s két zold korong?
Az 0sszes eset 0sszeszamolasat kiilondsebb kombinatorikai ismeretek nélkiil mar 6t6dik

osztalyban is megtehetik a gyerekek.

2. Pentomino

A hetedikeseknél a Kalandozdsok a matematikaban tankdnyvsorozatot hasznaljuk. A
tankonyv fejezetei utan rendszeresen megjelenik a Jatszunk a matematikaval rész.

Ezek nem sorszamozott leckék, de mindenkit buzditunk arra, hogy s s o o poan s
ezeket ne hagyja ki. A konyvben szerepld jatékok tovabbi oOtleteket is M ATE M ATlKA

adhatnak, amivel az oraink még valtozatosabbak és izgalmasabbak

lehetnek.

Az egyik ilyen részben megismerkedhetiink a pentomindval.
Pentominénak nevezziik azokat a sikbeli alakzatokat, amelyek ot
darab egységnyi teriiletli négyzetbdl épithetdk Gssze. A négyzeteket az
¢leik mentén illeszthetjiik Ossze!

Koénnyebben kezelhetd, konnyebben megfoghato a jaték, ha egyforma

kiskockakbol épitjiik fel az alakzatokat.

Ezzel kapcsolatban a kovetkez6 kérdések fogalmazhatok meg:

- Hanyféle ilyen alakzat 1étezik?

- Milyen méretii téglalap fedheto le veliik egy rétegben (vagy ha a kockabol épitett valtozatra
gondolunk, akkor milyen méretli dobozban tudjuk ,,jol” tarolni a jatékot)?

Az egymas mellett elhelyezkedd négyzetek lehetnek az 6sszeszamlélasban a segitségiinkre.
Igy eljuthatunk a valaszhoz, nevezetesen 12 ilyen alakzat létezik.
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Néhany elrendezést mutat a kovetkezd abra:

6 =10

Ez 6sszesen 60 darab kis négyzet, ezért a masodik

B:H kérdés megvalaszolasahoz a 60 osztoparjaira lesz

sziikségiink. Nem konnyti a téglalapok kitoltése,
mi félkész helyzetet szoktunk mutatni, és a
befejezés kigondolasa még ekkor is gondolkodtato
feladat.
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A pentomind és a sakktabla add egy jo jatéklehetdséget. A jatékosok felvaltva valasztanak
egy elemet a pentomind készletébdl, amelyet a sakktibla szabad mezdire fektetnek. Az



elemek nem fedhetik egymast, de oldalaikkal, sarkaikkal érintkezhetnek. Az a jatékos nyeri a
jatékot, aki az utolso elemet fel tudta rakni a tablara.

Ezzel kapcsolatban érdekes kérdés, hogy vajon miniméalisan hany elem tudja lefogni az egész
tablat, azaz legkevesebb hany elem kell ahhoz, hogy 0j elemet mar ne tudjunk elhelyezni a
tablan.

Szintén érdekességként emlitjiik, hogy a sakktdblara is elhelyezhetd a 12 pentomind, de lesz
négy szabad mezd. Lehet-e ezek elrendezése ,szEép”? Mutathatnak-e ezek példaul
szimmetrikus format? Egy tengelyes ¢és egy kozéppontosan szimmetrikus elrendezést
lathatunk a kovetkezd abran.

Szimmetrikus elrendezés
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3. Nim jatékok

A nim kétszemélyes jaték, amelyben tobb kupacban kavicsok vannak (mi ezt is kupakokkal
szoktuk jatszani) és a jatékosok felvaltva vesznek el a kupacokbol. Kétféle valtozatban
jatszhatd: Vagy az nyer, aki az utols6 kupakot elveszi, vagy az veszit, aki az utolsot elveszi.

Erdemes mindkét véltozatot kiprobalni, hiszen nagyon eltéré taktikat igényel.

A legegyszeriibb esetben két kupac kupakunk van. Ezeket gyorsan elemezhetik a gyerekek a
jaték soran. Két lehetdségre kell gondolniuk: egyformék vagy nem egyformak a kupacok.

Ennél bonyolultabb a harom kupacos valtozat. A két jatékos felvéaltva vehet el kupakokat, egy
kupacbol annyit, amennyit szeretne. Akar az 6sszest is. Mi a gyerekekkel leggyakrabban a 3,
5, 7 darabszamu kupaccal jatszunk, és azt a valtozatot, hogy az utolsé kupakot felvevo jatékos
a vesztes.

A jatékkal kapcsolatban nagyon sok anyag talalhat6 a vilaghéalon, igy ezt nem részletezziik.
4. Forditos
Lerakunk néhany kupakot sorban az asztalra, néhanyat rendesen, néhanyat forditva:
[ BON N NOMN N )
Az abrankon a fehér jeloli a forditottat. Barmelyik rendesen all6 kupakhoz hozzanyulhatunk,

de ekkor ezt, és a téle jobbra lévoket meg kell forditanunk. Ha példaul balrél a harmadik
kupakkal kezdiink, akkor a forditgatas befejezése utan ezt az abrat kapjuk:
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Az a jatékos veszt, aki mar nem tud forditani.

A jaték kezdetén sok kérdésre keressiik a valaszt.

- Erdemes-e kezdeni?

- Fligg-e a kupakok szamatol, hogy ki kezd?

- Hogyan fligg-e az elrendezéstdl, hogy van-e a kezddnek nyerd stratégiaja?

Az orainkon a gyerekek egymassal jatszanak. Ha valaki ugy érzi, hogy mar jol tudja a jatékot,
akkor kijohet a tanéari asztalhoz. Ekkor mi kirakunk neki egy helyzetet, 6 pedig
megmondhatja, hogy szeretne-e kezdeni. Ha haromszor egymasutan nyer, akkor (és egy Kis
beszélgetés utdn) megkaphatja a jutalmat!

A jaték lényegében egy rejtvény. A megoldast nagyon egyszerlien el lehet mondani, de a
gyerekeknek sokat kell jatszani, figyelni, gondolkodni, mire a megfejtés megfogalmazhato.
Kiilonosebb elokésziiletet nem igényel, barmilyen érdeklédésii csoportban jatszhato.

A forditos jaték megoldasa:

Az utolsé kupak mindig fordul, igy ha én kovetkezem (és nyerni szeretnék), akkor az utolsé
kupak nem szabad, hogy forditott legyen. Vagyis mar a kezdésnél figyelnem kell! Ha az
utols6 kupak rendesen all (az abrankon piros), akkor kezdenem kell, ha az utols6 kupak
forditott (az dbrankon fehér), akkor udvariasan dtengedem a kezdést a masik jatékosnak.

5. Csendor és rablé

Egy lakotelep térképvazlatat kell megrajzolni, ez lesz a jaték tablaja. Két utkeresztezddésben
egy-egy kupakot helyeziink el az dbran lathato modon. A felsd a rablo, az als6 a csendor. A
viladgosabb szinii utakon lehet kozlekedni, de mindig csak egy szomszédos utkeresztez6désbe
mehetiink. A rablé kezdi a menekiilést. A csenddr feladata, hogy elkapja 6t (vagyis ralépjen,
arra a keresztezOdésre, ahol a rablo tartézkodik). Ez esetben a csenddr nyert. Ha 15 1épéspar
alatt a csenddr ezt nem teszi meg, akkor a rablo nyert.

Tobbszori probalkozas utan a gyerekek egymas kozott azt érzik, hogy a rabldé van kdnnyebb
helyzetben, mert altaldban 6 nyer. Ilyenkor egyet-egyet jatszunk veliik csenddrként, és
megmutatjuk, hogy hogyan kell csendérként jatszani. Tobbszori jaték utan egyre tobben
¢észreveszik a hogyant, az érdekl6ddk viszont azt is szeretnék tudni, hogy miért?

Mi a csendor taktikaja?

Mindegy, hogy a rabl6 merre menekiil, a csenddr keriilje meg a haromszog alaku hazat! Hogy
miért? Szamozzuk a keresztezddéseket. A keresztezOdésben lathato kétjegyli szdm a sort és az



oszlopot jelenti. Példaul a rablo a 23 jelzésii keresztezOdésben kezd (azaz a masodik sor
harmadik oszlopaban), a csenddr pedig a 42 jelzésiiben.

Minden 1épésnél az Tttkeresztezddés szamédban a szdmjegyek Osszegének paritdsa
megvaltozik. A rabld egy paros Osszegli keresztezddésbe fog 1épni a kezdéskor, a csenddr
viszont ezutdn egy paratlan Osszegli helyre keriil. Ezért esélytelennek latszik a csenddr
helyzete. Ha megkeriili a haromszog alaku hazat, akkor viszont nem valtoztatja a paritast, igy
valamelyik sarokba beszorithatja a rablot. Ha a 1épésszamot maximalizaltuk, akkor mar nem
lesz ideje egy okos rablonak, hogy 6 is megkertilje a haromszog alaku hazat.

Ez a jaték is addig izgalmas, ameddig megfejtjliik, de a megfejtéshez vezetd titon sokat lehet
gondolkodni, kisérletezni!

6. Pontos 1épés

A kiilonbozd alaku térkovekkel sokat foglalkozhatunk geometriadrakon. A sik burkolasa, a
kiilonb6z6 mintak szimmetridinak vizsgalata szinesebbé teszi ezeket a témakoroket.
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Az els6 abran kiilonbozé térkoveket mutatunk, a mésodikon pedig a szabalyos hatszogekkel
jo szemléltethetd, ugynevezett hulldimkovekbdl kirakhat6 szép mintakat lathatunk.

A szimmetridk tanulmanyozéasa, a sik burkoldsa mellett akar a sorozatok témakorhoz is
eljuthatunk ezekkel a burkololapokkal.
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- Adjuk meg a fenti dbrasorozat tovabbi tagjaiban a sziirke lapok szamat!
- Fogalmazzuk meg az igy kapott sorozat képzési szabalyat!

Az elejére tegylink egy sziirke lapot, ekkor a kdvetkez6 sorozatot kapjuk:

1 613 4 3/r A 3B 1A

Az abrak elemzése soran eljuthatunk az

a,=4,,+6-n—6

rekurziv képlethez is.

Egy érdekes jaték otletét is ezek a hatszog lapok adtak. A jatékot Pontos 1épésnek neveztiik el.
Az Arpad Gimnaziumban évtizedes hagyomanyai vannak a jatékszakkornek, és az ehhez
kapcsolodo tarsasjaték versenynek. Az elmult években ezen a versenyen is szerepelt ez a
jaték.

Az Amdba jatéknak nagyon sok valtozata ismert, a Pontos 1épés is ebbe a csalddba tartozik. A
szabalyos hatszoglapokbol allo tabla a jaték soran valtozik. A jatékosoknak négy-négy henger
alaku babujuk van, melynek egyik alaplapjara egy fekete pontot rajzoltunk. (Ez a jaték is
jatszhato kupakokkal, hiszen a két alaplapot meg tudjuk kiilonboztetni egymastol.) A jatékot
két, harom, négy, illetve hat 6 is jatszhatja.

A hatszdglapokat szabalyos alakzatban az asztalra rakjuk, majd a megadott helyre feltesziink
egy-egy babut a rajta lathatd ponttal lefelé¢ forditva. A tablat és a babuk elrendezését két,
harom, négyi, illetve hat f6 esetén az dbra mutatja.

&

Ezutan kezdddhet a jaték! A jatékosok egymasutan lépnek. Lépésnek szamit, ha a jatékos

a) feltesz egy sajat babut a tablara a fekete ponttal lefelé forditva;

b) a tablan 1évo sajat babujat attolja a szomszédos tlires hatszoglapra;

c) a tablan 1évd sajat babujaval atugrik egy szomszédos mez6én 4llé nem sajat babut, kozben a
babujat az atellenes lapjara forditja.

A b) és a c) esetben azt is megteheti a jatékos, hogy egy lires hatszoglapot (amely kevesebb,
mint négy oldalaval illeszkedik a tablahoz) athelyezi a neki megfeleld helyre (ahol kevesebb,
mint négy oldallal fog érintkezni a tdblaval), és a babujaval erre a lapra 1ép.

Négy, illetve hat f6 esetén az atlosan szemben 1évo jatékosak egyiitt jatszanak, egy csapatot
alkotnak. A babuk szinezése segiti a csapatok felismerését:

1. csapat babui: Bordo é€s piros o

2. csapat babui: Sotétzold és zold  ©



3. csapat babui: Eziist és fehér °

A jaték célja, hogy egymas mellett, egy vonalban, ponttal felfelé¢ legyen harom sajat babu,
négy, illetve hat f6 esetén pedig harom azonos csapatbeli jatékos babuja. A gybztes 1épéssel
keriil helyére a harmadik pont. Ez a mindenértelemben ,,pontos 1épés” adja a jaték nevét! A
tovabbi helyezések eldontéséhez a jaték folytathatd. Ekkor a gydztes (vagy gydztes csapat)
mar nem Iép, de babui a tdblan maradnak.

7. Sudoku

Ezek a gondolkodtatdé rejtvények egyre ismertebbek, egyre
elterjedtebbek, de féleg a hagyomanyos négyzet alakuak. Egyik ‘\Zg\a /\4 }\
kirandulasrol hazafelé utazaskor egy unatkozo (de okos) / 7‘/‘ X7\
gyermek jovoltabol tudjuk megmutatni ezt a nem szokvanyos 37/4\3 3\1 N /\\5 /2 %%
7 /NI /a\2
6

alakt sudokut. Tobb ilyennek a kitoltése utan azt vettiik észre,

hogy a belsé iires hatszog oldalain olyan szamok lathatok, 4 :/\3 /; Vi ? /
amelyekhez kifelé cstcsban egy ugyanilyen szam kapcsolodik. \g% -_%
Vajon ez csak véletlen? Y LIN/5X

Sét! Ezek kozott mindig latunk négy azonosat, amelyek egy
tengelyen voltak. A mellékelt abran az 1-es szam ilyen.
Lehet, hogy ez is véletlen?

Mindig ugyanazok a szamok? Mindig van ,tengely”?

Tanitvanyunk a hazaérkezés utan biztosan nem unatkozott, mert a kovetkez6 matematikadrara
megvalaszolta a kérdéseket. Sikeriilt igazolnia, hogy a hat egyforma szdmparnak minden
helyesen kitoltott abran ott kell lennie. A masodik kérdést pedig egy ellenpéldaval valaszolta
meg:

6 /\N3/\17/\9/\2
7

2 /\7 6
sN/1\/3\/ ¢




8. Pislog
A haromszogszamokkal és a négyzetszamokkal valtozatos helyeken talalkozhatunk. Lehetnek

egy tankonyv cimlapjan (biliardasztal a golyokkal), vagy egy aruhaz reklamanyagaban
(teamécsesek).

Haromszogszamok Négyzetszamok

80 db-os
teamécses

A figurdlis szdmok matematikdja is szinte kimerithetetlen, ezért most nem ezeket az
érdekességeket szeretnénk megmutatni. A teamécsesek alakzata adja a kovetkezd
négyszemélyes jatékot. A jatékhoz a mécsesek helyett szines golyokat hasznalunk, de az els6
valtozatban itt is kupakok szerepeltek.

A jaték tartozékai: 1 db tabla (karton papirbdl is elkészitheto);
8 db piros és 7 db vilagospiros golyo;
8 db zold és 7 db vildgoszold golyod.

A jatékot négyen jatsszak, a szemben {ilok egy-egy csapatot alkotnak. A jaték soran a
jatékosok piramist épitenek olyan mdodon, hogy a golyokat egymasutan a tablara helyezik. Az
a csapat nyer, aki a piramis cstcsat elfoglalja, ezért a jatékosoknak takarékoskodniuk kell a
golyokkal. A jatékosok piros, zold, vilagospiros, vilagoszold sorrendben raknak fel egy-egy
golyot a tablara. Ha a tdblan vagy magasabb szinten kialakul a golyokbol egy négyzet, akkor a
soron kovetkezd jatékos a tablan 1évo szabad golyodjukat is feljebb teheti a négy golyo tetejére.
Ilyen médon takarékoskodott a csapatanak, mert nem hasznalt el egy 1) golydt. Nem
mozdithat6 el a tablan az a goly6, amelyiken van egy masik golyd. Az a jatékos levehet egy
sajat csapatdhoz tartoz6 golyot a tablardl (akar azt is, amit utoljara rakott oda), aki kialakitott
egy négyszinli négyzetet. A levett golyot szinétdl fiiggben vagy magahoz veszi, vagy a



csapattarsanak adja. Az a jatékos két sajat szabadon allo6 golyot levehet a tablarol, aki
csapatanak szineibdl alakitott ki egy négyzetet. A levett golyokat a sziniiktdl fiiggden most is
vagy magahoz veszi, vagy a csapattarsdnak adja. Az a jatékos harom sajat szabadon allo
golyo6t levehet a tablardl, aki egy egyszinll négyzetet alakitott ki. A levett golyokat a szintiktol
fliggben most is vagy magahoz veszi, vagy a csapattarsanak adja.

Ha valamelyik jatékosnak elfogyott a golydja, akkor a tablan 1év6 emelést még végrehajthatja.
Ha ilyen lehetdség nincs, akkor a kovetkezd jatékos folytatja a jatékot. A jatszma az utolsod
golyo felhelyezésével ér véget. Ekkor az is elddl, hogy melyik csapat nyerte a jatékot.

9. A kocka szinezése

A Rubik-kocka és egy kdzismert matematika feladat adta a kovetkez6 kérdést. Itt nem jatékrol
van sz0, hanem egy jaték kapcsan felvetddd problémara keressiik a valaszt.

Tudjuk, hogy egy kockat hat vagassal huszonhét kiskockdra vaghatunk, és ekkor a felszin
meghéromszorozodik.

A huszonhét kiskocka kiszinezhet6-e harom szinnel ugy, hogy mindharom szinli nagykockat
kirakjuk beldle?

Els6 hallas utan azt kellene eldonteniink, hogy mivel foglalkozzunk: igazoljuk, hogy nem
lehet, vagy probaljunk meg kiszinezni egy készletet.

A mellékelt fényképek azt mutatjak, hogy az utdbbi otlet a célravezetd. A szinezés elkészitése
persze még mindig tartogat egy kis tervezést, gondolkodast.

10. Dobokocka ceruzaval és pénzérmével

A jatékokhoz nagyon sokszor sziikséges a dobokocka. Egyik ora elején azt mondtuk a
gyerekeknek, hogy elfelejtettiink hozni, pedig kellene egy. Megkérdeztiikk, hogy mivel
tudnank helyettesiteni. Ravezetéssel két Gtletet fogalmaztunk meg.

Valaki azt mondta, hogy a ceruza hat lapjara rajzoljunk pottyoket, majd gorgessiik a ceruzat
dobas helyett. Egy masik otlet alapjan rdzzunk Ossze a tenyeriinkben 6t pénzérmét, majd
dobjuk az asztalra. Szamoljuk meg az irdsok szamat, a dobas értéke legyen ennél eggyel tobb.

Mind a két modszerrel tudunk véletlenszertien 1étrehozni 1, 2, 3, 4, 5, 6 értékeket, de melyik
az, amelyiknek a véletlen értékei jobban hasonlitanak a dobokockéaval dobott szamokhoz?
Vagyis melyik a jobb dobokocka, a ceruza vagy a pénzérme?

A kérdés megvalaszolasat kisérletezés eldzte meg. Voltak, akik a pénzérmés valtozatot,
voltak, akik a ceruzasat probaltak ki. A kapott eredményeket a tablan rogzitettik,
Osszegeztiik. Mivel a mintak kiilonb6zé méretiiek voltak, ezért lathattuk a relativ gyakorisag
alkalmazasat is.



A dobodkockat mindenki gy képzeli el, hogy minden lapja egyforma eséllyel johet szdba.
Vagyis az elméleti meggondoléasaink alapjan azt szeretnénk inkabb dobdkockaként kezelni,
amelynél az egyformdhoz jobban kozelitd értékeket latunk. Erre az elsdé tablazat hasonlit
jobban. Ezek szerint a ceruzat jobb dobokockénak tartjuk, mint a pénzérméket.

Joggal mondhatjuk, hogy ez a valasz csak ranézésre, az érzéseink alapjan sziiletett, de amikor
nem latszik ennyire, akkor hogyan fogunk donteni? Ezek a kérdések mar tGlmutatnak az

altalanos iskola tananyagan.
Utoszo

Természetesen ez csak izelitd az altalunk kiprobalt otletekbdl, de arra
biztosan jo, hogy ezeket tovabbgondoljuk, és tjakkal gyarapitsuk. Az
eddig bemutatott konyvek mellett jo szivvel ajanljuk a
nyolcadikosoknak irott kdnyviinket is:

Gedeon Veronika — Szamado Laszlo
Nyolcadikon — 256 el6készité feladat matematikabol kozépiskolaba
késziiloknek.

Jatékos otleteink ebben is megtalalhatok.
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‘Gedeon Veronika ~ Szamadé Laszlo

Nyolcadikon

256 elokészits feladat matematikdbs!




