Elemi problémak a kombinatorikus geometria
témakorébdl

Keszegh Balazs

A geometria a gimnaziumi matematika oktatas fontos része. Most egy olyan részét
szeretném bemutatni, mely kiilonbozik a gimnaziumban tobbnyire latott geometriai fela-
dattipusoktol (pl. haromszogek szerkesztései, nevezetes pontjai stb.), viszont ennek elle-
nére egy olyan téma, mely nyugodtan szerepelhetne szakkorokon is, hiszen nincs sziikség
egyetemen tanult fogalmakra a feladatok megértéséhez és gyakran megoldasukhoz sem.
Ehhez hasonlé problémak lattan a didkok esetleg jobban megérthetik, hogy milyen fela-
datokon gondolkoznak a kutatdé matematikusok, és hogy ez valdjaban nem is mindig all
olyan tavol attol, amikkel Gk is foglalkoznak. Tovabba, ez egy olyan kérdéskor, melyet
jellemzGen a kombinatorikus geometria témakorébe sorolnak, igy azt is mutatja, hogy a
matematika kiilonb6zé teriiletei hogyan fiigghetnek Gssze (jelen esetben a geometria és a
kombinatorika).

Ponthalmazok jo szinezése kiilonb6z6 alakzat-tipusokra vonatkozoan egy szertedgazo
problémacsalad, mely sok mas jelenleg aktiv kutatasi téméaval is szorosan Osszefligg (sikfe-
dések szétszedése, konfliktus-mentes szinezések, stb.). Ebbe a téméba szeretnék egy kisebb
betekintést nyujtani, néhany feladaton keresztiil. Ezek egyrészt olyan nehézségtiek, hogy
gimnaziumi szakkorokon is elGkeriilhetnek, masrészt remélhetéleg jol illusztraljak, hogy
eddig megoldatlan probléméknak is lehetnek szép elemi bizonyitasai.

1. Adott eqy P ponthalmaz az eqyenesen. Szinezziik ki P pontjait két szinnel gy, hogy
tetszdleges intervallum vagy legfeljebb eqy P-beli pontot tartalmaz, vagy tartalmaz két kii-
[onbozd szind pontot!

2. Adott egy 2™ — 1 elemid@ P ponthalmaz az egyenesen. Szinezzik ki P pontjait minél keve-
sebb szinnel ugy, hogy tetszdleges I intervallumban van olyan pont, melynek szine kilonbozik
a tobbi I-beli pont szinétol!

3. Adott intervallumok egy I halmaza az egyenesen. Szinezzik ki az intervallumokat két
szinnel gy, hogy tetszdleges pont vagy legfeljebb eqy I-beli intervallumban van benne, vagy
az 0t tartalmazo intervallumok kiozt van két kilonbozd szind!

4. Adott intervallumok eqy I halmaza az egyenesen. Szinezzik ki az intervallumokat 3
szinnel gy, hogy tetszdleges p pontra a p-t tartalmazo intervallumok kozt van egy, melynek
szine eltér a tébbi p-t tartalmazd intervallum szinétdl!

5. Adott eqy P ponthalmaz a sikon. Szinezzik ki P pontjait 4 szinnel ugy, hogy tetszdleges
félsik vagy legfeljebb egy P-beli pontot tartalmaz, vagy tartalmaz két kilonbézd szind pontot!
Mutassunk példdt, mikor sziikség van 4 szinre!



ék fliggdleges félesik

6. Adott eqy P ponthalmaz a sikon. Szinezzik ki P pontjait két szinnel gy, hogy tetszdleges
feélsik vagy legfeljebb 2 P-beli pontot tartalmaz, vagy tartalmaz két kilonbozd szind pontot!

Eknek neveziink egy 90 fokos szogtartomanyt, melyet egy fiiggéleges, lefelé végtelen
felegyenes és egy vizszintes, balra végtelen félegyenes hatarol.

7. Adott eqy P ponthalmaz a sikon. Szinezziik ki P pontjait két szinnel gy, hogy tetszdleges
ek vagy legfeljebb egy P-beli pontot tartalmaz, vagy tartalmaz két kilonbézd szinid pontot!

A félsikok utan mi sem természetesebb, mint a félcsikok vizsgalata. Fiiggtleges félcsik-
nak neveziink egy alakzatot, melyet két fiiggsleges, lefelé végtelen félegyenes hatarol a két
oldalan és egy vizszintes szakasz a tetején.

8. Adott eqy P ponthalmaz a sikon. Szinezzik ki P pontjait 3 szinnel gy, hogy tetszdleges
fiiggdleges félcsik vagy legfeljebb eqy P-beli pontot tartalmaz, vagy tartalmaz két kilonbozd
szind pontot!

9. * Adott eqy P ponthalmaz a sikon. Szinezziik ki P pontjait két szinnel gy, hogy tetszo-
leges fiiggdleges félesik vagy legfeljebb 3 P-beli pontot tartalmaz, vagy tartalmaz két kilin-
b6zd szini pontot!

10. Mutassunk olyan P ponthalmazt a sikon, melyet barhogy szineziink ki két szinnel, min-
dig van olyan fiiggdleges félcsik, mely 3 P-beli pontot tartalmaz és mindhdrom pont ugya-
nolyan szini!

11. * Adott egy P ponthalmaz a sikon. Szinezzik ki P pontjait 5 (4) szinnel dgy, hogy
tetszdleges korlap vagy legfeljebb egy P-beli pontot tartalmaz, vagy tartalmaz két kilonbozd
szind pontot! Mutassunk példdt, mikor sziikség van 4 szinre!

Geometriai elgismeretek a 11. feladathoz:

12. Adott eqy P ponthalmaz a sikon. Kdssiink dssze eqy szakasszal két P-beli pontot, ha van
olyan korlap, ami éppen ezt a két pontot tartalmazza. Bizonyitsuk be, hogy igy sikbarajzolt
grifot kapunk (azaz nincs metszés az 0sszekotd szakaszok kozt)! Megjegyzés: az igy definidlt
stkbaragzolt grdfot a P pontok Delaunay-hdromszogelésének nevezziik.

13. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges sikbarajzolt grdf csiucsai 5 szinnel szinezhetdek gy,
hogy ne legyen két szomszédos csics, melyet ugyanolyan szintdre szineztink!



