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Négyzetszam totd - valaszok
1. Hany olyan négyzetszam van, ami 1-gyel nagyobb egy primszamnal?
(1) 1;  (2) végtelen sok; (X) megoldatlan.
Vilasz: (1). 22 =3 +1, és ha k > 3, akkor k = 22 — 1 = (z — 1)(x + 1) felbontasaban
mindkét tényezd nagyobb 1-nél, tehat k Gsszetett.
2. Hany olyan négyzetszam van, ami 1-gyel kisebb egy primszamnél?
(1) 1;  (2) végtelen sok;  (X) megoldatlan.
Vilasz: (X). Ez egyike Landau négy hires primszamos problémajanak, amelyekrdl az 1912-
es nemzetkozi matematikai kongresszuson azt mondta, hogy ,jelenlegi tudasunk szerint
reménytelen”, és ez egy évszazaddal kés6bb, ma is érvényes.
3. Hany olyan négyzetszam van, amihez alkalmas négyzetszamot hozzidadva primszamot
kapunk? (1) 1; (2) végtelen sok; (X) megoldatlan.
Vilasz: (2). A 3. feladat megoldésa elején emlitett tétel szerint (a 2 és) a 4k + 1 alaku
primek irhatok fel két négyzetszam 0Osszegeként.
4. Maximaélisan hany eleme lehet egy csupa négyzetszambol all6 mértani sorozatnak?
(1) 3; (2) akdrmilyen sok; (X) végtelen sok.
Vilasz: (X). Pl. a,, = 4™.
5. Maximalisan hany eleme lehet egy csupa négyzetszambol 4116 mértani sorozatnak, ahol
az 0sszes elemnek nincs 1-nél nagyobb koézos osztdja?
(1) 3;  (2) akdrmilyen sok; (X) végtelen sok.
Vilasz: ha az 1-et nem zarjuk ki, akkor (X), pl. a, = 4"1, egyébként (2). Egyrészt
akarmennyi lehet, mert a 4™,9-47=1 92.47=2 9" mértani sorozatnak n+ 1 eleme van,
masrészt, végtelen sok nem lehet, mert akkor a hanyados csak egész lehet, igy minden elem
oszthato az els§ elemmel.
6. Maximalisan hany eleme lehet egy csupa négyzetszambol allo szadmtani sorozatnak?
(1) 3; (2) akdrmilyen sok; (X)) végtelen sok.
Vilasz: ha a csupa azonos elembdl allo sorozatot megengedjiik, akkor (X), egyébként (1).
Euler igazolta elGszor, hogy négy (kiilonb6z3) négyzetszam mar nem alkothat szamtani
sorozatot. (Haromtagu sorozat van, pl. 1,25, 49, lasd a 7. feladatot is.)
7. A7+ 11k, k=0,1,2,... egészek kozott a négyzetszamok szama
(1) 0;  (2)2; (X) végtelen.
Vilasz: (1). Az x =11m,11lm £ 1,...,11m %+ 5 lehetdségeket végigprobalva kapjuk, hogy
22 nem adhat 11-gyel osztva 7 maradékot.
8. Az 5411k, k=0,1,2,... egészek kozott a négyzetszamok szama
(1) 0;  (2)2; (X) végtelen.
Vilasz: (X). Az el6z6 probalgatasbol kideriil, hogy minden x = 11m £+ 4 szamra x
déka 11-gyel osztva 5.
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9. A pozitiv Fibonacci-szdmok kozott a négyzetszamok szama
(1) 0;  (2)2; (X) végtelen.
Vilasz: (2). Belathato, hogy csak az 1 és a 144 négyzetszamok (az 1-et csak egyszer
szamoltam).
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10. Hany pozitiv egész nem irhato fel 22 — y? + 22 alakban, ahol z,y, z egészek?

(1) 0; (2) 5; (X) végtelen sok.
Vilasz: (1). A 2. feladat alapjan minden nem 4k + 2 alaki szam felirhato két négyzetszam
kiilonbségeként, azaz x2 —y? +0? alakban, a 4k +2 alakiakat 4k +2 = 4k+1+12 formaban
irjuk, és 4k +1 = 22 — 3.
11. Hany pozitiv egész nem irhato fel 22 + 2y? + 22 alakban, ahol z, y, 2 egészek?

(1) 0; (2) 5; (X) végtelen sok.
Vilasz: (X). Ha n = 22 + 2y + 22, akkor 2n = (z + 2)?2 + (z — 2)? + (2y)? harom
négyzetszam Osszege, ami a 2. feladat szerint 2n = 47 (8t + 7) esetén nem lehetséges, igy
n = 2-4""1(8t 4+ 7) nem frhato fel a kivant alakban (a fentiek alapjan konnyen adodik,
hogy minden méas n viszont igen).

12. Hany olyan egész oldali derékszogii haromszog van, amelynek a keriilete négyzetszam?
(1) 0;  (2) 500; (X)) végtelen sok.

Vilasz: (X). Pl. a 3k, 4k, 5k oldalt megfelel, ha k = 12s? alakii. Ha relativ prim oldaltakat

kérdeziink, akkor is van végtelen sok: a pitagoraszi alapmegoldasok szerint a keriilet m? —

n? + 2mn + m? + n? = 2m(m + n), igy ha pl. m = 2a2,n = b?> — 2a?2, ahol b paratlan,

(a,b) =1 és m > n, akkor megfelel6 haromszoget kapunk.

13. Hany olyan egész oldala derékszogti haromszog van, amelynek a teriilete négyzetszam?
(1) 0;  (2) 500;  (X) végtelen sok.

Vilasz: (1). A pitagoraszi szamharmasok képletét hasznilva a = 2mns, b = (m? — n?)s,
ahol (m,n) = 1,m > n > 0 & m,n kiilonbdz6 paritasiak. A teriilet ab/2 = s?mn(m +

n)(m — n), ez pontosan akkor négyzetszam, ha mn(m + n)(m — n) is az. Itt a ténye-
70k paronként relativ primek, tehat ez csak tgy teljesiilhet, ha a tényezdk kiilon-kiilon is
négyzetszamok: m = A%, n = B%2, m+n = A2+ B? = C? m —n = A2 - B2 = D2
Két négyzetszam Osszege és kiilonbsége azonban nem lehet egyszerre négyzetszam (lasd
pl. Freud-Gyarmati Szamelmélet 7.7.3. Lemma).

+1. Hany pozitiv négyzetszam irhato fel két relativ prim kébszam kiilonbségeként?
(1) 0;  (2) 3; (X) végtelen sok.
Vilasz: (X). PL y? = (x+1)3—23 = 3224+3x+1, ezt 12-vel szorozva a (62+3)>—12y* = —3
egyenlethez jutunk, ami ekvivalens a 22 — 12y? = —3 egyenlettel. Ennek van megoldasa
(z = 3,y = 1), és ezt a 22 — 12y%2 = 1 Pell-egyenlet végtelen sok megoldasaval az 1c
feladatnal latott modon kombinalva végtelen sok megoldéast kapunk.



