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Megoldasvazlatok, megjegyzések

1. Elsfordul-e, és ha igen, hanyszor, hogy (a) 2; (b) 5; (¢) 11; (d) 25 egymast kivets
négyzetszam Osszege is négyzetszam?

Megoldds: (a) Az 2%+ (z+1)? = y? egyenletet 2-vel szorozva és rendezve (2z+1)? —2y? =
—1, azaz 22 — 2y? = —1 adodik, ahol z automatikusan paratlan, igy ez az eredetivel
ekvivalens. Ennél az un. Pell-tipust egyenletnél érdemes a bal oldalt a valés szamok
korében szorzatta bontani: (z — yv/2)(z + yv/2) = —1. Azonnal latszik, hogy z = y = 1
megoldas, azaz (*) (1 — v2)(1 ++v2) = —1. Ha ezt pl. kdbre emeljiik, akkor egy tijabb
megoldast kapunk: (1 —+/2)3(14+v2)% = (1 -3v2+3-2—-2v2)(1+3vV2+3-2+2V2) =
(7T—5V2)(T+5V2) = =1, azaz z = 7, y = 5, vagyis = 3, y = 4 megoldis (ami persze
rogton is latszik). Az eljarast ismételve (vagy (*)-ot tetszéleges paratlan hatvanyra emelve)
végtelen sok megoldast kapunk.

(b) Nincs megoldas: (z —2)? + (z — 1)2 + 22 + (x + 1)% + (z + 2)? = y?; atalakitva
5(z2 +2) = 92, tehat 5 | 22 + 2, ami nem lehet, mert egy négyzetszam nem adhat 3
maradékot 5-tel osztva.

(¢) Végtelen sok megoldas: (x —5)%2+ ...+ (z+5)? = y?; atalakitva 11(2? +10) = y?,
ez pontosan akkor teljesiil, ha 22 +10 = 11#?, azaz —10 = 22 —11t% = (z—tv/11)(z+tV/11).
Megoldas = t = 1, azaz (**) (1 — /11)(1 + v/11) = —10. Hatvanyozassal nem tudunk
j megoldasokat kapni, hiszen a —10 nem marad meg. Viszont az 1 = 22 — 11t? =
(x — tv/11)(x + t/11) egyenletnek = = 10, t = 3 megoldasa, és ebbdl hatvanyozassal
végtelen sok megoldast kapunk, amelyeket (xx)-gal kombinélva az eredeti feladat végtelen
sok megoldasat nyerjiik, pl. —10 = (—10)-1 = (1—v/11)(14+/11)(10—3v11)(10+3y/11) =
(43 — 13v/11)(43 + 13V/11) = 432 — 11 - 132, azaz © = 43, t = 11, ahonnan y = 11t = 143,
tehat 382 + 39 + ... 4 48% = 1432,

(d) Egy megoldas van: (x —12)2 4 ...+ (z + 12)? = y?; atalakitva 25(z% + 52) = y?,
ez pontosan akkor teljesiil, ha 2 + 52 = t2, azaz 52 = t? — 22 = (t — z)(t + x), ahonnan
t=14, 2 =12, y = 5t = 70; 0> + 12 + ... + 242 = 702,

Altaldnositisok: (A) p egymast kovets négyzetszam esetén, ahol p > 3 prim:
(x—(p—1)/2)>+ ...+ (x+ (p—1)/2)® = y?; az els6 (p — 1)/2 négyzetszam Gsszegképlete
alapjan p(z? + (p? — 1)/12) = y?, tehat sziikséges feltétel: p | 2% + (p* — 1)/12, azaz 36-tal
szorozva (6x)? = 3 — 3p? = 3 (mod p) megoldhaté. A Legendre-szimbolum tulajdonsagai
alapjan p = 12k £ 5 esetén a kongruencia nem oldhatoé meg, tehat ekkor p egymast kévets
négyzetszam Osszege nem lehet négyzetszam, s6t semmilyen teljes hatvany sem. Ugyanez
a gondolatmenet k egymast kdvet§ négyzetszdm esetén is érvényes, ha k paratlan és van
p = 12k £ 5 alakt primosztoja, amelynek a négyzete nem osztdja k-nak. A négyzetszamok
mod 8 maradékait vizsgalva adodik, hogy pl. k£ = 8t + 4, 16t 4+ 3 stb. esetén sincs megol-
dés. Hasonloan lehet mod 9 stb. vizsgalataval kimutatni, hogy bizonyos k értékekre nincs
megoldas.

(B) Az (a) feladat atfogalmazhato tgy is, hogy hany olyan egész oldali derékszog
haromszog van, amelyben a két befogd mérdszama szomszédos. Kérdezhetjiik, mi a helyzet,
ha a két befogo eltérése k, de az oldalhosszak relativ primek (ez utobbi feltétel nélkiil
konnyen visszavezethetjiik a k = 1 esetre).
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2. A szamok hany szazaléka all el6 két négyzetszam kiilonbségeként? Es hany szazaléka
all el6 harom négyzetszam 0Osszegeként?

Megoldds: Ezt a kovetkezSképpen kell érteni: legyen f(n) az 1,2,...,n egészek koziil a
megfelelk szama, ekkor a keresett arany (vagy valosziniiség) a lim,, o, f(n)/n hatarérték.
Mivel a k = 22 —y? = (2 +y)(z — y) diofantikus egyenlet pontosan akkor oldhaté meg, ha
k felirhato két azonos paritasi osztdja szorzataként, azaz ha paratlan vagy oszthato 4-gyel,
ezért csak a 4t + 2 alaka egészek nem allnak igy eld, vagyis a keresett valoszintiség 3/4 =
75%. A masodik kérdésnél fel kell hasznalnunk Gauss nevezetes tételét, hogy pontosan a
47 (8t + 7) alakt szamok nem allnak harom négyzetszam Gsszegeként (az, hogy ezek nem
allnak eld, r szerinti teljes indukcioval egyszertien bizonyithato, a tétel nehéz része, hogy
mas kivétel nincs). Vagyis rosszak a 8t + 7, 32t + 28 stb. egészek, ezek szama n-ig rendre
[(n+1)/8], |(n+4)/32], és altalaban [(n +4")/(8 -47)]|, vagyis (n — f(n))/n ,kb.” az
1/8+1/32+...+1/(8-4") + ... végtelen mértani sor Osszege, azaz 1/6, tehat az elgallok
aranya 5/6.

3. Hany egymast kovetd természetes szam adhato meg, amelyek (a) mindegyike felirhato;
(b) egyike sem irhato fel két négyzetszam Osszegeként?

Megoldds: A két négyzetszam 0Osszegeként felirhatd szdmok is felismerheték: pontosan
azok allnak igy el6, amelyek kanonikus alakjdban minden 4¢ 4 3 alaka prim péros kitevivel
szerepel. Azonban enélkiil is boldogulhatunk. Az els§ néhany egészt megnézve latjuk, hogy
a rosszak a 3,6,7,11,12,14,15,19,21,22,23,..., és a gyerekek is konnyen megsejthetik,
hogy rosszak pl. (i) a 4t + 3 alaki szamok, illetve (ii) a 3 olyan t6bbszorosei, amelyek 9-cel
nem oszthatok. Ezek bizonyitasa is azonnal adodik mod 4, illetve mod 3 vizsgalataval.

Ratérve (a)-ra, (i)-bdl kovetkezik, hogy minden negyedik szam biztosan rossz, tehat
legfeljebb 3 szomszédos szdm irhato fel két négyzetszam Osszegeként. Ennyi létezik is,
pl. 8,9,10. Azt sem til nehéz igazolni, hogy ez végtelen sokszor fordul elg: az la feladatban
latottak alapjan adodik, hogy az 22 — 2y? = 1 egyenletnek végtelen sok egész megoldasa
van, és igy 2 — 1 =y + 9%, 22 = 22 + 02, 22 + 1 = 22 4 12 mindegyike két négyzetszam
0sszege.

Ugyanakkor akarhany egymast kovetd egész is megadhatd, amelyek mindegyike rossz.
Ehhez kicsit haladobb eszkozok kellenek: végtelen sok 4t 4+ 3 alakd primszam van (ez
az euklideszi gondolattal siman kijon), a kinai maradéktétel, valamint az, hogy ha egy
n szam oszthaté egy 4t + 3 alakd p primszammal, de nem oszthaté p2-tel, akkor n nem
irhato fel két négyzetszam Osszegeként. Ez utobbi abbol kivetkezik, hogy ha p | a? + b2,
azaz a> = —b? (mod p), akkor ezt a kongruenciat (p — 1)/2 = 2t + l-edik hatvanyra
emelve a?P~! = —bP~! (mod p) adodik, ami a kis Fermat-tétel miatt csak tgy lehetséges,
ha p | a és p | b, de ekkor p? | a? + b? = n. Legyenek most py, pa, ..., p, tetszdleges (kii-
16nb626) 4t + 3 alakt primszémok. Ha s+ i oszthaté p;-vel, de nem oszthaté p?-tel, akkor
s+1,...,s+r mindegyike rossz. Ilyen s-et pl. az z +i = p; (mod p?), i = 1,2,...,r szi-
multan kongruenciarendszer megoldasaként kapunk. Mivel a modulusok paronként relativ
primek, igy a kinai maradéktétel szerint van megoldéas.
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4. Atlagosan hanyfeleképp all el6 egy szam két négyzetszam Osszegeként?

Megoldds: Legyen 7(n) az n = 22 + y? egyenlet 0 < y < z egész megoldasainak a szama,
ekkor a lim,, oo [r(1)+7(2)+...4+7(n)]/n hatarértéket kell kiszamitani. Itt egyaltalan nem
segit, ha tudjuk r(n) képletét. Az egész koordinataju pontok négyzetracsat érdemes nézni,
itt 7(1)+...+7(n) az 22 +y? < n megoldasszama, ami (a 0 < y < x feltétel mellett) éppen
egy origo koriili v/n sugart nyolcadkor racspontjainak a szama (az origot leszamitva). Ha
minden racspont koré egy egységnégyzetet rajzolunk, amelynek § a kozéppontja, akkor ezek
az egységnégyzetek nagyjabol a nyolcadkort fedik le, azaz a racspontok szama nagyjabol
a nyolcadkdr teriilete, vagyis (v/n)?7/8. Igy a keresett hatarérték /8, azaz aAtlagosan
ennyiféleképpen irhato fel egy pozitiv egész két négyzetszam Osszegeként.

5. Lehet-e (a) 2; (b) 3; (c) 4 egymast kovetd pozitiv egész szorzata négyzetszam?
Megoldds: (a) Nem lehet, hiszen 22 < 2% +z < (r+1)%. Mésképp: ha z(x+1) = y?, akkor
(x,x +1) = 1 miatt 2 = a?, y = b?, de két pozitiv négyzetszam kiilonbsége nem lehet 1.
(A maéasodik gondolatmenetbdl az is adodik, hogy z(x + 1) semmilyen teljes hatvany sem
lehet,.)

(b) Nem lehet: y? = z(z—1)(z+1) = (2% —1); mivel (z,22—1) = 1, ezért kiilon-kiilon
is négyzetszamok, de 22 — 1 # 22.

(¢) Ez sem lehet: 4% = z(z+1)(z+2)(x+3); legyen u = x(x+3), ekkor y? = u(u+2).
Ha v paratlan, akkor (u,u + 2) = 1, tehat u = a? u + 2 = b?, és igy b> — a? = 2, ami nem
lehet. Ha u = 2v, akkor (y/2)? = v(v + 1), ami az (a) rész alapjan lehetetlen.
Megjegyzés: Altalaban is igaz, hogy egymast kovetd pozitiv egészek szorzata sohasem lehet

teljes hatvany, ezt a hosszi ideig megoldatlan sejtést Erdds és Selfridge bizonyitottak be
1975-ben.

6. Adjuk meg poritiv egészek olyan végtelen sorozatéat, hogy semelyik két tag (a) Osszege;
(b) kiilonbsége se legyen négyzetszam. Probaljunk minél strtbb ilyen sorozatokat
konstrualni.

Megoldds: (a) A 3t + 1 alaka szamok megfelelnek, ezek strtisége 1/3. Sokaig azt hitték,
hogy ez a legjobb, de kideriilt, hogy a 4t 4+ 1 alaka szdmokat, valamint mod 32 a 14,
26 és 30 maradékosztalyokat véve egy 11/32 stirtiségii jo sorozatot kapunk (egy paratlan
négyzetszam mod 8 maradéka 1, egy parosé mod 32 pedig 0, 4 vagy 16, és a fenti halmaz
két elemét Gsszeadva sohasem kapunk ilyen maradékot). Hosszu évek bizonytalansaga utan
végiil Szemerédi Endre igazolta, hogy ennél stiriibb sorozat mér nem létezik.

(b) Itt messze nincs meg a pontos valasz. Elszor nézziik, mire jutunk a moho algo-
ritmussal. Ez azt jelenti, hogy minden lépésben a lehets legkisebb szamot vessziik hozzé
az addig kivalasztottakhoz. Az 1,2,...,n szamok koziil igy a3 = 1, ekkor nem vehetd
a1 +1=2,a1+4=25,..., tehat as = 3, igy nem vehet6 as +1=4,a, +4=7,..., vagyis
az = 6 stb. Ha aq, ..., a,-et kivilasztottuk, akkor ezek mindegyike az a; +h?, h < /n — a;
szamokat tiltja le, azaz Osszesen legfeljebb ry/n szam foglalt. Ez azt jelenti, hogy r < \/n
esetén biztosan talalunk wjabb, n-nél kisebb szabad elemet, igy n-ig mindenképpen ki
tudunk valasztani legalabb \/n elemet.

Ezt a stirtiséget sokaig csak nagyon nehéz eszkozok bevetésével sikeriilt egy icipicit
javitani, mig Ruzsa Imre meg nem talalta az alabbi abszolut kodzépiskolas konstrukciot:
tekintsiik azokat a szdmokat, amelyek 5-0s szamrendszerbeli alakjidban a hatulrél szamitott
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paratlan helyi értékeken csak 0 vagy 2 szamjegy allhat. Az n-nél kisebb ilyen szadmoknak
kb. logs n szamjegye van (az elején is megengedve 0-kat), ezek fele 5-féle lehet, a masik fele
2-fele, vagyis a szamuk kb, 51085 )/2 . g(logsn)/2 — ((1/2)(1+logs 2) — 0.7 - Meg kell még
mutatnunk, hogy ez j6 sorozat. Legyen ¢ = co+5c1 +5%2ca+. .. és d = dy+5dy +5%da+. ..
két ilyen szam, és tegyiik fel, hogy m? = ¢ —d = (¢co — dg) + 5(c1 —d1) + ... Ezt mod 5
nézve egyrészt ¢ —d = ¢y — dop = 0, 2 vagy 3, mésrészt egy négyzetszam 5-6s maradéka
0, 1 vagy 4. Ezért ¢ —d = 0 (mod 5), tehat 5 | ¢ —d = m?, innen 25 | ¢ — d, vagyis c
és d utolsd két jegye megegyezik. Mindkét szambol ezt a részt kivonva és 25-tel osztva
(¢ —d)/25 = (ca — da) + 5(c3 — d3) + ... = (m/5)? adodik. Az el6z6 gondolatmenetet
megismételve, majd az eljarast folytatva kapjuk, hogy minden i-re ¢; = d;, tehat ¢ = d.

7. Van-e végtelen sok olyan haromtagt szamtani sorozat, amelynek az elemei relativ prim
négyzetszamok?

Megoldds: Van, s6t olyan is, ahol az els§ tag 1: az 1 + v? = 2u? Pell-egyenletrdl az la
feladatban megmutattuk, hogy végtelen sok megoldasa van. Az Osszes szamharmast a
kovetkezdképpen kaphatjuk meg: 72 + s? = 2t2 <= [(r +5)/2]?> + [(r — 5)/2]® = 12,
amivel a feladatot a pitagoraszi szamhéarmasokra vezettiik vissza, amelyeknek jol ismert a
paraméteres elgallitasa.

8. Mely szamrendszerekben lesz az (a) 3; (b) 5; (¢) 33 darab 1-esbdl 4ll6 szam négyzet-
szam?

Megoldds: (a) Nincs ilyen: 22 < 2?2 + 2+ 1 < (z + 1)2.

(b) Ttt is megprobaljuk f(z) = 2%+ 23+ 22+ 2+ 1-et két négyzetszam kozé beszoritani:
22 = (22 +2/2+3/8)% = f(x) —52/8 —55/64 < f(x) és (z+1/8)? = (22 +x/2+4/8)* =
flz)+22/4 —2/2 —3/4 > f(x), ha x > 3. Ha f(z) négyzetszam, akkor egyben egy 8
nevezji tortnek a négyzete, viszont x > 3 esetén két egymaéast kovetd ilyen tort négyzete
kozé esik. Ezért csak x = 2 vagy 3 johet szoba, amelyek koziil x = 3 valoban megfelel:
1+3+9+27+81 = 112. (Dolgozhatunk végig egészekkel is; ehhez az egyenletet 64 = 82-tel
be kell szorozni.)

()t?=1+z+...+232 = (1+z+2*)(1+23+2°+. .. +23°). Megmutatjuk, hogy a
két tényezd relativ prim; ebbdl kovetkezik, hogy kiilon-kiilon is négyzetszamok, de 8a-ban
belattuk, hogy az els6 tényez6 nem lehet az, vagyis nincs megoldas. Tegyiik fel, hogy a
két tényezdnek p kozos primosztoja. Ekkor p | 22 +x + 1| 23 — 1, azaz 23 = 1 (mod p),
és igy a masodik tényez6 11 maradékot ad p-vel osztva, tehat csak p = 11 lehet. Azonban
az 2+ 2+ 1 = 0 (mod 11) kongruencia nem oldhat6é meg, ezt pl. a 0,1,...,10 értékek
végigprobalasaval vagy pedig a 4-gyel valo beszorzéas utan kapott (2x +1)2 = —3 (mod 11)
megoldhatatlansagéaval igazolhatjuk.

9. Adott 11 (kiilonb6z6) pozitiv egész, amelyek egyikének sincs 30-nal nagyobb primosz-
toja. Bizonyitsuk be, hogy a szdmok koziil kivalaszthaté néhany (lehet, hogy csak
egy, lehet, hogy az Osszes), amelyek szorzata négyzetszam.

Megoldds: Tekintsiik a szamokbol képezhets 21 — 1 szorzat kanonikus alakjat, ezekben a
30-nal kisebb 10 primszam hatvanyai szerepelnek. A négyzetszamok szempontjabol csak a
kitevSk paritasa szamit, igy ezekre 210 kiilonb6z6 lehetGség van. A skatulyaelv miatt lesz
két olyan szorzat, amelyben a primek kitevGinek paritasa paronként egyforma, pl. ajasas
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és agay. Ezt a két szorzatot Osszeszorozva négyzetszamot kapunk, és ha elhagyjuk a duplan
el6fordulo tényezdket, akkor a megmarado6 csupa kiilonb6z6 tényezd szorzata tovabbra is
négyzetszam marad (a példankban ez ajasasasas/(az)? = ajazay).

Egy méasik megoldas a kdvetkezs. Mindegyik a; szdmnak feleltessiik meg a benne

szerepl6 primek kitev6inek 10 elem® A; = (k; 1, ..., ki 10) paritasvektorat, ahol k;; aszerint
0 vagy 1, hogy a;-ben a j-edik prim kitevGje paros vagy paratlan. Egy szorzat pontosan
akkor négyzetszam, ha a megfelels vektorok oOsszege a nullvektor. Ha a vektorokat a
modulo 2 test feletti 10-dimenzios vektortér elemeinek tekintjiik, akkor a 11 vektor biztosan
linearisan Osszefliggs, azaz (mivel a skalaregyiitthatok csak 0 és 1 lehetnek) néhany vektor
Osszege a nullvektor.
Megjegyzés: A masodik bizonyitas folosleges nagyagyunak tiinik, azonban jelentds elénye,
hogy a kérdést egy homogén linearis egyenletrendszer megoldasara visszavezetve gyors al-
goritmust ad megfelel§ szorzat megtalalasara, mig az elsé bizonyitas csak azt adja, hogy a
rengeteg eset végigprobalasaval biztosan célhoz ériink. A feladat (10/11 helyett nagyobb
szamokra) fontos szerepet jatszik (viszonylag hatékony) primfelbontéasi algoritmusok konst-
rualasaban. A probléma magasabb kitevGjii hatvanyokra torténd altalanositasa csak rész-
ben megoldott és masfajta matematikai eszkzoket igényel. (Mindezekrdl részletesebben
lasd pl. a Freud Linearis algebra knyv 9.3 pontjat.)

10. Milyen n-ekre igaz, hogy n darab alkalmas (nem feltétleniil egybevago) négyzetbsl,
mindegyiket felhasznalva, hézagtalanul kirakhato egy (nagyobb) négyzet? Es mi a
helyzet a térben, ha ugyanezt kockdkra kérdezziik?

Megoldds: Erdemesebb forditva okoskodni, hogy egy nagy négyzetet hany kis négyzetre
vaghatunk szét. Ha k részre ez megoldhato, akkor az egyik négyzetet négyfelé vagva
k + 3-ra is kapunk egy jo felbontast, igy n = 1,4,7, ... biztosan elérhets. Ha a négyzetet t2
egybevago kis négyzetre vagjuk, és (t—1)2 kis négyzetet egyesitiink egy (kozepes) négyzetté,
akkor az eredeti négyzetiink 2 — (t — 1)? + 1 = 2t négyzet egyesitése, azaz n = 6,8, 10, . ..
is j0. Ezeket 3-mal névelve kapjuk, hogy minden n # 2, 3,5 megfelel. A 2 és a 3 nyilvan
nem j6, mert az eredeti négyzet mind a 4 sarkaba kell egy négyzet, és konnyen belathato
az 1s, hogy az 5 sem jo.

Ratérve a kockakra, itt minden él felezésével azt kapjuk, hogy ha k jo, akkor k + 7 is,
a harmadolassal pedig azt, hogy k + 26 is. Igy biztosan j6 minden n = 1+ 7r + 26s alaka
szam, ahol r és s nemnegativ egészek. Mivel (7,26) = 1, ezért 0-26,1-26,2-26,...,6-26
mind kiilonb6z6 maradékot adnak 7-tel osztva, igy n—1 > 6-26 —6 = 150 esetén n biztosan
elgall ilyen alakban. A fenti modszer persze finomithato, példaul ha az élek harmadolasa
utan keletkezd 27 kis kockabol 8-at Gsszeragasztunk, akkor 26 helyett 19 a novekedés, vagy
az élnegyedelés utan a 64 kis kockabol 27-et egyesitve 37 a névekmény stb. Ilyen triikkokkel
megmutathato, hogy minden n > 47 megfelel, azonban megoldatlan, hogy pl. 47-re mi a
helyzet.
Megjegyzés: Ha aq,...,ar pozitiv, relativ prim egészek, akkor az a1x1 + ...+ agrp = n
diofantikus egyenletnek minden, az a;-kt6l fiiggéen elég nagy n esetén létezik z; > 0
megoldésa, azonban k£ > 2-re nem ismert a kiiszobértékre altaldnos hasznélhato képlet.
Ezt az an. Frobenius-problémat sokat és intenziven vizsgaltak (koztiik Erdds is), a témarol
Kiss Géza irt feladatokat is tartalmazé nagyon jo attekinté cikket (Teaching Mathematics
and Computer Science 1/2 (2003), 203 218).



