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Feladatok a Wallace—Bolyai—Gerwien-tétel kornyékén

Hujter Balint

(Gyenes Zoltén el6adésa alapjan)

2025. AUGUSZTUS 4.

Bevezetés

Gyenes Zoltan kollégam zaronapi specidlis matematika tagozat szekcids eléadasa utan azt gon-
doltam, hogy talan hasznos lenne, ha errol az eldadéasrol késziilne valamiféle leirat. Ezért ezt
valasztottam dolgozatom téméajaul. Az eléaddson elhangzott feladatokat Gyenes Zoltan elkiildte
nekem, én ezt egészitettem ki néhany megoldassal, dbrakkal, osszefiiz6 gondolatokkal, egy-két
ujabb kapcsol6dé feladattal. A feladatokat és megoldasokat egy sajat (az eléadottaktdl kicsit

kiillonb6z6) sorrendben és felépitdsben targyalom.

Harom fontos feladat és egy tétel

Az eloadés 1vét az aldbbi hdrom feladat és a cimadé tétel hatarozta meg.

1. feladat (1 négyzetbdl 3 ugyanakkora négyzetet). Daraboljunk fel egy négyzetet legfel-
jebb 10 darabra tgy, hogy a darabokbdl hdrom egybevagd négyzetet lehessen osszerakni.

2. feladat (A torta). Egy matekot kedvel6 kisgyerek sziiletésnapjara egy nem egyenld szari
haromszog alaki tortat kért, mely alul piskotaréteghdl, feliil citromkrémbdl all. A kapott torta
nem tetszett neki, mert ¢ pont a tiikorképére vagyott. Segitsiink neki dtdarabolni a tortat a

kivant alakira anélkiil, hogy a darabokat fejjel lefelé forditanank.

3. feladat (A szabdlyos 12-sz6g).

Az abran egy négyzetbe irt szabalyos 12-szoget latunk.
Bizonyitsuk be — lehetdleg atdaraboléssal —, hogy a 12-szo0g tertilete

3/4 része a négyzetnek.
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A 1. feladat az Arany Ddniel Matematikaversenyen a 2009/2010 tanévben a Kezdék III. ka-
tegdridjanak dontéjének 3. feladata volt. Meglehetosen nehéz feladat ebben a formaban, de
aldbb majd teszlink javaslatot kapcsod6 konnyebb feladatokra, ezeket akar rogton a kittizéskor
el lehet mondani.A 2. feladat lényegében a Sklrjarszkij—Csencov—Jaglom feladatgytijtemény’ egy
feladata, egy Gyenes Zoltan altal kitalalt szellemes mesével. A 3. egy klasszikus feladat (a

szabalyos 12-sz6g teriiletének meghatérozasa) kevésbé szokasos megkérdez

A Wallace—Bolyai—Gerwien-tétel

A harom feladat mindegyike kapcsolédik az alabbi tételhez.

4. tétel (Wallace-Bolyai-Gerwien). Egyenld terileti sokszogek dtdarabolhatdk egymdsba.

A tétel kordbban Bolyai-Gerwien-tétel néven volt ismert (Bolyai Farkas 1833-ban, téle fiigget-
leniil Paul Gerwien 1835-ben adott bizonyitast), de késébb kideriilt, hogy William Wallace mar
1807-ben leirta.

Pontosan mit értiink az atdarabolhatdsag alatt? Az egyik sokszoget felbontjuk véges sok sokszogre,

amelyeket egybevagosagi transzformaciokkal atrendeziink gy, hogy a mésik sokszoget alkossdk.

1. Atdarabolas négyzetek kozt

Az 1. feladat énmagaban meglehetosen nehéz, érdekes elébb azon gondolkodni, hogy 3 helyett

milyen n-ek esetén tudunk n db ugyanakkor négyzetre atdarabolni?

1.1. feladat (1 négyzetbél n ugyanakkora négyzetet). Milyen n pozitiv egészre tudsz egy
négyzetet n darab ugyanakkora négyzetre atdarabolni? Nem kell megtalalni az 6sszes lehet6séget,

azokra az esetekre koncentralj, amelyeket meg tudsz csindlni.

e Ha n négyzetszam, akkor konnyti dolgunk van.

e Az n =2 esetre is talalhaté kénnyen megoldés, példaul 5 darabra vagva:

LA feladatgytijteméany 24. feladata igy szdl: Adott az ABC hdromszégtartomdny. A sikbél kiemelve forditsuk
meg, majd egyenes vonalakkal vagjuk fel részekre, hogy le tudjuk fedni vele az eredeti ABC' hdromszéget. Legaldbb
hdny vdgdsra van szikségink? Forras: D. O. Skljarszkij—N. N. Csencov—I. M. Jaglom: Vilogatott feladatok és
tételek az elemi matematika korébdl, Geometria I. (Planimetria), Tankonyvkiadd, Budapest, 1972.


https://hsm.stackexchange.com/questions/12923/who-was-paul-gerwien
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vagy még egy kicsit ligyesebben elég 4 darabra vagni:

2 - o

e n = 5-re talalhato olyan megoldas, amelyre az alabbi feladat nyujt segitséget.

1.2. feladat (Ferde négyzetek).

a) Az abrit dgy kaptuk, hogy Osszekotottikk egy egységnégyzet
csucsait és oldalfelezé pontjait. Mekkora a sotétebb rész tertilete?

b) Hogyan médosul a vélasz, ha felez6pont helyett més osztépontokat

hasznalunk?

A b) rész alapjan a médszer dltalanosithaté minden olyan n szdmra, amely el6all két négyzetszam

osszegeként,.

1.1. Kiilonbozo méretii négyzetek

Természetes kapcsolodd kérdés az is, hogy mikor lehet atdarabolni egy nagyobb négyzetet két
kisebb, kiilonbozé teriileti négyzetre? Elégséges-e az a nyilvanvaloan sziikséges feltétel, hogy
a két kisebb négyzet tertiiletének osszege meg kell egyezzen a nagy négyzet teriiletével? Ekkor
esziinkbe juthat a Pitagorasz-tétel, hiszen az is éppen arrdl szél, hogy két két kisebb négyzet

teriiletének Osszege megegyezik egy nagyobb négyzet tertiletével.

1.3. feladat. A Pitagorasz-tétel bizonyitasai kozott keress olyat, melynek segitségével be tudod
bizonyitani, hogy két tetszoleges négyzetet at tudsz darabolni egyetlen négyzetté.

Az alabbi dbra egy ilyen lehetdséget mutat be:
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Az abra azt mutatja, hogy egy nagyobb négyzet mindig atdarabolhaté két kisebb négyzetbe, ha
azok teriiletének Osszege megegyezik a nagyobb négyzetével. Ehhez raadasul elegendd 5 részre
vagnunk a nagyobb négyzetet.

1.2. Megoldas az 1. feladatra

Ezzel persze megoldast kaptunk az 1.1. feladatra, hiszen egy n teriiletii egymas utan levalaszthatunk
1 tertiletli négyzeteket (a k-adik 1épésben egy n — k + 1 teriiletii négyzetet egy n — k teriileti és
egy 1 teriiletli négyzetre darabolunk at).

Hogy a 1. feladatot is megoldottuk-e, az attdl fiigg, hogy hany darabra esik szét a nagy négyzet

az eljaras két lépése soran. Az alabbi abrdk mutatjak, hogy ez megoldhaté 10 darabra végassal.

Ez a megoldas kiilonbozik az Arany Daniel Verseny bizottsaga altal 6sszegytijtott megoldasoktol.

1.3. Kapcsolodoé feladat

Egy az 1. feladatnal sokkal konnyebb, de mégis tanulsagos rokon kérdés a kovetkezo:

4


https://www.eszesen2010.hu/download1.php?file=/aranyd/ad0910_kezdo_12kat_2ford_3kat_1ford_javut.pdf
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1.4. feladat. Daraboljunk at egy szabdlyos hdaromszoget harom egyforma méretii szabalyos

haromszogge.

2. A tortas feladatrol

A tortéas feladat azért is kapcsolodik a Wallace—Bolyai—Gerwien-tételhez, mert az kovetkezik

belole, hogy az atrendezésnél elegendé koriiljarastartd egybevagosagi transzformaciokat hasznalnunk.

Niylvanvaléan elégséges a feladat megoldasdhoz, ha szimmetrikus részekre (pl. egyenldszéari

héromszogekre) vigjuk szét a tortat.

Héarom egyenl6szari haromszogre tudunk végni a koriilirt kor kézéppontjabdl (K) a csicsokhoz
hizott vonalaknak vagy a beirt kor kdzéppontjabdl (1) az oldalakra &llitott merélegesek segitségével

(tompaszogli hdromszog esetén csak az utébbi miikodik):

C C C

A B A B A B

A harmadik dbra egy kiilondsen szellemes (igaz, 4 darabos) szétvagdast mutat: ha a beirt kor

lapja az egyik darab, a cstucsokndl egy-egy a szogfelezore szimmetrikus rész marad.

2.1. Kapcsolodo kérdések

Természetesen vetodik fel az is, hogy milyen haromszogeket lehet mindossze két darabra felvagva

atdarabolni a tiikkorképiikre.

2.1. feladat. a) Milyen haromszogeket tudsz felvagni két egyenld szari haromszogre?
b) Van-e olyan haromszog, amelyet két kiilonbéz6 médon is szét lehet vagni két egyenldszari

haromszogre?

Az a) kérdést alaposan korbjarja a Sklarszkij—Csencov—Jaglom-féle példatér. A b) kérdést
Balogh Richard 7.c osztalyos tanuld, Gyenes Zoltannal kozos fazekasos tanitvanyunk tette fel

egy matekéran.
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A kovetkez6 feladat a teriilet-atdaraboldsokhoz méar kevésbé kapcsolddik (cserébe mas fontos és

érdekes témakhoz jé bevezetést nyjt).

2.2. feladat. Osszunk fel négy egyenlészari haromszogre egy a) szabdlyos 6tszoget b) négyzetet

c) szabdlyos haromszoget gy, hogy a keletkezett darabok kozt semely kettd ne legyen egybevagd.

3. A szabalyos 12-szogrol

A 3. feladat megolddsdnak vazlata. A szabéalyos 12-szoget szétvaghatjuk 12 db egybevagd ,,piz-

zaszeletre” .

Elengendd bizonyitanunk, hogy az dbran sziirkével szinezett rész (amely a négyzet egy csicsanal
kimarad a 12-sz6gbél) éppen akkora teriiletii, mint egy pizzaszelet. Ezt atdarabolassal mutatjuk

meg:

A sotétebb kék haromszogeket a sotétebb piros haromszogek, a vildgosabb kék haromszoget a

vildgosabb haromszog helyére tehetjiik at.

De miért lesznek egybevagdk az atmozgatott haromszogek? Ennek kulcsa annak belatasa, hogy
a vildgosabb haromszogek szabélyosak (a sdtétebbek pedig egyenld szértiak, 150°-o0s szarszoggel).

Ennek bizonyitasat az Olvaséra bizzuk.
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3.1. Kapcsolodé feladatok

3.1. feladat (Négyzet és szabélyos haromszogek). * —9
a) Az &bran léthaté 8 pontot gy kaptuk, hogy egy R
négyzetbe négy darab szabdlyos haromszoget rajzoltunk. _ SR

Hanyféle médon lehet harmat kivélasztani kozilik ugy, . .
hogy azok egyenl6 szart haromszoget alkossanak? - — -

b) El lehet-e helyezni méshogy 8 pontot gy, hogy ennél | .
is tobbféle egyenlo szart haromszoget alkossanak? Jeen” o

3.2. feladat.

Bizonyitsd be, hogy az dbran lathato négyzet és szabalyos

12-sz6g egyforma tertiletii.

4. A Wallace—Bolyai—Gerwien-tétel bizonyitasa

A Wallace-Bolyai—Gerwien tételt példaul a kovetkezo modon lathatjuk be gy, részben a korabban

meggondoltak segitségével.

1. A sokszogeket feldaraboljuk héromszogekre. (Ez konkdv esetben is konnyti, hiszen nem

csak atlokat hasznalhatunk.)

2. A héromszogek konnyen atdarabolhatok téglalapokka, pl. egy alkalmasan valasztott kozépvonal

és magassagvonal segitségével:
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/AN~

(Arra figyeljiink, hogy ha tompaszogii, akkor a leghosszabb oldallal parhuzamos koézépvonalat
htzzuk be.)

3. Ha be tudnank latni, hogy barmely két azonos teriiletii téglalap atdarabolhaté egymésba,
akkor készen is lennénk. Hiszen: minden téglalapot egy-egy négyzetté alakitanank, s

ezutan ...

4. ... mint az elsé fejezetben méar meggondoltuk, két (vagy tobb) négyzetet at tudunk dara-
bolni egyetlen négyzetté.

5. Ezzel készen is vagyunk a bizonyitassal, hiszen az dtdarabolas egy megfordithaté folyamat
(igy ha két sokszoget a4t tudunk darabolni ugyanabba a négyzetbe, akkor egymdsba is
atdarabolhatdk).

Tehat mar csak azt kell tisztaznunk, hogy két azonos teriileti téglalap miért darabolhaté at

mindig egymésba.

4.1. feladat. Bizonyitsd be az dbra segitségével, hogy két egyenlo tertiletii téglalapot mindig at

lehet darabolni egymasba.

Gyenes Zoltan két hasznos megjegyzése a feladathoz:

o A két sziirke hdromszog eqybevdgosdagdt bizonyitani kell. Lehet szamoldssal, de van kozvet-

len geometriai megfontolas is.

o Vigydzzunk! Ez az dtdarabolds nem minden oldalardany esetén miikodik!
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4.1. 3-dimenzids kitekintés

Hilbert hires problémai koziil a 3. éppen a Wallace-Bolyai—Gerwien-tétel 3-dimenziés valtozata

volt.

4.2. feladat (Hilbert 3. probléméja, 1900). Igaz-e, hogy ha két 3-dimenzids poliéder térfogata
megegyezik, akkor atdarabolhaték egymasba.

Hilbert problémai koziil ez keriilt legel6szor megvalaszolasra, Max Dehn még ugyanabban az
évben adott egy ellenpéldat. Ennek ismertetése meghaladja eme dolgozat (és a kozépiskolds ma-

tematika) kereteit, de az alabbi feladat jél megfog egy fontos gondolatot a Dehn-féle eredménybél.

4.3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy semmilyen téglalapot nem lehet atdarabolni haromszoggé,

ha a darabokat csak eltolni szabad.

Nem nehéz, de érdemes meggondolni azt is, hogy mi a helyzet a tortas feladattal 3 dimenzioban.

Lezaras

Gyenes Zoltan el6addsa alapjan bemutattam a Wallace-Bolyai-Gerwien-tételt (egy bizonyitds-
vazlattal egyiitt) és azt a jopar érdekes feladatot, amelyek tarsasidgdban jol tanithaté ez a téma a
specidlis matematika tagozatos matekdérakon vagy szakkorokon. A téma nagy elénye, hogy a fel-
adatok zome nem igényel komolyabb matematikai eloképzettséget, akar mar 7-8. osztalyosokkal
is targyalhaték. A feladatok lazabb kapcsolédodasa miatt a téma tanitdasa nem csak egy blokk-
ban, hanem hosszabb idére széthizva (pl. a feladatokat egymds uténi heti/havi feladatsorokon

kitlizve) is j6l megvaldsithato.
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