BOLYAI JANOS KEZIRATBAN
HATRAHAGYOTT MATEMATIKAI MUNKAIROL

WESZELY TIBOR

B3 és szakszer(i méltatasok hangzottak el eddig a vildg matematika irodalmanak
egyik legcsodasabb gyongyszemérdl, az Appendixrdl. Ez Bolyai Janos f6 miive, s egy-
ben az egyediili is, mely élete folyaman nyomtatisban megjelent. De a Bolyai 4ltal
feltart ) matematikai eredmények messzemenden tullépik azt a keretet, melyet
az Appendix paragrafusai megjeldlnek. Az igen mostoha ko6zlési lehet8ség — beleértve
ide Bolyai sz{ikos anyagi koriilményeit is —, valamint kornyezetének kozonye béni-
totta 6t meg abban, hogy a tébbi eredeti tudoméanyos gondolatait és megsejtéseit nyil-
vanossagra hozza. Gondoljunk csak arra, hogy hany matematikét is fel6lels tudo-
manyos folydirat volt annak idején Erdélyben és Magyarorszagon, s milyenek voltak
a konyvkiadasi lehetSségek. Megragadva a szamdra talan egyetlen alkalmat, melyet
apja kindlt fel neki, hogy éppen a megjelenés elGtt 4116 nagy miive, a Tentamen 1. kote-
tének fiiggelékeként publikalja a paralleldkra vonatkozé eredményeit, az a 29 oldal
is Janosnak tobb mint 100 Rh. forintjaba keriilt, mely pénz abban az idében egy
szerényebb jovedelmii ember szdmdra igen komoly Osszegnek szamitott. Es gondol-
junk az Appendix, majd néhany évvel késGbb a Responsio alaptalan és igazsagtalan
elbirdlasaira, melyek munkakedvét és kutatdi palydjat majdnem kettétorték. A mate-
matika irdnti szenvedélye ezutan érezhetGen elfojtodik, és az ezt kovets tiz évben alig
foglalkozik e tudomdnydggal. De ez a nyugtalan 1élek nem tudja megéllni, hogy
a benne fesziild gondolatokat valakivel is ne kozolje. Miutan sivar kornyezetében
még apjaban sem talal egy igazi megért§ partnerre, egyediili hii meghallgatéjahoz,
a papirlapokhoz menekiil. Amikor csak egészsége megengedi, napestig gornyed kéz-
iratai felett, réva a gondolatait megorokits betiiket. A hanyatott élet és a koltozko-
dések 4ltali viszontagsagok ellenére is tobb ezer oldalnyi kézirati anyag maradt az
utékorra, melyek jo része matematikai tartalmu. Kéziratban maradt értékes kis palya-
zati miive a Responsio, valamint gondos és rendszeres megszerkesztés utan itélve koz-
lésre szant utolsd, s egyben befejezetlen munkéja is, a Raumlehre. Tehat nyilvanvald,
hogy egy igen hidnyos és torz képet alkotunk Bolyai matematikai munkassagarol,
ha azt tulnyomdan csak az Appendix alapjan itéljiik meg.

A papirlapokra néha futé gondolatait jegyezte fel, maskor pedig pillanatnyi
rendszerességgel fejtette ki szamitésait és mondanivaléjat. Egy idS utan tobbszor meg-
torténik, hogy 0jbdl visszatér mar korabbi gondolataihoz, mint példaul: a tetraéder
hiperbolikus térbeli kobtartalméara vonatkozé szamitdsai vagy az S rendszer ellent-
monddastalansaganak problémaja, mely kérdés egész életén at foglalkoztatta. Kilatas-
talan kozlési lehetGségei miatt azonban, § nem szedte ezeket egy egységes rendszerbe.
Talan a szerencse is kozrejatszott akkor, amikor a halala utan a megmaradt kézirato-
kat a marosvéasarhelyi katonai varparancsnok lefoglaltatja és utasitdst ad, hogy rak-
jak ladakba és vigyék be a vérba. fgy lehet, hogy a fatalis elkalléddsté] mentette meg
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azokat. Miutan belattdk, hogy nincs benniik semmif¢le katonai vonatkozasu titok,
ezek a laddk az egyik fészerbdl a masikba hanyddtak. Ujbol csak szerencse, hogy vé-
giil is a Bolyaiak 3si iskoldja, a marosvasarhelyi reformatus kollégium ezeket a sajat
épiiletébe viteti, és ezzel a kéziratokat jovatehetetlen karoktol mentette meg. Amikor
Bolyai Janos hirneve az Appendixnek koszonhetéen egyre emelkedik, a tudomanyos
vilag figyelme ezekre a kéziratokra is rdiranyul, és Paul Stickel német matematikus
felbecsiilhetetlen érdeme, hogy ezek matematikai vonatkozasu f6bb részei a szdzad-
fordul6 idején nyomtatasban is megjelentek. Meg kell emliteniink még azt, hogy ezek
bizonyos rendszerezésére mar maga Stickel vallalkozott, és sok esetben igyekezett
Bolyai id6kozben bevezetett, néhol eléggé nehézkes és szokatlan 0j szimbolikdjdval
is megbirk6zni. De gyakran csak az 0j gondolatokat rejté kézirati anyag puszta le-
kozlését végzi el, anélkiil, hogy a témak szerinti csoportositast szem elétt tartotta
volna. De ugy gondoljuk, sziikségtelen kihangstlyozni, hogy ezzel is éridsi szolgdla-
tokat tett nagy matematikusunk eredeti megldtdsaink a megismertetése érdekében.

S mi tortént azéta a matematikai targyt kézirati anyag értékelésével és tovdbbi
feldolgozdsaval ? — Ugy tiinik, hogy Stickel 6ta ezen a téren érdemleges elSrehaladas
nem tortént. A tovabbi Bolyai-kutatds ezek értékelésénél is csak Stiackel meglatasaira
és kommentaldsaira tdmaszkodott, mivel & volt az egyediili szakember, aki ezekbe
részletesebben és mélyebben bepillantott. Stickel jelentds munkat végzett, de mindent
felolelni és redlisan értékelnt 6 sem tudott. Igy a kéziratokban hatrahagyott igazi
szellemi értékek kidomboritdsa és helyes megitélése néha elsiklott, és igy volt olyan is,
ami a koztudatban tévesen honosodott meg. S mindez Bolyai Janos matematika-
torténeti jelentGségmegitélésének a kardra.

E kijelentés konkrét alatimasztasara a sok koziil csupan két tipikus példat raga-
dok ki.

V. F. Kagan jeles szovjet matematikus, az Appendix orosz nyelvii forditoja, aki
sokat tett azért, hogy Bolyait a Szovjetuniéban is megismerjék. ,,A nemeuklideszi
geometria felépitése Lobacsevszkijnél, Gaussndl €s Bolyaindl” c. tanulménydban, e
geometria logikai helyességének kérdését boncolgatva, tobbek kozott a kovetkezs-
ket irja:

~Amikor a nemeuklideszi gcometriat legalabb elemi részeiben kifejtették, meg=
alkotoi eldtt logikai helyességének, vagy amint ma mondjuk »ellentmondasmentes-
ség«-ének a kérdése allott. A kérdés az volt: teljesen bizonyos-e, hogy semmilyen
tovabbi kifejlesztés nem vezet ellentmondashoz? Nem fér semmi kétség ahhoz, hogy
Lobacsevszkij és Bolyai is sokat gondolkoztak errdl, és ennek az érdekében olyan
bizonyitékokat kerestek, amelyekkel szemben szmmilyen ellenvetés nem hozhaté fel.
A Bolyai haldla utan fennmaradt irdsokban Stickel felfedte azt az allitast, hogy &
(marmint Bolyai) megkapta az dltala felépitett geometria logikai helyességének iga-
zolasat, és hogy szdndékéban 4ll ezt a bizonyitast kifejteni. Azonban ennek a bizo-
nyitdsnak sehol semmi nyoma nincs, még csak a vezérgondolatok sem maradtak meg
Bolyai hagyatékdban. Meg kell mondanunk, hogy maga ez a feljegyzés Bolyai éle-
tének utolso évébdl szarmazik, amikor mar elvesztette gondolkozdsanak vildgossagat
és pontossagat. Aligha férhet kétség ahhoz, hogy az a meggy6z6dése, hogy megkapta
a bizonyitast, illuzié volt.”

Majd ezt kovetGen Kagan hosszasan fejti ki Lobacsevszkij e kérdésre irdnyuld
meglatasait, eljutva a nagy orosz matematikus azon meggy6z6déséig, hogy ,,az altala
megallapitott egyenletek, amelyek a derékszogli haromszog oldalait és szogeit kotik
Ossze, magukban véve algebrailag ellentmondasmentesek és fiiggetlenek nem lehet
kétségbe vonni.” ,,Arra a meggy6zddésére — irja tovdbba Kagan —, hogy az dltala
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megalkotott geometria helyes, f6képpen a hatarozott integralok ért¢kének megha-
tarozasara vald alkalmazasban keres megoldast.”

Tehat az eddig, és igy feltart kozleményeket olvasva, az Olvasé azzal a meg-
oy6z8déssel marad, hogy Lobacsevszkij e téren igen komoly Iépéseket tett, mig Bolyai
azon utaldsa, hogy megtalalta a megoldast — Kagant idézve — ,,csupén illuzié volt™.

Az ehhez hasonlé megallapitisok nemcsak Kagan tollabdl, hanem masoktol is
olvashatok. Es nem csoda. A Stickel altal szétszortan kozolt szovegtoredékek egyiké-
nek vagy masikanak egyediili, izolalt és kevésbé figyelmes elolvasdsa nem késztet
arra, hogy messzire kovetkeztessiink, és ezaltal Bolyai ilyen irdnyban kifejtett megla-
tasainak valodi mélységét és jelentdségét felismerjiik. De rakjuk csak Ossze rendszere-
z8 koriiltekintéssel Bolyai ilyen témdju, kéziratban megmaradt kijelentéseit és bizo-
nyitasait. Egy csodalatos kis dolgozat kerekedik ki belGle, amelybdl nem nehéz észre-
venni, hogy Bolyi mily kozel férk6zott a mai szemléletiinkhoz. Megéllapithatjuk azt,
hogy 6 volt az elsé a vildgon, aki a modellmodszer alkalmazasdval megtaldlta a meg-
oldas helyes utjat! O az, aki kihangstlyozza, hogy a kiildnboz8 terekbe agyazott
specidlis felilleteknek megvan a maguk belsé geometridja. A hiperbolikus térbe dgya-
zott paraszféra az euklideszi sik e térbeli modellje, s ebbdl Bolyai azonnal kovetkeztet
is: az S-rendszer ellentmonddsmentességébdl a X (vagyis az euklideszi mértan) sik-
beli ellentmondéstalansdga szdrmazik. Eszreveszi azt is, hogy a kérdés teljes megolda-
sahoz az elébbi kijelentés forditottjanak az igazoldsara is sziikség van, vagyis, létez-
zen egy olyan euklideszi térbeli feliilet, melyen az S-rendszer valdsuljon meg. Tehat
csak a haldla utan joval késébb felfedezett pszeudoszféra megtaldlasa maradt még
hatra.

Kézirataiban bdven értekezik a k gorbiileti paraméterérték eldonthetetlenségi
problémadjardl, valamint arrél, hogy — ugyancsak a kéziratban altala kifejtett hiper-
bolikus trigonometria, ¢és a mar jol ismert szférikus trigonometria teljes formai ha-
sonldsiga, s az utdbbinak az Appendixben igazolt abszolit (vagyis az euklideszi par-
huzamossdgi axiomatol fiiggetlen) igaz volta miatt az S-rendszer ellentmonddsta-
lans4gara kovetkeztethetiink. Az el6bbiekbdl adédodan azt is észreveszi, hogy a hiper-
bolikus sik egy képzetes sugaru gombként is felfoghatd. Lobacsevszkijt tullépve vila-
gosan megkiilonbozteti a hiperbolikus sikgeometria és a hiperbolikus térgeometria
ellentmondédsmentességének a kérdését, hangstlyozva, hogy ez el6bbibdl nem biztos,
hogy kovetkezik az utobbi.

Az az Ut, amely ezen a téren a napjainkig elért eredményeken nyugvé allaspontig
vezet, az a Bolyai Janos altal feltart Ut. Tehat a sajat eredményeire vald utalds nem
egy erdszakkal és alaptalanul beteg elméjiivé degradalt ember tn. ,,illiziéi”. Emiatt
tartottam elengedhetetleniil sziikségesnek, hogy Bolyai Janos ilyen iranyu bizonyi-
tasokkal teli szovegrészleteit Osszegytijtsem és rendezzem, és ezeket az ,,Ellentmondas-
mentességi vizsgalatok™ cimen mint egyik igen jelentds kis munkdjat a nemrég meg-
jelent konyvemben kozoljem.

Arra vonatkozdan, hogy mennyire sziikséges volt a kéziratban maradt Bolyai
anyag, valamint ezek utdlagos értékelésének ujboli atnézése, ime a masodik példa:

1848 &szén, a jogtalan elsajatitds gyanujatol agyonmarcangolt Bolyai Janos, apja
altal végiil is kézhez kapta Lobacsevszkij 1840-ben megjelent német nyelvii Geomet-
rische Untersuchungen, magyarul Geometriai vizsgdlatok c. miivét. Amidta kultiar-
emberek 1éteznek e Foldon, kevesen vettek oly izgalommal keziikbe konyvet, mint
akkor Bolyai Janos. Lazas olvasasba kezd, melyet gyors jegyzetelés kovet. Az altala
irt matematikai szovegek tulnyomorészt német €s latin nyelviiek, de ez esetben a re-
megd kezétdl iranyitott toll magyar anyanyelvén oOrokitették meg aradd panaszait
és észrevételeit. Az igy egymasra tett lapokbodl egy vaskos kézirat bontakozott ki,
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melyet Bolyai egyaltalan nem szandékozott nyilvanossdgra hozni. Ez a kozlésre nem
szant bizalmas szoveg talan a legfényesebben igazolja jellemének tisztasagat és mély,
Gszinte igazsagszeretetét. Ott, ahol tigy latja, vetélytarsarol a legnagyobb elismeréssel
ir. Mivel ez a kézirati anyag is nagyon sok eredeti matematikai meglatast tartalmaz,
a szdzadfordulo idején Paul Stickel és a forditdsban is segédkezd Kiirschak Jozsef
ugy dontottek, hogy ennek Iényegesebb részeit mégis csak nyilvdnossagra hozzak.

Eszrevételek cimen igy valt kozismertté Bolyainak ez a munkaja. Paul Stickel Bolyai
kritikai észrevételeit sajat kommentalasaival kiséri, nagyrészt egyetértve a kifogdsok-
kal és megjegyzésekkel. Van azonban Bolyainak egy erdsebb hangt biralata, amely
a Geometriai vizsgdlatok 27. paragrafusara vonatkozik. Itt nyomatékosan éllitja, hogy
Lobacsevszkij — Bolyai kifejezését hasznalva — ,,szarvashibat” kovetett el. Stackel
itt nem ért egyet Bolyaival és azt allitja, hogy birdlata alaptalan. KésGbb, amikor
1950-ben Moszkvaban az Appendix orosz nyclven is megjelenik, ezzel egyiitt (mivel
Lobacsevszkijrél van sz0) az Eszrevételek Stickel és Kiirschdk altal kozzétett szovegét
is kozlik, melyhez maga a forditd, F. Kagan is hosszi megjegyzéseket fiiz. Alata-
masztja Stackel allitasait, majd oldalakat kitevs fejtegetései végén a kovetkezdket
irja: ,,Bolyai nyilvan észrevette ezt a dolgot (marmint hogy a 27. paragrafusban a
testszoglet mértékét kifejezé képletben egy bizonyos 1/2 szorzotényezs szerepelhet-e
vagy nem), azonban figyelembe véve az 6 ingeriilt allapotét, valamint Lobacsevszkij-
nek kevésbé preciz meghatdrozasait, alkalmat ad Janosnak, hogy Lobacsevszkijt
stlyos hibakkal vadoija. A valdsagban nem létezik semmiféle hiba; csak hidnyokrol
van sz, amelyeket — amint Stéckel is kimutatta észrevételeiben — Lobacsevszkij
més miiveiben kiegészitett.”

Ujbdl csak az, hogy amit Bolyai irt, az egy idegileg beszdmithatatlan ember ter-
méke. Ez az a gyors és egyszerii érv, amellyel egy mondatban el lehet intézni mind-
azokat a meglatdsait, amelyekkel valaki nem o6hajt egyetérteni. Az igaz, hogy Bolyai
zsenialis alkotéereje idGvel lényegesen csokkent, de tébolyodott nem volt. Mar
Alexits Gyorgy akadémikus is hangstlyozta, hogy olyan miiveket, mint az élete alko-
nyan irt Raumlehre, zavarodott elmével nem lehet irni.

Vilagos, hogy Bolyai Janos targyilagos megitélésénél a Bolyai-kutatds ezekre
az eddig meglevé megallapitasokra és értékelésekre tamaszkodhat, mely rautaltsig
még kihangstlyozottabba valik, ha az illet6 kutaté nem matematikus szakember.
Eklatans példaként jut kifejezésre ez az allapot Benkd Samunal, aki az 1968-ban meg-
jelent ,,Bolyai Janos vallomdsai* c. nagysiker(i konyvében csak az aldbbiakrol sza-
molhat be:

,»S ahogy Bolyai olvasni kezdi a miivet (marmint Lobacsevszkij Geometriai vizs-
gdlatok c. munk4jat), ugy hesseget el magatol minden kordbbi gyanakvast, s mar nem
erkolesi vétségen, hanem tudomanyos hiban akarja rajtakapni a vetélytasat. Sorra
vizsgalja a Geometrische Untersuchungen paragrafusait, és melléjiik allitja az Appendix
gondolatmenetét. Igyekszik mindenbe belek6tni, de mint a tudomanytorténet kide-
ritette, helyes birald megjegyzései mellett sokszor tull6 a célon, és igazsigtalanul ta-
mad. Igy példaul nem volt igaza, amikor azt 4llitotta, hogy a 27. cikkelyben a gémb-
haromszog oldalait n-vel hasonlitva 6ssze »Lobacsevszkij szarvas hibdba esik«.”

Mint tudomanytorténeti érdekességet is, tiizetesen elolvastam Lobacsevszkij
szoban forgd miivét, és ennek keretén beliill megkiilonboztetett figyelemmel a 27.
cikkelyt, majd ezt kovetden Bolyai kifogdsait és észrevételeit, valamint Stiackel és
Kagan ezzel kapcesolatos utélagos kommentalasait és megjegyzéseit. Furcsa megle-
pGdéssel, de jolesd érzéssel dllapitottam meg, hogy Bolyai Janos nem biralt alaptala-
nul; kifogdsai helytalldak és jogosak, tehat nem igaz az, hogy igazsagtalanul timad.
S ugyanakkor, Stidckel, majd Kagan azon 4llitdsai, miszerint Lobacsevszkij a 27.
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paragrafusban semmiféle hibat sem kovetett el, nem fedik a valésagot. Ugyanis a 27.
cikkelyben szerepel az a megéllapitas, hogy ugyanazon gomb fél fékoriveinek, vala-
mint e félgomb felszinének mértéke n. Ilyen gomb, barhogyan is vessziik, nem létezik,
mivel ez mar eleve ellentmond a hossz- és teriiletegységek konvencionalis kapcsola-
tanak. Stickel és Kagan nem értenck egyct Bolyai azon kifogdsaval sem, hogy itt a
gomb sugardnak a tisztazasa is sziikséges. Pedig az el6bbi gdmb esetében ez a kove-
telmény mégiscsak elengedhetetlen, melynek keresése azonnal fényt vetne a hibas
allitasra. E paragrafusban mutatkoz6 nemegyezés onnan ered, hogy Lobacsevszkij
helyteleniil jar el a lapszogmérésnél, melyet nem a neki megfeleld sikszoggel és innen
eredden ivmértékkel, hanem a lapszog €lén taldlhaté kozépponti gdmbbdl a lapszog
lapjai altal kimetszett gombkétszoggel, tehat gombfeliiletmértékkel mér. Igy a derék-
szogli lapszognek megfelelé negyedgombre egyszeriien rakényszeriti a /2 értéket, s
igy lesz azon a gdmbon, mely f6koreinek mértéke 27, az egész gombfelszin mértéke
ugyancsak 2n. A helyes mérési eljaras szerint a sikszoget és lapszoget ivmértékkel, a
testszogletet pedig gombfeliiletmértékkel mérjiik. Ennek helyes volta a kovetkezd
topologiai jellegii tulajdonsdgbol is azonnal belathatd: a sikban, annak egy pontjabol
kiindul6 félegyenesek, valamint a térben egy adott egyenes 4ltal hatdrolt félsikok
halmaza a korrel homeomorf alakzatok; ugyanakkor, egy pontbol kiinduld térbeli
félegyenesek sokasdga a gombbel homeomorf alakzat.

Ez a két kiragadott példa is taldn meggyGzGen érzékelteti, hogy mennyire sziik-
ségessé valt a kézirati anyag lelkiismeretes 4tnézése és a benne rejlé gondolatok redlis
értékelése és kozzététele. Tul hosszadalmas lenne most itt az eddig feltart matematikai
vonatkozast anyag aprélékosabb elemzése. Ehelyett probaljuk meg roviden, csupan
12 pontban osszefoglalni az ezekben rejlé fontosabb eredményeket és meglatdsokat.

1. Mint a bécsi katonai akadémia 17 éves hallgatdja, Bolyai Janos egy igen elmés
eljarast ad a szogharmadolas problémajanak megoldasara vonatkozéan. A foljegy-
zés egy iskolai jegyzetfiizetben talalhatd, és a szerkesztésnél felhasznalja az egyenld
oldalt hiperbola egyik agat.

2. Az immar matematikatorténeti jelentGséggel biré 1823. november 3-an irott
temesvari levelében, melyben mamoros 6rommel tesz apjanak emlitést a parallelakra
vonatkozo csodas eredményeirdl, a binomidlis sor 6sszegének meghatirozasara ad
egy ujfajta, igen elegdns moddszert, szem el6tt tartva a konvergenciai kovetelménye-
ketis.

3. A kézirati anyag hii bizonyitéka annak, hogy az Appendix megjelenése eltti
években Bolyai Janos mar tisztan latta az imagindrius egység, és ebbdl fakaddan
a komplex szimoknak az & Uj geometridjaban jatszé jelentSs szerepét. Ez vezeti 6t
a hiperbolikus fliggvények altal hasznalt alakjdhoz, melyeket a trigonometriai szog-
fiiggvényekbdl a napjainkban hasznalatos médon szarmaztat:

~sin+Xx, cos4+x, —tg+x, =—ctg+x

mely szdrmaztatas eredeti kapcsolatban van a szférikus és hiperbolikus trigonometriai
Osszefiiggések megegyezd formai hasonlosagaval. E tulajdonsig Bolyai ellentmondas-
mentességi vizsgdlataindl is szerepet jatszik.

4. A Responsio 8 paragrafusban, Hamiltonnal egyidejiileg a komplex szamok
elméletének algebrai megalapozasat adja meg. Maskiilonben ezt az egész kis dolgoza-
tat szdzadunk matematikajat jellemzG nagyfoku absztrakcié hatja 4t.

5. Tobb kéziratdban lényeges kibdvitését talaljuk az Appendixben kozzétett
nemeuklideszi geometria gondolatainak. Ezek koziil emlitsiink meg néhanyat. A hi-
perbolikus sikbeli hAiromszog teriiletképletére egy Uij levezetést ad; lényegesen elmé-
lyiti a hiperszféra fogalmara és ennek tulajdonsdgaira vonatkozé ismereteket; ki-
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hangsulyozast nyer, hogy bizonyos feliileteknek megvan a maguk belsG geometriaja;
mint sajatos esetként, mar elére megadta az alland6 gorbiiletii felilletek geodetikus
hiaromszogeire vonatkozo Gauss—Bonnet-féle teriiletképletet, melynek altalanosabb
formajat késGbb igazoltak; egy igen elmés bizonyitasat adja két olyan hiperbolikus
geometriaban szerepld allandé érték megegyezésének, melyeket Lobacsevszkij bizo-
nyitds nélkiil egyenlGeknek vesz (e két allando érték koziil az egyik az egymastdl x
tavolsdgra futdé parhuzamos és megfeleld paraciklusivek ardnya, a mdsik pedig a
1

[ctg %n(x)]x kifejezés, ahol n(x) az x tavolsaignak megfelel§ parallelszog).

6. Jelentdsek és érdekesek azok a fejtegetései, amelyekben a hiperbolikus térbeli
tetraéderek kobtartalmat meghatarozo képleteket vezeti le. Igen elmés az a négy mod-
szer, melyekkel a kérdés megoldasdra torekszik. Szamitdsai sordn eljut néhany ellip-
tikus integralhoz is, melyekkel sokat bajlédott. Amint Bolyai Farkasnak egyik Gauss-
hoz irott levelébdl is kitiinik, ez volt az egyik oka annak, hogy erre vonatkozo ered-
ményeit Janos nem vette be az Appendix szovegébe.

7. A Raumlehre-ben az egész geometria épiiletének hézagtalan, szabatos megala-
pozésara és felépitésére torekszik, melyben az igen elmés meglatisai mellett, magat a
célt is csak nagyra értékelni tudjuk.

8. A Raumlehre-hez csatolt cédulakon talaljuk az irdnyithat6 zart feliiletekre
vonatkozo azon eredeti Gtleteit és eszmefuttatasait, melyekkel valosdggal elGre latta
a topologia jovébeli kivételes jelent8ségét. Ide sorolhatok még a gdmbbel, valamint
a torusszal homeomorf poliéderekre érvényes vizsgalatai is.

9. Mir bdvebben értekeztiink az S-rendszer ellentmondédsmentességére iranyuld
kutatédsairol. Ez is, és fGleg az Appendixben lefektetett egész geometriai rendszere a
matematikai logika kés@bbi fejldésmenetének egyik igen fontos forrasbazisa.

10. Zsenialis megsejtéssel jelzi, hogy a fizikai gravitaciés erétér és ennek mint
megfeleld geometriai térszerkezet kozott szoros Osszefiiggésnek kell lennie. Mint
ismeretes, ezt a kapcsolatot 1916-ban Einstein mutatta ki konkrétan a hires tenzor-
egyenletében, mely relacié az altala kidolgozott altalanos relativitaselmélet egyik
alaposszefiiggését képezi.

11. Mint ismeretes, Bolyai Farkas egyik legjelentsebb eredménye a végszerii
teriiletegyenlGségre vonatkozd vizsgélatai és az ezzel kapcesolatos tétele. Janos, apja
sugallatdra, nagy erdfeszitéseket tesz az egyenld térfogatu poliéderek végszerii egyen-
18ségének az igazolasara. Vaskos kézirati anyag a tanuja annak, hogy sokat bajlo-
dott ezzel a problémaval. De amint a kézirati anyagbdl vilagosan kitiinik, sejti a he-
lyes eredményt, miszerint a poliéderek esetében mar nem mondhaté ki az apja altal
a sikbeli sokszogekre igazolt hasonlo tétel.

12. Hogy Bolyai Janost a geometridn kiviil az algebrai problémak is érdekelték,
a Responsisban kifejtett gondolatokon kiviil, a négynél magasabb foku algebrai
egyenletekre vonatkozd vizsgalatai is igazoljak. A kora matematikai irodalmatol
elszigetelt tudos sajnos itt olyan kérdésekkel foglalkozott, melyekrdl az akkoriban
épp megjelent kézleményekbdl mar eleve tudhatta volna, hogy faradozasai hidba-
valoak.

Alapos megfontoltsaggal allithatd, hogy Bolyai Janos vaskos matematikai vonat-
kozasu kéziratai még rejtenek magukban értékes, de mind ez ideig feltaratlan része-
ket. Meggondolkoztaté ezen a téren az, hogy tobb mint egy évszdzad alatt nem akadt
egyetlen magyar szakember sem, aki ezek rejtelmeibe tiizetesen behatoljon. Aki ezen
a téren lényeges munkat végzett, az egy német matematikus volt: Paul Stackel. Ami
az erre vonatkozd altalam kifejtett tevékenységet illeti, egy Oszinte vallomdssal tar-
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tozom: az eddig végzett munkammal tavolrol sem vagyok elégedett. Ugyanis — amint
erre Benk§ Samu is felhivta a nalunk megjelen6 4 Hér c. hetilap hasédbjain a figycel-
memet — nem artana 0jbol aprolékosan atnézni legalabb a Teleki—Bolyai konyv-
tarban taldlhaté matematikai kéziratokat, és a szakmai felelGsség tudatéval kijelen-
teni, hogy mi értékes és mi nem a még nem k6zolt anyagbdl.

Egy objektiv tény azonban fenndll, ami talan mentségiil is szolgalhat az eddigi
helyzetért, éspedig az, hogy ennek elvégzése roppant szellemi befektetést és iddt kove-
tel; és nem utolsésorban komoly nyelvismereteket is. De bizzunk abban, hogy a ki-
tarté Bolyai-kutatds meghozza majd az eredményt.

Hogy mit jelent Bolyai Janos matematikai munkdssagat a kéziratban maradt
munkainak a szerves figyelembevételével is — tehat nemcsak szigortan az Appendix
alapjan — megitélni és targyalni, azt taldn tudomanytorténésziink, Vekerdi Lészlo
soraival fejezhetem ki a legjobban: ,,Bolyai Janos kéziratos foljegyzéseit és toredé-
keit figyelembe véve egész matematikai munkdssdaganak hatterében az Appendix
is masként latszik : eltolédnak eddigi hangsulyok, szinez8dnek és 0j értelmet nyernek
centralis részletek. Hosszt ideig Bolyai Janos nagy felfedezéséiil a parhuzamosok két-
ezer esztend@s problémajanak megoldasat tekintették, a nemecuklideszi geometria
— Gauss-szal és Lobacsevszkijjel egyidejii — kidolgozasat. Nem alaptalanul, hiszen
munkdssaga ezt is tartalmazza.” A kézirataiban maradt nagyszerii eredményeinek
a figyelembevétele is ,.kiszabaditja Bolyait a parallelak bortonébdl, s megmutatja azt
a mérhetetleniil tagasabb teret, amit langelméje tul a parallelakon a matematikai gon-
dolkodas egész vilagaba nyitott. A parallelak inkabb csak ablak volt, amelyen keresz-
tiil bepillantott ebbe a csodalatos, 1j, més vildgba, a modern matematika vildgaba.
Ha csak a Responsiot lapozzuk at, lathatjuk, hogy Bolyai az elemek és miiveletek
elvonatkoztatdsdval és altalanositasaval olyan gondolatokra jut, melyekben lehetet-
len, hogy ne érezziik szdzadunk algebrajanak egyik jellemvonasat. Nem csoda, hogy
nem értették meg, hiszen § lényegében mar absztrakt matematikai fogalmakat vett
részre (és bgvitett tovabb) ott, ahol a tobbiek még csak szamokat, pontokat, egyene-
seket, gorbéket, feliileteket lattak.”

Es most kockaztassuk meg a kérdést: nemzetkozi szinten mennyire ismert nagy
matematikusunk neve és tudomanyos tevékenysége?

Csaszar Akos akadémikus tollabél a napokban olvastam egy igen tipikus és
helytallo észrevételt, mely sajnos nem egyedi jelenség. ,, Taldlkoztam olyan amerikai
matematikaprofesszorral — irja Csaszar Akos —, aki, mikor hallotta télem, hogy
a magyar matematikai tarsulatot Bolyai Janosrél nevezték el, megkérdezte: ki az
a BolyaiJanos ?”

Az én sajit tapasztalataim alapjan, csak aldtamasztani tudom Cséaszar Akos meg-
jegyzésének helytallosagat.

Az ezzel kapcsolatos igazsag, hogy mindannyian keveset tettiink nagy matema-
tikusunk nemzetk6zi megismertetése érdekében. Ilyen értelemben nagyon nagy sziik-
ségét latom egy angol nyelvii Bolyai-monografia megjelentetésének. E nemes cél meg-
valositasanak eredményei taldn indokolttd tennék az esetleges anyagi dldozatokat is,
s ugyanakkor az eddig megjelent magyar nyelvii szelektalt kész Bolyai-anyag tigyes
ollézéasa nagy segitségére lehet az ezzel megbizott szerkesztGknek.

Es végezetiil Bolyai Janos munkéssagaval kapcsolatban még csak egy dologra
térnék ki. Kéziratai, valamint egész életmiive mintha filozofiai okfejtéseket is tartal-
mazna. Ezek értékelésére Toth Imre és Benkd Samu mar tettek Iépéseket. Nem ren-
delkezem filozofiai képzettséggel, de ugy érzem, hogy a komplex Bolyai-kutatasnak
taldn erre is figyelemmel kellene lennie. Ilyen vonatkozasban 6rommel vettem a ke-
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zembe egy ,,Bolyai Janos életmiivérsl” sz6l6 kis brosurat, mely Nagy Ferenc szer-
kesztésében tartalmazza mindazokat az elGaddsokat, melyeket a magyarorszagi
KISZ-fiatalok egy csoportjanak tagjai az Appendix megjelenésének 150. évforduldja
alkalmabol a mult év 6szén a berlini Magyar Kultira Hazdban rendezett Bolyai-em-
1ékiilésén olvastak fel. Csak orvendeni tudunk, hogy ilyen iranybdl is megpezsdiilt
a Bolyai-kutatés.

Adézzunk még néhany percet a kegyeletnek, képzeletben pergessiik vissza az
irreverzibilis id6t, és szoljunk néhany szot a boles6helyekrdl és azok mai emlékeirdl.
Egy kis Szeben megyei erdélyi falu Bolya, az &si fészek. Itt sziiletett Bolyai Farkas is.
Janos mar Kolozsvaron latta meg a napvilagot, abban a varosban, ahol a nagy Ma-
tyas kiradlyunk sziiletett. A fiatal Bolyai csalad elsé lakhelye Doméld, abban az idGben
csak néhany viskobol allo isten hata mogotti kis helység, ahol Farkas csaladi orok-
ségként kapott 12 holdas kis birtoka teriilt el. De csak harom évig, mivel Farkas mint
a marosvasarhelyi kollégium professzora 1804 tavaszan bekdltozik Maros-
véasarhelyre. Kés6ébb Janos, a katonasag utdn hosszabb idére Domaldon
huzédik meg. Kézzelfoghaté Bolyai-emlék ma Domadldon csak Janos édesanyjanak,
Arkosi Benkd Zsuzsannénak a sirja. Haldla elStt néhdny héttel a stlyosan beteg asz-
szony megigérteti Bolyai Farkassal, hogy ha meghal, akkor 6t Doméldon temetteti el,
mert ott volt életében a legboldogabb. Férje tiszteletben tartotta az 6 végakaratat.
A szerencsétlen asszony még a helyet is megjelolte. Az Gsi birtok egyik kiugré domb-
oldalat valasztotta 6rok nyugvohelyéiil, ahova Farkassal valamikor, szép id§ esetén,
egyiitt jottek fel kavézni és a tajban gyonyorkodni. A sirhely, mely nem temet&ben
van, idGvel a felismerhetetlenségig egybeolvadt a kornyezd legelGvel. A szdzad elején,
az ottani oregek szajhagyomanya szerint mar csak egy ergsen korhadt faalkotmany
jelolte meg ezt a helyet. Az 1973/74-es iskolai évben, a székelykeresztiri liceum tanuldi-
nak egy csoportja, Illyés Ferenc nevii fizikatanaruk kezdeményezésére, cserefabdl egy
gyonyorii kopjafat faragott Benkd Zsuzsanna sirjara. A hosszas hercehurca utan,
Benkd Zsuzsanna haldlanak 160. évforduldja alkalmabdl, 1981 szeptemberében,
a sajat koltségemen végiil is feldllitottuk a kopjafat, a székely faragdmiivészet e ki-
mondottan szépnek sikeriilt példanyat. Az 1j siremlék szépen illeszkedik be a tajba,
s a kis falu majdnem minden pontjabol lathato.

A két Bolyai varosa azonban mégiscsak Marosvasarhely. Jarva e Maros menti
varos régebbi Utjait, a f6tértd]l emelkedd Bolyai utcan elérkeziink az 6si volt reforma-
tus kollégiumhoz, ahol valamikor a vildghir{i professzor apa tanitott, és ennek zse-
nialis fia tanult. E iskola kezdetleges kis nyomddjabdl keriilt ki Farkas tobb miive
mellett a Tentamen és az ehhez csatolt Appendix. Az iskola szomszédsagaban talalhato
az az épiilet, melynek homlokzatan elhelyezett emléktabla figyelmezteti az erre jaro-
kat arra a helyre, ahol valamikor az Gsi Bolyai haz volt. Itt élt Farkas tobb, mint egy
fél évszazadon at, és Janos itt toltotte gyermekéveit. A kollégium szazadunk elején
épiilt 1), impozans épiiletével szemben a két Bolyai szobra, ettdl alig 100 m tavolsagra
a Teleki-téka, ahol tudoméanytorténetiink e két biiszkeségének kéziratait Srzik. Innen
nem messze a katolikus és reformatus temet8k kozott a Somostetd felé emelkedd volt
Kalvaria utca, mely emléktabldval meg nem jelolt egyik épiiletének helyén allt az a
rozoga kis haz, melyben Bolyai Janos utolsé életéveit toltotte, és melyben 1860. januér
27-én meghalt. Annak idején Marosvasarhely nyarspolgarai nem is sejtették, hogy kit
veszitenek el ebben a visszavonult és szinte mindenkitSl elhagyott emberben. A kote-
lez§ kis létszamu katonai kiséreten kiviil csupdn hdrom varosi lakos kisérte el utolso
utjara. Még jelet sem tettek a sirja f61é. 33 év utan Schmidt Ferencnek kell Budapest-
r6l Marosvasarhelyre utaznia, hogy felkutassak Bolyai Janos szinte az 6rok feledésbe
meriils sirhelyét. Schmidt Ferenc felhivasara a Matematikai és Fizikai Tarsulat gyiij-
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tési akcidt inditott, és igy sikeriilt elGteremteni azt az Osszeget, mely egy egyszerii
sirkd felallitisahoz sziikséges volt.

De ma mar Marosvasdrhelyen — bar megkésve — elevenen él a két nagy tudds
emléke. Megtanultuk tisztelni vilagklasszis nagyjainkat. Lelkes pedagdgusok is
akadnak, mint példaul Filep Etelka, a Bolyai Farkas Liceum matematikatandrndje,
akinek minden didkja Bolyai-fiizettel rendelkezik. Ebben gyiijtik Gssze a tanulok
a Bolyaiakrol sz6lo kivagott cikkeket, ide irjak le a réluk irt sajat gondolataikat és
tanulmanyaikat, itt kapnak helyet az 4ltaluk készitett vagy mashonnan Gsszeszedett
fényképek és fotokopiak.

Minden év november elsején, halottak napjan, amikor az él6k megemlékeznek
clhunyt hozzatartozoikrdl, megragaddan szép iinnepi kontosbe o6ltézik a marosva-
sarhelyi reformatus temetd is, ahol egymas mellett a két Bolyai alussza 6rok almat.
Hozzétartozé leszarmazottaik mar nem élnek Marosvasarhelyen, de sirjuk, melyet
viragerdd Ovez, fényarban uszik. Szazaval gyalnak ki a gyertyak, melyeket az idGvel
elégettek helyére az egymds utdni ¢és szlinni nem akardan lenyuld kezek helyeznek el.
Minden ilyen vilagité gyertyaldangban, a varos idesereglett lakoinak e géniuszok
iranti megkésett tisztelete, valamint egy néphez és nemzethez f{iz6d6 néma, gorcsos
ragaszkodasa ég. De végiil is, az éjfélbe hajlo sotétségben, a még megmaradt csonkava
égett gyertyak fel-fellobbano utolsé langjai is kialszanak, s a lassan elnéptelenedett
temetSben csak a Somostets irdnydba tarté hideg novemberi szél érzékelteti az id6
konyortelen mulasat.

O MATEMATUYECKUX PABOTAX SIHOIIA BOMAU OCTABJIEHHBIX
B PYKOITUCHU

TUBOP BECEJIM

ON THE MATHEMATICAL WORKS OF JANOS BOLYAI LEFT IN MANUSCRIPT
T. WESZELY
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