AZ APPENDIX HATASA
A MODERN MATEMATIKARA
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Tisztelt iinneplé kozonség!

Az el6z3 eladasokban hallhattunk Bolyai Farkas és Bolyai Janos ¢letérdl, arrél
a dontd jelent8ségl felfedezésrdl, amelyet Bolyai Janosnak koszonhet a vilag. Ezzel
az eredménnyel sikeriilt azt a tobb mint 2000 éves problémat megoldani, amely
Euklidesz 6ta a geométerek kutatdsdnak kereszttiizébe 4llt. Hangstulyoznunk kell,
hogy itt nemcsak magat a megoldast tekintjiikk alapvetének, hanem a megoldds mod-
jat is. Bolyai Janos vildgosan latta, hogy ha a tér geometriai tulajdonsdgait akarja
vizsgalni, ehhez feltétleniil a modellmddszerhez kell folyamodni. A teret modellekkel
kell megkozeliteni, és a modell anndl jobban leirja a tér tulajdonsagait, minél jobban
teljesiilnek a modellben a tér elemei kozotti Osszefliggések. Nagyon vildgosan latszik
mindez abbdl a levélbsl, amelyet apjanak irt: ,,.Semmibdl egy 1), mas vilagot terem-
tettem”™. Ebbdl az kovetkezik, hogy Bolyai Janos geometridjanak megalkotdsanal
a valosagos tér tulajdonségait akarta meghatarozni, s igy jutott el az Euklidesz modell
mellett a hyperbolikus modellhez. Emlitsiik meg, hogy ez a szemléleti méd a XVIII.
szazad végén és a XIX. szdzad elején szinte a leveg8ben volt. Hiszen akkor Kant tér
¢s id3 elmélete még teljesen 0j volt, s emiatt is sziikséges volt az euklideszi tér-foga-
lom kritikai feliilvizsgalatdra. Kant ugyanis a Tiszta Esz Kritikajaban kimondja, hogy
a tér és id6 akkor és csak akkor szemléleti forma, ha vannak a priori szintetikus ité-
letek. Kant bizonyit: a matematikai és geometriai tételek a priori szintetikusak. Kant
példéja: az, hogy két pont kozott legrovidebb tavolsag az egyenes, a priori szintetikus.
Ez helyes is volna, ha a térben abszolut euklideszi geometria volna érvényes. Ekkor
ugyanis az egyenes fogalma a priori lenne. Bolyai Janos felfedezése ezt, a Kant altal
ragyogban felépitett épiiletet dontotte le. A hyperbolikus geometria tehat nemcsak
a matematikara, hanem a filozéfidra is alapvetd hatasua volt.

Ami a hyperbolikus geometria felfedezésének a matematika fejlédésére valod
hatdsat illeti, ilyen rovid id6 alatt csak a legfontosabb csomopontokat lehet dttekin-
teni, s ezek koziil is elsGsorban a geometriakat. Természetesen mindenekelStt
Riemann munkéssagarol kell bévebben szélnom. O volt az, aki legel§szor vette bonc-
kés ald, vizsgalta egész mélységében a tér strukturdjat, s a lehetséges geometriakat.
Meg kell jegyezniink, hogy Riemann munkaiban nem emliti Bolyai nevét, (sem a Lo-
bacsevszkijét) azonban biztos, hogy mindkét geométer munkdajat ismerte, s eredmé-
nyei tobbek kozott az emlitett két matematikus munkdinak hatdsdra alakultak ki.
Riemann térelméletét 1854-ben dolgozta ki, s olvasta fel magantandri prébaeldadas-
ként a gottingeni egyetemen. Erdekességként meg kell emliteni, hogy Gauss javasla-
tara tiizték ki ezt a témdt, amelyet Riemann hirom el8adas koziil a harmadiknak
jelolt ki. Eldaddsaban Riemann foglalkozik a tér fogalmaval, mint n-dimenzios soka-
saggal. Kideriil: mar l4tta, a teret, anyagot és mozgast nem lehet elvalasztani. Hogy
a teret kozelebbrél megismerhessiik, mérni kell. Megallapitja, egy gorbe ivhosszanak
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olyan fiiggvénynek kell lenni, amely x'-ben els6fokt pozitiv homogén. Az Osszes
lehetséges kifejezések koziil kiemeli a

ds* = 3 g,,(x)dx'dx/
fg=1

alakuakat. Nyilvan azért ezeket valasztotta, mert az euklideszi térbe dgyazott feliileti
gorbek ivhossza is igy llithaté elS. Az itt szerepld g;;(x) fiiggvények szimmetrikusak,
és trividlisan minden rogzitett x* pontban pozitiv definit quadratikus forma egyiitt-
hatérendszere. A Gauss altal bevezetett £, F, G feliileti fiiggvények egyszerlien a
megfelelS g;; mennyiségekkel egyenl6k. Azokat a sokasdgokat, melyek koordinata-
transzformacioval

ds® = j (dx)?
iz

alakura hozhatodk, sik sokasagoknak nevezi. Mar Riemann bevezeti a térgorbiiletet,
s a szabad mozgathatdsagot Osszekoti a konstans gorbiiletii tér fogalmaval. Még
Riemann nevéhez fiiz6dik az tn. elliptikus geometria megalkotdsa, ami természetesen
egy specialis Riemann-tér. Ez abbdl a feltevésbdl vezethetd le, hogy egy sikban egy
egyeneshez egy rajta kiviil fekvé pontb6l nem huzhaté parhuzamos. Ebbdl adédik
tobbek kozott a véges egyenes. A késGbbiekben Dedekind, Beltrami, Christoffel,
Killing stb. munkdssdga nyoman kideriilt, hogy az éltalanos Riemann-tér meghat4-
rozasédhoz alapvetSen hozzatartozik az un. Riemann-féle gorbiileti tenzor, amelynek
az eltlinése pl. a Riemann-terek koziil az euklideszieket jellemzi.

A mult szazad masodik felében — ugyancsak a Bolyai—Lobacsevszkij hatdsara
vizsgalni kezdték a nem euklideszi geometria modelljeit. Ezen a teriileten Cayley,
Klein és Poincaré szereztek eléviilhetetlen érdemeket. Kiderult tobbek kozott, hogy
a hiperbolikus geometridt a pszeudoszféran, az elliptikus geometriat a gombfeliileten
lehet realizalni. Igy lehet megérteni Riemann megjegyzését, miszerint nagy kiilonb-
séget kell tenni a hatdrtalan és végtelen kozott, mert pl. az allando pozitiv gorbiiletii
tér hatartalan, de véges.

A kovetkezd, nagyobb csomoépont, amirGl néhdny szot szolni kell, a csoportok
és a geometria kapcsolata. Nem lehet tagadni, hogy a csoportelmélet fejlédéséhez
a nem euklideszi geometridk, és a Riemann-tér megalkotdsa is hozzajarult. Elég, ha
hivatkozom F. Klein erlangeni programjéara és a Lie-csoportok szerepére a modern
geometridban.

Minthogy Bolyai az euklideszi axiomarendszer felhasznédlasaval végezte kutata-
sait, teljesen nyilvanvalo, hogy a modern axiomatikus mddszerek kidolgozadsaban is
nagy szerepet jatszott az Appendix. Elegendd, ha csak Hilbertre hivatkozom, aki
el@szor allitotta Ossze az euklideszi geometria axiomarendszerét. Dontd fejldést az
jelentett, hogy Hilbert Euklidesszel ellentétben. nem definidlta az alapfogalmakat és
alaposszefiiggéseket, hanem azt jelentette ki: ezekrdl is annyit tudunk, amennyit
roluk az axiomak kimondanak. Ilyen médon sikeriilt Hilbertnek az euklideszi és nem
euklideszi geometridk axiomarendszerét teljesen meghatarozni.

Térjiink most vissza a szorosan vett differencidlgeometria fejlédéséhez. Miutan
kideriilt az, hogy a Riemann-tér geometridja végeredményben azonos egy euklideszi
térbe dgyazott feliilet belsG geometridjaval (ezt a tételt 4ltaldnosan Whitney bizonyi-
totta be) felmeriilt a geodetikusok problémaja, amely vonalak az egyenesek szerepét
veszik at a Riemann-térben. A geodetikusok differencidlegyenlet-rendszere nyilvan az

F(x, %)= Zg;x'x fiiggvény extramdlis serege. Tehat
5fF geodetikus.
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Az F(x, x) fiiggvény Euler—Lagrange-féle differencidlegyenlet-rendszere
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A I'},(x) az un. mésodfaju Christoffel-szimbélum. A Riemann-tér geometridjat
tehat a g;;(x) szimmetrikus, masodrendii tenzor segitségével ki lehet épiteni.

A Riemann-tér vizsgalata — kiilondsen a tenzorszamitas kialakuldsa el6tt, —
igen koriilményes volt. Nagy 1épést jelentett mind a konnyebb kezelhet8ség, mind a
tér mélyebb megismerése szempontjabdl a Levi—Civita 4ltal bevezetett pArhuzamos-
sag fogalma. Tulajdonképpen cgy feliileti pArhuzamossagi definiciét dltalanositott.
Tekintsiik ui. a feliileten egy x* pontban az érintdsikot, s ebben egy vektort. Kaossiik
Ossze a feliileten a P(x) pontot egy P’ ponttal gorbével. Hatarozzuk meg ennek a gor-
bének az érintofeliiletét, fejtsiik ezt le a sikra, a P’ pontban a P pontbeli vektorral
parhuzamos vektor feliileti eredetijét nevezziik az adott vektorral parhuzamos vek-
tornak. Altalanositva: egy A'(x) vektor az x'=x'(z) gorbén parhuzamos, ha

i n
i/1—+ X Thtts* =0

dt j k=1

A Levi—Civita szerinti parhuzamossag segitségével most mar konnyen lehetett
az altalanositott terekben konnexiot létesiteni, amelyhez csak az érintGtereket kell
bevezetni. Ez a fogalom végeredményben Weyl nevéhez fiiz6dik. Konnyen belathato,
hogy a geodetikus vonalak érint8i a geodetikus vonalon parhuzamosak. Ez a jelleg-
zetesség tulajdonképpen az egyenes egyik tulajdonsagdnak kozvetlen altaldanositasa.

Minthogy a Levi—Civita-féle parhuzamossag bevezetésénél a tér metrikus tulaj-
donsagai végeredményben nem jatszottak szerepet, s csak a Chistoffel-féle szimbo-
lumokat kellett felhasznélni, lehet értelmezni a nem metrikus differencidlgeometriai
tereket. Ehhez csak az sziikséges, hogy legyen a térben értelmezve eltoldsi paraméter
segitségével egy konnexi6. Ennek a konnexionak a felhasznalasaval értelmezhetem
a parhuzamos eltoldst, s meghatarozhatom azokat a gorbéket, amelyeknek az érintGi
a gorbére nézve parhuzamosak. Ezek a gorbék a geodetikus vonalak nem metrikus
esetre valé dltaldnositdsai. Neviik : autoparalel gorbe.

Ezeket a tereket affindsszefiiggd tereknek nevezziik.

A Bolyai és Lobacsevszkij munkdassagaval megkezd6dott geometriai kutatds
jelent8s allomasahoz érkezett a XX. szdzad masodik évtizedében. Caratheodorynak,
a neves német matematikusnak egy Paul Finsler nevii doktordndusa bizonyos varia-
cidprobléma kapcsén egészen 1j tértipushoz jutott el. Emlékeztetem a tisztelt hallgato
sdgot arra, hogy mar Riemann is gondolt ilyen valamire, azonban azt tette fel, hogy a
ds*= > g;; dx" dx’ legyen, mert hiszen tgy lesz a tér az euklideszi feliilet 4ltala-

LJ . : .y
nositasa. Finsler 4ltaldnosabban azt tette fel, hogy a tér egy x'=x'(r) gorbéjének
ivhossza legyen

t
5= fL(x, X) dt,
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ahol az L fiiggvényrdl természetesen tobb kovetelményt kell megkivanni. Az L vara-
cios seregét itt is geodetikusoknak nevezziik, amelyek differencidlegyenletrendszere

#4+2Gi(x, x) =0,

ahol
o A B ,.k( " 9oL ..,._(')U]
G (x, %) = 4 kg;g j;; oo © ok
Itt
& 5 e I
Eu % X) = 5 oo

s a g, ismét pozitiv definit, tehat van inverze. Legyen a g'* a g;. inverze, tehat
.'Z' g g’ = 0.

Ezeknek a mennyiségeknek a segitségével épitette fel Berwald a Finsler-geometriat
a huszas években. Egy nagy kiilonbség azonban adddott a Riemann-féle geometridval
szemben. Ha a G’ fiiggvényekkel definidlom a parhuzamossagot, a vektor hossza
megvaltozik parhuzamos eltolasnél. Ezen a nehézségen segitett Elie Cartan, aki a har-
mincas évben teljesen kidolgozta a Finsler-tér geometridjat. Alapgondolata az volt,
hogy ponttér helyett Gn. vonalelemteret tekintett, s ebben hatdrozta meg az alap-
mennyiségeket. Ilyen médon szinte természetesen adédott olyan eltoldsi konnexids
egyiitthatd, amelynek segitségével definidlt parhuzamos eltolas euklideszi, azaz a vek-
tor hosszat valtozatlanul hagyja. Kideriilt, hogy ebben a térben harom gorbiileti ten-
zor van, amelyek eltlinése, vagy specidlis alakjai kiillonboz6 egyszeriibb tértipusokat
jellemeznek. Ezek koziil talan érdemes megemliteni a Minkowski-féle teret. Ezek
olyan terek, ahol a geodetikusok megfelel§ koordinéta-rendszer bevezetésével linedris
formaban allithatdk eld, azaz a geodetikusok egyenesek. Mivel Riemann is foglalko-
zott elGadasaban ilyen terekkel, a Minkowski-terekhez kell kapcsolni azokat a tereket
is, amelyek geodetikusan ilyenekre leképezhetSk. Ezek az tn. sikprojektiv terek.
A Finsler-térben is lehet skalargorbiilet(i, konstans gorbiiletii tereket definidlni, s
természetesen a Riemann-tér is specidlis Finsler-tér.

A Finsler-geometria Cartan-féle megalapozasa utdn a differencidlgeometriai
terek igen sok altaldnositasa latott napviligot. Mar maga Cartan vizsgalt olyan teret,
ahol a pont és a hozzé tartoz¢ feliiletelem a térmeghatdrozd. Még tovabb 4dltalanosit
Kawaguchi japan geométer, aki magasabb rendii variacids problémabol indul ki,
s ebbdl hataroz meg differencidlgeometriai teret.

Az eddigiekbdl is latszik, hogy a differencidlgeometriai terek esetében beszéliink
alaptérrél, érint8 vektor térrdl, konnexiordl, de mindig lokéalisan, s a terck globalis
tulajdonsagait nemigen vizsgaltak. Ezeket a nehézségeket kiiszobolte ki az Ehres-
mann és kdvetSi kutatdsdval kezd8d6 Gn. globélis differencialgeometria. Ok el&szor
definialtak az un. differencialhat6 sokasdgot, azaz olyan halmazt, amely minden pont-
janak van az euklideszi egységgdmbbel homeomorf kornyezete, s az ilyen modon
definialt koordinatak transzformacioja differencialhaté. Lathatd, hogy az ilyen vizs-
galat az addigi kutatdsoknal sokkal mélyebben felhaszndlja a topoldgiat, s6t bizonyos
tekintetben a topoldgia fejlddését is eldmozditja. Rendeljiink ennek a sokasignak
minden pontjahoz egy, a sokasdg dimenzidészamdval azonos dimenzidju vektorteret,
amelyen értelmeziink egy linedris csoportot. Végeredményben ez fogja 1étrehozni
a konnexidt. A most felvazolt globdlis differencidlgeometria természetesen csak a leg-
elemibb Osszefiiggéseket mutatja meg. A maig kiépiilt elmélet a most bemutatottnal
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sokkal dsszetettebb. A pontokhoz nemcsak érinté vektorteret, hanem pl. repert ren-
deliink, s akkor ez az Uj komplexus is tekinthet§ differencialhaté sokasagnak. Ilyen
modon a differencidlgeometriai tereknek Uj Osszefiiggéseit sikeriilt feltarni, sét sok
esetben olyan alapvetd tételeket lehetett kimutatni globalis eszkézokkel, amelyeket
lokalis eszkozokkel nem, vagy csak nagyon nehezen sikeriilt volna. A globalis diffe-
rencidlgeometriai kutatdsok a modern térelméletben igen széles és mély perspektivat
tarnak fel, s ezért a modern differencidlgeometriai vizsgalatok ebben az irdnyban
szélesednek ki.

A hiperbolikus geometria bevezetése a fizikai kutatasokban is éreztette hatasat.
Elegendd itt csak Einsteinre és munkéjanak folytatoira hivatkozni, akik a vilagtérben
haté geometriat Riemann-félének tételezték fel. Természetesen arra nincs idém, hogy
az itt emlitettekrdl részletesen szoljak, mégis roviden szeretném felvazolni a modern
térelmélet és a tér tényleges strukturdja kozotti mélyebb kapesolatot. Ez arra is példa,
hogyan lehet — legaldabbis a metrikus tér — tulajdonsagait ilyen médon meghata-
rozni. Ez a gondolatmenet egyeldre csak lokélisan érvényes, de globdlisan is meg
lehet vizsgdlni.

Tekintsiink ugyanis egy n-dimenzids differencidlhaté sokasagot, s abban egy
masodrendii differencidlegyenlet-rendszerrel megadott gorbesereget:

#1426 (x, %) = 0.

A G' fiiggvényekrdl differencialhatosagot (elég sokszor) és masodrendii pozitiv ho-
mogenitast (az x-ban) tételeziink fel. Vizsgaljuk meg, mikor variacios extremalis sereg
az adott gorbe halmaz. Mds széval 1étezik-e olyan L(x, x) regularis variacio problé-
méahoz vezetd fiiggvény, amelynek az adott gorbék extremalisai. Ez nyilvan a variacio
inverz probléméja. Egyébként ezt két dimenzidban Darboux vizsgalta és mutatta ki,
hogy mindig van ilyen L fiiggvény, harom dimenziéban pedig Douglas mutatta ki,
hogy csak kivételes G' fiiggvények esetében van megoldas. Arrdl van ugyanis szo,
hogy az L(x, x) fiiggvény Euler—Lagrange differencidlegyenlet-rendszerében isme-
retlen fiiggvénynek tekintem az L-fiiggvényt, és ismertnek a G'-ket. Ez L-re nézve ma-
sodrend(i parcialis differencidlegyenlet-rendszer, amelynek csak azok a megoldasai
vehetSk tekintetbe, amelyek kielégitik azokat a feltételeket, amelyeket egy differen-
cidlgeometriai tér alapfiiggvényétsl megkoveteliink. Rogton lathatd, ha egy megoldas
van, végtelen sok van, amelyek egymasra palyatartéan (geodetikusan) leképezhetdk.
Ha taldlunk ilyen fliggvényt, akkor vildgos, hogy az adott gorbesereghez hozzaren-
delhetjiik azt a geometriat, melynek a kapott L az alapfiiggvénye. Ilyen moédon tehat
egy adott gorbesereghez altalaban tobb geometria tartozhat, amelyek azonban geo-
detikusan azonosak.

A tér tényleges geometriajanak a meghatarozasanal induljunk ki egy mozgdsbol.
A térben mozgo pont nyilvan meghataroz egy palyarendszert. Ha ehhez a pdlyarend-
szerhez meghatirozom azt a geometriat, melynek az adott palyarendszer a geode-
tikusait alkotja, meghatdroztam azt a geometriat, mely az adott mozgashoz tartozik.
Ilyen megkozelitéssel tehat azt mondhatjuk, a térnek nincs egységes geometridja.
A geometria a mozgastol fiigg s minden mozgdshoz més és mas geometria tartozik.
Ilyen moédon tehat a mozgashoz tartozé differencidlgeometriai tereket is teljesen meg
tudjak hatdrozni. Az itt vazoltakat globdlisan is lehet targyalni, csak a globdlis vari-
cidészamitast kell felhaszndlni (Moorse-elmélet).

ElGaddsom végére értem. Igen sok emlitésre érdemes eredményt, kutatdsi iranyt
nem, vagy csak érintGlegesen targyaltam, mentségemre szolgdl a rendelkezésemre
bocsatott id§ rovidsége. Engedjék meg azonban, hogy ha csak név szerint is, de meg-
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emlitsem azokat a magyar kutatokat, akik Bolyai 6rokét folytatva tudomanyos ered-
ményeket értek el ezeken a teriileteken.

A differencialgeometria teriiletén Varga Ott6 koriil bontakozott ki széles iskola,
amelynek hatdsa az orszag minden matematikai centrumaba kisugarzott. Ennek az
iskolanak tagjai akar kozvetleniil, akar kozvetve Farkas Mikldés, Makai Imre, Merza
Jozsef, Modr Arthur, Nagy Péter, Soos Gyula, Szabd Zoltan, Szolcsanyi Endre,
Szenthe Janos, Tamassy Lajos ¢s az itt emlitettek tanitvanyai. A fizikai alkalmazas
teriiletén Horvath Janos és Toro Tibor ért el eredményeket.

Az axiomatika, a modellelmélet, a diszkrét geometria a Bolyai Hagyaték vizs-
galatan és a hiperbolikus geometria egyéb teriiletén a kovetkezd magyar kutatok értek
el eredményeket:

Alexits Gyorgy, Benkd Samu, Borocki Karoly, David Lajos, Fejes Toth Laszlo,
Gyarmathi Laszlo, Kérteszi Ferenc, Kénig Gyula, Kiirschak Jozsef, Molnar Jozsef,
Privorszki Alajos, Réthy Mor, Schlésinger Lajos, Strommer Gyula, Szasz Pal, Szé-
nassy Barna, SzGkefalvi Nagy Gyula, Valyi Nagy Gyula, Voros Cirill, Weszely
Tibor.

BJIMAHUE ATINEHIAUMKCA HA COBPEMEHHYIO MATEMATUKY

AHJIPALI PATIYAK

THE INFLUENCE OF THE APPENDIX FOR MODERN MATHEMATICS
A. RAPCSAK
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