AZ APPENDIX ELOZMENYEI
ES TUDOMANYOS EREDMENYEI

KARTESZI FERENC

Mélyen tisztelt hallgatésag! El6adasomat nem a matematikusok, hanem az érdek-
16d6 kiviilallok tajékozottsagdhoz igazitom.

Az elBadas cimének birdlataval kezdem mondanivaloim kifejtését.

Bolyai Janos matematikai targy irdsait a magvas tomorség jellemzi. Vilagra-
sz6l6 miivének azonban nem vélasztott rovid cimet. A cimoldalon a cim szerepét
az értekezés tartalmat vazolo tobb soros szoveg jatssza. Ennek els§ szava arra utal,
hogy a mii egy konyv fiiggelékeként jelent meg. Ezért terjedt el az a szokds, hogy a
nevezetes miire hosszu cime els§ szavaval utalunk.

A hosszi cimoldal és a tomor belsd szoveg kozti ellentét maris tiinddésre késztet.
Bolyai nyilvan el6re figyelmeztetni akarta az olvasot, hogy értekezésében a két évez-
reden 4t megoldatlan probléma tisztdzasardl van szd, mégpedig egy az euklideszi
geometridval nem azonos geometria megalapozdsa utjan.

Euklidész 6ta kozfelfogds volt, hogy egyediil az euklideszi geometria igaz.
Bolyai elStt a kutatdsok arra iranyultak — még ha meg is kozelitették a nem-euklideszi
geometria felfedezését, — hogy az euklideszi geometria kifogastalan megalapozasa-
val az annak egyediil helyes voltat elfogadd hiedelmet megerdsitsék. Ez a hiedelem
még Kant elméjét is rabul ejtette. Ez volt az oka, hogy a kortars olvasék Bolyai
elméletét kezdetben gyanakodva fogadtdk, &ltaldban nem is értették. Bolyai
e tény tudatdban sziikségesnek tarthatta, hogy mar a cimoldalon figyelmeztesse az
olvasot az olvasnivald szokatlan nehézségeire, és arra, hogy Kantnak a térre vonat-
kozé tézise nem igaz.

Az 1j geometrianak masok igyekeztek rovid nevet adni, s azok az id6k folyaméan
megszokotta is valtak. Gausstdl ered a nem-euklideszi geometria. Kleint8l a hiper-
bolikus geometria. Frischauftol®) az abszolit geometria és kozmegallapodasbol
a Bolyai—Lobacsevszkij-geometria elnevezés. ElGadasombdl majd kitlinik, hogy
az Appendix tartalmanak legpontosabban a Frischauftol eredd elnevezés felel meg.

* K ¥

A gorogok szerint — Euklidesz kordban — az érzékszervek kozvetitette ismere-
tek csak 4rnyképei a val6sdgnak, amit csak gondolkodasunkbol eredd tudatunk
foghat fel a maga tisztasdgdban. A gordg szellemnek ez az idealista orientacidja érvé-
nyesiilt a tobb ezer éven at felhalmozodott geometriai ismereteket tudomannya szer-
vez6 Euklidész miivében.

1 Johann Frischauf egyik konyve Absolute Geometrie nach Johann Bolyai cimen jelent meg
1872-ben. Az volt az ,,abszolit geometria” elnevezés forrasa.
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Euklidész médszere — a definiciokbdl, axidomakbdl és posztulditumokbdl kiin-
duld, szigortan deduktiv targyalds — olyan fegyelmezett gondolkodast fejlesztett ki,
amely mintaul szolgalt a késébb kialakulé tudomanyok szdmdra. Az euklideszi ala-
pok elleni kifogasok.

Csak a mult szazad végén valtak a tudomanyos kutatdsok kozérdekl8dést ujja-
ébresztd témaiva. A parhuzamossag euklideszi posztulatumanak birdld, elemzd vizs-
galata mdr az 6korban elkezd6dott ugyan, de két évezreden 4t 1ényeges eredmény
nem mutatkozott. Ezek a kutatdsok csak megerdsitették azt a kozhiedelmet, hogy a
tér fogalmat jellemzé euklideszi axiomarendszer az egyediil helyes, ami csupan fino-
mitasra, egyszerusitésre, kicgészitésre szorul.

Az elsd figyelmet érdeml8 kommentator Proklosz volt (az V. szizadban). O az
euklideszi parhuzamossag szogfogalomtdl fiiggetlenitett forméjat taldlta. — Vagyis
az euklideszi és a Proklosz-féle ekvivalens; azaz barmelyikbdl a masik mint tétel leve-
zethetd. — MindkettSt idézem:

E: | Legyen megengedett, hogy egy sik két egyenesét egy harmadikkal metszve, annak
dzon az oldaldn, ahol a belsé szogek dsszege két derékszognél kisebb, a két egyenes
metszi egymast.”’

P: | Egy sikon egy adott pontot és egy rajta dt nem mend adott egyenest tekintve, a sik-
nak a ponton dtmend egyenesei koziil egy és csak egy nem metszi az adott egyenest.”

Proklosz vilagosan kifejezte, hogy két parhuzamos egyenes egy sikon van és nem
metszi egymdst. Az, hogy a ponton dtmend egyenesek kozt van parhuzamos, a tobbi
axiémabol kovetkezik. Amde az, hogy a ponton at csak egy ilyen egyenes halad —
Euklidész szerint — a tobbi axiomabdl nem kovetkezik, ezért kell az unicitdst kiillon
axiomaban feltételezni. Proklosz azonban — miként két évezreden 4t minden mate-
matikus — azt hitte, hogy a tobbi axidmabdl a parhuzamossagi axidoma levezethetd.

Annak a bizonyitdsa, hogy ez a posztulatum a tobbibdl kovetkezik Proklosz
miivében is hibds, mint minden elGbbi és utdbbi korban kozolt bizonyitds. A meddd
probélkozdsokban az volt a kozos, hogy a bizonyitasnak vélt kovetkeztetésbe valahol
becsiszott olyan feltevés, amely az euklideszi posztulditummal ekvivalens. Hibds
bizonyitdst még 1818-ban is publikaltak olyan gottingeni kiadvdanyban, amit Gauss
is olvasott. — B. F. Thibaut hamis bizonyitdsara utalok. Gauss 1807 6ta a gottingeni
csillagvizsgdld intézetnek igazgatOja €s az egyetem tanara volt. —

Az el6z6 évszazadban elért szinvonalhoz viszonyitva Thibaut prébalkozésa érthe-
tetlen visszaesésnek tiinik. Bolyai elGtt Saccheri és Lambert miive volt a legértékesebb.
Az el6bbi 1773-ban, az utébbi 1786-ban jelent meg. Mindketten az euklideszi posz-
tuldtum indirekt bizonyitasat vélték megtalalni.

Saccheri és Lambert egyarant azt hitték, hogy a parhuzamossagi posztuldtum
helyes és bizonyithato, s mindketten indirekt médon probaltak bizonyitani. Az euk-
lideszi axiémarendszerben a padrhuzamosségi posztuldtumot az ellenkez8jével helyet-
tesitették. Ha e modositott axiomarendszerbdl kiinduld deduktiv kovetkeztetés
abszurd kovetkezményre vezet, akkor az abszurdum éppen azt bizonyitja, hogy
Euklidész parhuzamossagi axioméaja igaz. A vart abszurdum helyett a nem-euklideszi
geometria szamos meghokkentd tételére jutottak, és azok koziil nem egy olyant,
amely az euklideszi geometria megfelels tételétsl élesen kiilonbozik. Azt pedig, mint
»a valosagban nyilvanvaldéan abszurd allitast” tekintették. Persze a hamisnak vélt
tétel nem a valdésagnak, hanem a valosag euklideszi felfogasanak mond ellent. Ez a
sulyos tévedésiik abbol eredt, hogy az egyediil helyes geometria szerintiik is az euk-
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lideszi. Az ¢ altaluk elért szinvonalat a késGbbi, de Bolyai el6tti kutatok se szarnyal-
tak tul, kivéve Gauss nem publikalt eredményeit. Errdl kiilon kell megemlékezniink.

Mik azok a dokumentumok, amelyekbdl Gauss eredményei lathatok, illetve
amelyekbdl sejtheték ?

1. A kovetkezd személyekhez irt levelei: Wachtler (1818), Gerling (1819),
Taurinus (1824), Bessel (1829), Schumacher (1831), Bolyai F.

2. Eletében nem publikalt, de hagyatékaban taldlt feljegyzései.

3. Disquisitiones generales circa superficies curvas (1827) cimii miive.

Sajat nyilatkozata szerint mar 30—35 éve foglalkoztattak azok a problémak,
amelyeknek megnyugtato tisztazasaban Bolyai Janos 6t megeldzte.

Gyelonye szavait idézem: ,,Gauss, amint ez munkdaibol kitiinik, sokmindent
végiggondolt ezzel kapcsolatban, de semmit sem publikalt.”

Azeddig vazolt el6zményekbdl elképzelhetd, hogy Bolyai kordban milyen legydz-
hetetlen nehézségiinek tiint a két évezrede izgatd probléma megoldasa. A matematika
filozéfigjanak kellett megvaltoznia, hogy a kutato szellem rdtaldljon a megoldds utjdra.

Mi volt hat az Appendix célja és programja?

Cél a parhuzamossagi posztuldtum tobbitdl fiiggetlen voltdnak indirekt bizo-
nyitasa.

Evégbdl a parhuzamossagi posztuldtumot térolve a maradék axiomarendszerre
felépitette az igy altalanositott geometriat. — Ezt nevezziik abszoliit geometridnak —
— Ha a maradék axiomarendszert kibGvitjitk a parhuzamossag euklideszi posztula-
tuldtumaval, vagy annak tagaddsaval akkor az abszolit geometria specializalodik,
mégpedig euklideszi, illetve anti-euklideszi geometriava.

Bolyai volt az elsd, aki batran kimondta, hogy az anti-euklideszi geometria éppen
ugy ellentmonddstalan, mint az euklideszi; a két évezrede vajudo ,,bizonyitdsi pro-
balkozasok™ tehat nem is vezethettek eredményre. (Bolyai felismerte az ellentmondés-
talansdg bizonyitasanak sziikségess¢gét is, de a bizonyitas csak mésoknak sikeriilt,
Bolyai halédla utan.)

Felvet6dott a kérdés, hogy a valdsdgos tér szerkezetét az euklideszi, vagy az
anti-euklideszt geometria tiikrozi-e tokéletesebben. — Tudjuk, hogy evégbdl Gauss
geodéziai, Lobacsevszkij asztronémiai méréseket is végeztek. — Bolyai helyesen 4lli-
totta, hogy ennek a kérdésnek a tisztdzdsa nem a matematika feladata. A fizika pedig
optikai eszk6zok segitségével nem tudja ezt a problémat tisztazni. A matematikara
csak annak a kérdésnek a tisztazdsa var, hogy az anti-euklideszi geometria ellent-
mondastalan.

Az Appendix latin nyelvii, 26 nyomtatott oldal terjedelmii értekezés, két oldal
hibajegyzékkel és egy 23 abrat tartalmazé oldallal kiegészitve. Szovegezése mesterien
tomor, kristalytiszta. Olvasdsa fesziilt figyelmet kovetel. Rovidség kedvéért gyakran
hasznal pontosan meghatdrozott értelmili szimbdlumokat. Mesteri fogalmazisat
melegen dicsérik a késébbi korok szakemberei. Bonola az abszolut geometria szinusz-
tételének kifejezését igy mindsiti: ,,... wunderbarer Einfachheit und Eleganz ...”".
Kagan pedig — Bolyai és Lobacsevszkij miivét osszehasonlité tanulmanydban —
a kovetkezdket irta: ,,... Nem tulzas, ha azt dllitjuk, hogy Bolyai valdjaban bdarmely
dllando gorbiiletii tér geometrigjanak alapjait megalkotta: vagyis kivdlasztotta azt az
ismeretanyagot, amely az ésszes dllandé gorbiiletii terekre nézve tiszta geometriai for-
madban egyontetiien kifejezheté.”

Bolyai koranak legnagyobb matematikusa, Gauss fukar, de kénytelen dicséreté-
bdl, amit az Appendix hatdsara irt, csak fél mondatot idézek: ,,... éppen régi jé bard-
tom fia az, ki engem olyan csoddlatos médon megelézitt.

* % %
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Most pedig megkisérlem az Appendix-ben kozolt f6bb eredmények rovid ismer-
tetését.

Elgszor is a parhuzamossidg fogalmanak a Bolyai-féle értelmezését tekintjiik,
amely a maradék axiémakkal osszefér. (I. dbra)
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Adva van egy / egyenes ¢s kiviile egy P pont. Osztalyozzuk a sik P ponton dtmend
egyeneseit. Legyen 7"a P pontbdl / egyenesre bocsatott merdleges egyenes talppontja,
tovabba a P ponton atmené P egyenes legyen a P71 -re merdleges.

A maradék axidmakbol kovetkezik, hogy P nem metszi az / egyenest, és ha a par-
huzamossdg euklideszi posztuldtuma is teljesiil, akkor nincs is mds, a P ponton 4t-
mend egyenes, amely az / egyenest nem metszi. Ha azonban a parhuzamossagi posz-
tuldtum tagadésa az igaz, akkor a P ponton at tobb, az /-et nem metsz§ egyenes halad.
Ezt az anti-euklideszi esetet részletesebben jellemezziik.

Van a P ponton adtmend két egyenes, az /; és az Iy, amely az [-et nem metszi, de
a P ponton 4tmend, 9 szégtartomanybeli u egyenes metszi az l-et, és az w szdgtarto-
manybeli semelyik » egyenes se metszi az /-et. Bolyai az /; és [, egyenest mondja az /
egyenessel pdrhuzamosnak, amit az |||/ és L|||/ jeloléssel illet.

Az x tadvolsag és a 9 szog Osszefliggését kifejezd tétel:

cotgi = e;’:
2 2

ahol e az Euler-szam (e=2,718 ...), k pedig egy geometriat jellemzd tetszGleges pozi-
tiv valos szdm. Vagyis tobbféle tér lehetséges, annyiféle, ahanyféle pozitiv valés k&
szam van, de egy lehetséges térben a k egy rogzitett értéke teljesiil. — En ezt a tételt
rovidség kedvéért 3(x)-tételnek fogom nevezni.

Aki Bolyai Janos eszmevildganak fejl6dését — a rank maradt dokumentumok
alapjan — megkisérli rekonstrudlni, annak az a véleménye, hogy az efféle tétel felfe-
dezése, kovetkezményeinek, értelmének teljes belatasa a kutatd olyan filozéfiai érett-
ségét feltételezi, amelytSl a korabeli matematikusok még nagyon messze voltak.
— Ismeretes, hogy a kortarsak 4ltaldban nehezen értették meg Bolyai geometridjat.
Ebben a matematikdra vonatkozd, konzervativ filozofiai felfogasuk bénito ereje tiik-
rozédik.

Nagyon valdszinii, hogy idérendben a 3(x)-tételt fedezte fel elGszor, aminek
a nyoman a kutatas programja mar vildgosan kibontakozott, s akkor irta azt a neve-
zetes levelet apjanak, amelynek egyik lelkes sora: ,,... semmibil egy wj mds vildgot
teremtettem* (1823. november 3.).
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Az e* hatvany értéke anndl kozelebb esik az 1-hez, minél kisebb az x a k-hoz
képest, illetve minél nagyobb a k az x-hez képest. Ebbdl az észrevételbsl pedig két-
féle geometriai tétel kovetkezik :

1. lokdlisan az euklideszi geometria érvényes a nem-euklideszi térben is.
2. Ha k végtelen nagy, akkor az euklideszi geometria érvényes.

A k konstans szerepét az r sugart kor kifejezésében, a haromszog teriiletének
a képletében tekintve annak az analdgidnak az észrevevése kindlkozik, amely a k
paraméterti nem-euklideszi sik és a k sugartd gomb felilletékek a geometridja kozt
fenndll.

Bolyai tudta, hogy a gémbi geometria a parhuzamossdagi posztulatumtdl fiiggetleniil
is felépithers. Ezért is tigy vélem, a szoban forgd analdgia faklyaként vilagitotta meg
szamara a kovetends utat.

Az a sugar( kor keriiletét a oa szimbélummal jelolte és azt taldlta, hogy

g £
oa=k-m-(e*—ek).
— Ha k minden hataron tal novekszik, ez a képlet atmegy a od=2na euklideszi
formaba. —

A haromszog szogeinek ivmértéke legyen o, f8, 6, akkor a n—a—f—y szdmot
a haromszog defektusanak mondjuk. A haromszog teriiletét A-val, defektusat 6-val
jelolve:

4 =Kk>5

A mondott analdgia kiilonosen a legutolsé formuldndl mutatkozik. Bolyai mes-
teri egyszeriiséggel tudja kifejezni az olyan geometriai tételeket, amelyek az euklideszi
és a nem-cuklideszi geometridban egyarant érvényesek. — Két példat emlitek:
a szinusztételt és a Pitagorasz-tételt:

oa: ob =sina:sin f, (ca)*+(ob)? = (oc)?

Bolyai rovidség kedvéért még az euklideszi geometria és a nem-euklideszi geo-
metria szavakat is egy gorog, illetve egy latin nagybetiivel, Z-val és S-sel helyettesi-
tette.

Legyen a sik a és b egyenese parhuzamos €s messe egy ¢ egyenes a két egyenest
ugy, hogy az MAB szog legyen az NBA szbggel egyenlS. Bolyai ezt az A és B kozt
fennalld reldciot, amit Bolyai a = jellel illet, Gauss izogondlis korrespondencidnak
nevezi. Ez a relici6 a parhuzamossagi posztulatumtdl fiiggetlen és az is abszolut
geometriai tény, hogy ez a relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

a b
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Ez a relacidfogalom teszi lehetévé a kor fogalmanak egy olyan béviilését, hogy
a kor kozéppontja és sugara a gorbe definiciéjaban nem szerepel.
— Bolyai ugyanis joggal szamiizte az afféle logikatlansdgokat, mint ,,a wvégtelen
sugarti kore. A kortarsak a szabatossdgnak ezt a fokat szérszalhasogatdsnak tekin-
tették, de ma tudjuk hogy az a szigoru felfogds sziikséges, tehat az a helyes.

Tekintsiik a sik olyan egyeneseinek a halmazat, amely egyenesek paronként par-
huzamosak, tovabba az egyenesek egyikén egy 4 pontot. A mondott parhuzamos
egyenesek mindegyikén van az A-nak az izogondlis korrespondencia szerinti térs-
pontja. Az A és tarspontjai egy L vonalat (Gauss szavaival paraciklust) alkotnak.
Analdég fogalom a térben az F feliilet (Gauss szerint a paraszféra).

Termékeny analdgia vehetd észre a paraszféra feliiletén, illetve a gomb feliiletén
érvényes geometria kozt, ha a gombi fGkor szerepét a paraszféran a paraciklikus veszi
at. Bolyai f6 eredményének mondhatjuk a kovetkezd tételt:

Ha a paraszférdn a paraciklust tekintjitk egyenesnek, akkor a paraszféran
az euklideszi geometria érvényes.

Annak amit ma modellmddszernek neveziink, elsé eléforduldsa Bolyai miivében
taldlhato. A nem-euklideszi térben — pontosabban a hiperbolikus térben — modellt
szerkesztett — a paraszférat —, amelyen az euklideszi geometria érvényes. Ennek a
modellnek a létezése azt bizonyitja, hogy ha S ellentmondastalan, akkor ellentmon-
dastalan a 2 is. Bolyai azonban X ellentmonddéstalansagat feltételezte, nem is akarta
bizonyitani. O a modellmédszert arra hasznélta, hogy az S-ben érvényes tételek
a X-ban érvényes tételekbdl levezesse. — Ez is figyelemre méltd, eredeti modszertani
otlet. —

Az Appendix 33 §-dban kiemelten kozli a Z-és az S-rendszer kozt fenndllo logikai
viszonyt, leszogezvén, hogy a X-rendszer, vagy pedig valamelyik [a k& valamely érté-
kére utal] S-rendszer teljesiil-e a valésagban, az a prior €l nem donthets. Most mar
csak az alapjaiban adott S-rendszer részletes kimunkaldsa van hatra, ami sokkal szi-
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nesebb és gazdagabb, mint a X. Mondhatnam, hogy errél akarja meggy6zni az olva-
sot, midén megmutatja olyan kornek a szerkesztését, amellyel egyenld teriilet(i négy-
szog szerkeszthetd.

Bolyai Janos korszakalkoté miivét a maga koraban elért tudomany és gondol-
koddsmoéd tiikrében kell tekinteniink, ha alkotoerejét és intellektudlis batorsigat
igazsagosan akarjuk méltatni. Ha valaki 1832-ben a kanti téziseknek ellentmondé
allitdsokat le mert irni, azt a kortarsak tobbsége tudomanytalan zagyvasdgnak ming-
sitette. Ezzel a kozfelfogassal még a nagy Gauss is dvakodott szembeszéllni. Bolyait
az efféle fékezG erdk nem befolydsoltak, miive cimszava is kifejezi, hogy Kantnak
nem ad igazat. SGt késGbbi feljegyzéseiben Gauss dvatos magatartisat is élesen, de
igazsagosan birélja.

* * %

Befejezésiil egyetemi elGaddsaimbol kiragadott témaval igyekszem azt érzékel-
tetni, hogy az S rendszer geometridja mennyivel gazdagabb, szinesebb, mint a X
rendszeré.

Egybevagd szabalyos haromszogekkel tigy lehet egyrétiien és hézagtalanul lefedni
az euklideszi sikot, hogy a lefedés barmely két szomszédos haromszogének, vagy egy
ko6z0os oldala, vagy egy kozos csucsa van. Ezt a lefedd alakzatot szabdlyos hdaromszdg-
racsnak mondjuk. Az alakzat barmely 7, haromszogbSl mint magb6l kiindulva a
szomszédossag szerint m;, m,, ... Ovekre bontjuk a racsot. A k indexli ovet alkotd
haromszogek szamat z, -val jeloljitk. Tekintsiik most a

v(k) = <L
0V o 5 e

V(T[,1):12

v (T,) =24

VAVAVAVAY
NOEN

Sl
Zg+Zy+ 424

Y (k)—=0

V (k)=

szamot. Ha k minden hataron tul novekszik, akkor v a 0-hoz tart.

Az analdg probléma az S rendszerben mas-mds eredményre vezet, attol fiiggden,
hogy mekkora a szabdlyos hdromszog szoge. A szabdlyos hiaromszog szogének iv-
mértéke barmely 0-nal nagyobb, de 7/3-ndl kisebb szdm lehet. Ha példaul a harom-
szogracs elemét képzd szabalyos haromszog szogének ivmértéke 27/7, akkor minden
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racspontban hét haromszog talalkozik, és z,=1, z;=15, z,=45,.... Ebben az
esetben
v(k) -

k—co

P5—1
e

Ha a n, szoge 2n/S (S=T7,8, ...): S értéke szerint a v hatarértéke mas-mas kvadra-
tikus irraciondlis szdm.

V5-1

Y (k) — 2

Mondanivaléim végére értem, s Osszefoglalasként a kovetkezGoket emeiem ki.
Bolyai Janos miivének igazsdgos értékelése megkoveteli, hogy a korabeli matematikai
gondolkoddsmdédhoz, a matematikdra vonatkozé filozofiai nézetekhez, az addig elért
tudomanyos ismeretanyaghoz viszonyitva mérlegeljiik azt, amit 8 alkotott.

A matematikdra vonatkozo filozofiai nézetei gyiimolcsozéen hatottak probléma-
latasara, elfogulatlan eszmevilaganak kialakuldsara. Ugy vélem, hogy ennek koszon-
hetd a két évezrede megoldatlan probléma tisztdzdsahoz vezets helyes it megtalalasa.

A nagy felfedezések értékelése azt is megkdveteli, hogy a tudomény tovabbfej-
16désében megmutatkozd hatasat feltdrjuk és elemezziik. Ez a téma azonban Rapcsak
Andras el6adasanak targya, én a magam mondanivaldit befejeztem.

MNPEHEAEHTBHI ATITMTEHAMKCA M EI'O HAVUHBIE JOCTMXEHUS
®EPEHII KAPTECU

THE PRECEDENTS OF THE APPENDIX AND ITS SCIENTIFIC RESULTS

F. KARTESZI
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